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34.6 RESOLUCIONES ACICLICAS Y
RESOLUCIONES FLASQUE
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EN LO QUE SIGUE, ¥ ES UNA
CATEGORIA ABELIANA CON
SUFICIENTES INYECTIVOS.



CONO DE UN MORFISMO f: K*®— L*®

Sea f: K* - L*® morfismo de complejos en €. El cono de f es el complejo
C(f) =L'® K™

y cuyo diferencial dio(f) L O(f) — C(f) £ Ll @ K*2 ests dado por
0 L dZL fi+1 - dz ( d_Ef(di ( i+1 _di+1
cnT\o -diF) e, dopy(@,y) = (d(@) + 7 (y), —dk (y))-

Asi, si denotamos por K[1]°* al complejo K[1]:= K**! con dlk[l] = —dit,
0 — L* = C(f)* — K[1]* — 0 es exacta.
y luego induce una sucesién exacta en cohomologia
- H(L?) — HI(O(f)") — H(E[) 2= H(K") 5 (»)
N H* (L) — HYY(C(f)*) —> -
donde 4% coincide con H™* (f) : H*(K*) — H*(L®).
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COMPLEJOS F-ACICLICOS Y QUASI-ISOMORFISMOS

Sea F': ¢ — 2 un functor aditivo, donde 2 es una categoria abeliana.

Sea f: K* — L*® un morfismo de complejos positivos en ¢ tal que:
@ f es un quasi-isomorfismo, y que
Q Los objetos de K* y L*® son F-aciclicos (i.e., R“’F(A) =0 Vi > 1).
Entonces, F'(f): F(K®) — F(L®) es un quasi-isomorfismo.

Prueba: (1) y (%) implican que C'(f)*® es un complejo exacto. Ademads, (2)
implica que cada C(f)idgLi ® K es F-aciclico. Vimos que entonces

F(C(f)*)2C(F(f))® es un complejo exacto.
Asi, la sucesién exacta larga (x) asociada a la sucesién exacta corta
0— F(L*) — C(F(f))* — F(K[1]") — 0
muestra que el morfismo de complejos
F(f): F(K*) — F(L®) es un quasi-isomorfismo. [
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TEOREMA DE DE RHAM

Teorema de de Rham (Grothendieck, 1957)

Sea A un objeto en ¥ y sea A — K° una resolucién de A tal que todos
los objetos de K® son F-aciclicos. Entonces, hay un isomorfismo canénico

H'(F(K®)) — R'F(A) para todo i > 0.

Prueba: Sea A4 —> I% resolucién inyectiva, con R'F(A) &f H'(F(I%)).
Como A % K* es una resolucion, 3f : K* — I’ tnico médulo homotopia

A——K* conmutativo.

N

I3

Asi obtenemos F'(f): F(K*) — F'(I%) tnico médulo homotopia, y luego
HY(F(f)): H(F(K®)) — H(F(I%))€R'F(A) es unico.
Como K*y I son F-aciclicos y f un qgis, F'(f) es un gis. O




COMPLEJO DE DE RHAM (1931)

Sea X variedad diferenciable real y sea Ox := €y’ haz de funciones diferen-
ciables, entonces el complejo de de Rham asociado al diferencial exterior

d

0—R->0x 50k 0% 4 L im0

verifica (Lema de Poincaré) H'(X, Q%) = 0 para todo i > 1y p > 0 donde

QY = Ox, i.e., R — Q% determina una resolucién I'-aciclica del haz R.

Luego, el Teorema de de Rham implica que

aerker{d: Q4 (X) — Q¥H(X)}
Im{d : QL1 (X) — Q4 (X)}

ae {i-formas cerradas en X'}

H'(X,R) = H(T'(R%))

i
= = X).
{i-formas exactas en X} ar(X)

Cultura general

En 1953, Pierre Dolbeault prueba que para variedades complejas X se tiene
HY(X,0%) = H%q(X)défker(anq)/lm(ap,q—l)-




HACES FLASQUE

En lo que sigue X es un espacio topolégico y consideramos
I':Sh(X) — Ab, # +—I'(X,.7)
cuyos functores derivados son los grupos de cohomologia de haces H(X,.%).

Un haz .Z en X es flasque si el morfismo de restriccién
F(X) —> Z(U) es sobreyectivo para todo abierto U ¢ X.

Hecho

Si0—> .7 -9 — 7 — 0 sucesiéon exacta en X, con .7 y ¥ flasque:
QO I'(X,¥9) — I'(X, ) es sobreyectivo.
@ 7 es flasque.

Objetivo: Probar que los haces flasque son I'-aciclicos, y considerar resolu-
ciones flasque en lugar de inyectivas para calcular H'(X,.%#) (de Rham).
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INYECTIVO IMPLICA FLASQUE

Construccion: Sea (X, Ox) espacio anilladoy j : U = X abierto no-vacio.
El prehaz extension por cero de un &p-médulo % estd dado por

Ve X — (o) (V) = { 9{?‘}/) : “;i g

El haz asociado ji.Z = (j“.#)* es un Ox-moédulo y la correspondencia
def

F(X)=T(X,Z)2Homyx(Ox,.F) se generaliza a (Ejercicio)
Z(U) 2Homy (ji0Oy, F) para todo abierto U € X.

Sea (X, Ox) espacio anillado. Todo &x-médulo inyectivo Z es flasque. J

Prueba: Si j: U — X abierto no-vacio, entonces 0 - 510y — Ox exacta.
Dado que (ver Clase 23) Z inyectivo si y sélo si el functor contravariante

Hom(-,7): Ox-Mod — Ab, .# — Homx(.%#,7) es exacto.
Asi, Z(X) x Homx (Ox,Z) » Z(U) * Homx (j10y,Z) — 0 exacta. [



Sl Ox =7 ENTONCES
Ox-Mod = Sh(X) Y AsI:

“EN UN ESPACIO TOPOLOGICO,
TODO HAZ DE GRUPOS ABELIANOS
INYECTIVO ES FLASQUE"



FLASQUE IMPLICA I['-ACICLICO

Si .% haz de grupos abelianos flasque en un espacio topolégico X,
H'(X,.Z) =0 para todo i > 1, i.e., .Z es I-aciclico. J

Prueba: Sea 7 inyectivo en Sh(X) (y asi H'(X,Z) =0 Vi >1) con .7 - T.
Dado que .# y 7 son flasque, la sucesion exacta

0 —F —>I—Y:=1T|]F —0
implica (Hecho) que ¢ es flasque y que la sucesién siguiente es exacta:
0—TI'(X,7) —TI'(X,I) - I'(X,9) —0.
Asi, la sucesion exacta en cohomologia se reduce a
0-HY(X,%)-HYX,T) > H(X,¥9) > H*(X,Z#) > HY(X,I) > -

~Y— S~—
-0 =0

ie, HY(X,.#) =0y ademas H'(X,.Z#) = H }(X,¥) para todo i > 2.
Deducimos por induccién en i € N*! que H*(X,.%#) = 0 para todo i > 1. [J
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USANDO HACES FLASQUE

El Teorema de de Rham implica que podemos usar resoluciones flasque
para calcular H'(X,.%), en lugar de resoluciones inyectivas. Por ejemplo:

Sea X variedad algebraica y .% un 0'x-mdédulo, con haz subyacente .%,.
Entonces, H'(X, %) 2 H'(X,.%#,) para todo i > 0. J

Prueba: Sea .%# — Z° resolucién inyectiva en Ox-Mod. Asi, Fo > L,
resolucion flasque en Sh(X) y cada 7}, es I'-aciclico. Luego,

H'(X, 7)€ H(I(2")) = H'(D(Z7)) 2 H(X, Fa)

para todo i > 0, gracias al Teorema de de Rham. O]
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34.7 COHOMOLOGIA DE VARIEDADES
AFINES Y TEOREMA DE LERAY


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.4.7
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HACES (QUASI-)COHERENTES EN X C A"

Recuerdo: Sea A un anillo conmutativo con unidad, y sea M un A-médulo.
Para todo f € A, definimos

Mf:=M®AAfd§f{% conmeMypeN}/~,

donde }”—p ~ }’—Z si existe r € N tal que f"(f%m — fPm’)=0en M.

Si X variedad algebraica afin con A = &(X) entonces hay una biyeccién
Fr—T(X,7)
M<«— M

entre Qcoh(X) (resp. Coh(X))y A-médulos (resp. A-médulos fin. gen.).

Aqui, M es el haz definido en el abierto deéf{x e X, f(z)+0} por
M(Uy) := My.

Lo anterior permite geometrizar resultados de la teoria de médulos. J
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A-MODULOS INYECTIVOS

Sea X una variedad algebraica afin con A = 0/(X), y sea I un A-médulo
inyectivo. Entonces, para todo f € A no-nulo se tiene:

ae

© La proyeccién natural I —» Iy, m— 5

es sobreyectiva.

Q El kernel K := ker{I — It} es un A-médulo inyectivo.

La demostracién de esto dltimo es un Ejercicio de algebra conmutativa®.

Traduccion geométrica (ver Lema 4.7.3 y Proposicién 4.7.4)

Sea X una variedad algebraica afin con A = 0(X), y sea I un A-médulo
inyectivo, con Z := I el haz quasi-coherente asociado. La restriccion

Z(X) — Z(Uy)

es sobreyectiva para todo f € A no-nulo. Mas aiin, Z es un haz flasque.

Ver Hartshorne, Chapter Ill, Lemma 3.3.
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COHOMOLOGIA DE VARIEDADES AFINES

Teorema (Jean-Pierre Serre)

Si .% haz quasi-coherente en una variedad algebraica afin X. Entonces,
H'(X,.7) =0 para todo 7 > 1.

Prueba: Sea A = 0(X)y M :=T(X,.%). Seae: M — I°® resolucién
inyectiva en A-Mod, y sea Z? := IP el haz quasi-coherente asociado a I?.

Asi, cada Z? es flasque y en particular T'-aciclico. Asi, obtenemos
e:M=.F —s [*E'T* resolucién T-aciclica en @x-Mod.
El Teorema de de Rham y el hecho que I'(X,ZP) €'T'(X, I?) = I” implican
H'(X,.7) = HZ’(F(X,I‘)) SIRE(S)=0

para todo 7 > 1, puesO—>M—>I0 I1 1'2 & .-+ es exacto. []

Sélo falta justificar el uso de cohomologia de Cech (Teorema de Leray). J
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COHOMOLOGIA DE CECH

Sea .% haz de grupos abelianos en un espacio topolégico X,y % = {U,; }ier
cubrimiento abierto de X, con I conjunto (totalmente) ordenado.

Para p € N, el grupo de p-cocadenas de Cech de .Z respecto a % es
C’p(%,ﬂ) = H g(Uioﬁ"-ﬂUip).
19<-+<ip
Ademas, para cada p-cocadena s = {sj,, .. j, }jo<-<j,. S€ define el operador
de coborde d@? : CP(%,.F) — CP"1(%,.F), s+ dPs mediante
p+1

k
(dps)io,m,iml 5= Z(_l) Sio,m,ikﬂ,ik+1,~-ﬂ'p+1|Ui0ﬂ"'ﬁU¢p+1 (*)
k=0

con dP™' o dP = 0 para todo p € N, i.e., C*(%,7) es un complejo en la
categoria Ab, llamado el complejo de Cech. Ademas,

HY, (X,.Z)<H(C*(%,.7)) i-ésima cohomologia de Cech
verifica HY, (X, .7) = I'(X, 7).
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EL COMPLEJO €°*(% ,.%#) EN Sh(X)

Construccién: Sea V ¢ X un abierto, y consideremos el cubrimiento %4, de
V dado por los abiertos {U;nV };c;. Entonces, el prehaz de grupos abelianos

V— CP(Uy, F)
es un haz, que denotaremos €7 (% ,.%). Mas atin, hay morfismos
& (U, F) — (U, F)
que hacen de €*(%,.%#) un complejo en la categoria Sh(X). Ademas:
© Si .7 flasque, entonces ¢7(% ,.%) flasque para todo p € N.
@ El morfismo ¥ :.7 — €%(%,.%) dado por

se F (V) — {slvav, tier € C*(%y, F)
es inyectivo, por los axiomas de haces. En particular, tenemos
0— 7 N (U, F) &, (U, F) - - complejo en Sh(X).
@ Por (2), hay isomorfismos HY(¢* (% ,.7)) €ker(d’) = .7 E'Im(°).
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£:% - C(%,F) ES UNA RESOLUCION EN Sh(X)

Lema técnico
Con la notacién anterior, ¢ : . % - €*(% ,.7) es una resolucién en Sh(X).

Idea de Prueba: Resta verificar que €*(%,.%#) es un complejo exacto.
Veamos que €°*(% ,.F ). complejo exacto de grupos abelianos Vz € X:

Sea U;j en % tal que x € Uj, y construyamos una homotopia h tal que
Idge(,7), ~r 0 (lo que concluye el Lema). Asi, buscamos morfismos hP*L
CP U, F )y - CP(U,F), tal que para todo f € €7 Y (U, F),

f=d o RPN (f) + WP 2 o dPPL(f) en €PN (U, F).,. (x%)
Para esto, definimos hp“(f)déf(hp”(f)io,,,,,ip)i0<...<ip mediante
hp“(f)io,.‘.,z’p = fj,io,.‘.,ip-
Aqui, f = (fig,...ips1) € CP™Y (Y, ,.F) para cierto abierto z € V ¢ Uj.

La féormula (x*) se deduce “directamente’ de (x) que define dP. O
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SUCESION EXACTA LARGA EN COHOMOLOGIA IV{‘Z;”

@ Para toda sucesion exacta 0 > .% - 4 — # — 0 de haces en X con
Hl(Ui0 n--nUs,,#) =0 para todo p € N y todos i,...,i, € I,
hay una sucesién exacta larga de cohomologia de Cech

0 — HY (X, F) — B (X,9) — 0, (X, #) 2 L, (X, F)

1L (X,9) — T (X, ) o 12, (X,.7) —> -

@ Si .7 haz flasque, entonces H, (X,.%) = 0 para todo i > 1.

Prueba: La hipétesis (1) implica que, para todas las posibles intersecciones,

las sucesiones de grupos abelianos

0— FUpn-nly,) =>4Un--nl;,) — HUyn--nU,) —0

son exactas, i.e., la sucesién de complejos
0—C(%,F)—C(%,9)— C*(%,9) — 0 es exacta,

de donde se obtiene la sucesién exacta larga (Lema de la serpiente).
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SUCESION EXACTA LARGA EN COHOMOLOGIA Iv{‘f?,y

Para (2), notar que € : F — €*(%,%) resolucion flasque, y luego T'-
aciclica. Luego, de Rham y como .# es I'-aciclico, implican que para i > 1

0=H'(X,7)2 H(L(¢"(%, 7)) SH(CY (%, F))<Hy (X, 7). O
La condicién (1) del resultado anterior motiva la siguiente definicién:

Sea .% haz de grupos abelianos en un espacio topolégico X. Decimos que
U ={U;}ier cubrimiento abierto de X, con I ordenado, es 7 -aciclico si
para todos p € Ny ig,...,i, € I se tiene H' (U, n---nU;,, #) =0 Vi 1.

Ejemplo principal: El Teorema de Serre implica que si X es una variedad
algebraica (separada) y .# un haz quasi-coherente en X entonces

Todo cubrimiento % = {U,; };c; por abiertos afines es .7 -aciclico.
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TEOREMA DE LERAY

Teorema de Leray
H o

@ Existe un morfismo canénico (y functorial en %)
1, (X,.%#) — H'(X, %) para todo i > 0,
@ Si el cubrimiento % es .#-aciclico, entonces

1, (X, ) 2 H(X,.%) es un isomorfismo Vi > 0.

v

Prueba: Consideremos la resolucién ¢ : % — €*(% ,.%) y una resolucién in-
yectiva .Z — Z° tal que H (X, .Z) €' RT(F) € H (I'(Z*)). Las propiedades
de complejos inyectivos implican que existe ¢ tnico salvo homotopia tal que
F == C(U,F)
le
7

Por lo tanto, I'(¢) : T(€* (%, .F)) < C* (%, F) - I'(Z*) induce un dnico
morfismo en cohomologia H'(C*(% ,.7 ))defH (X, 7)) — H(X, 7).
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TEOREMA DE LERAY

Para (2) usamos induccién en i € N, donde para i = 0 tenemos
0, (X,.7) 2 (X, Z) 2 T(X, 7).

El item (1) y el resultado anterior implican que si 0 > % -7 - ¥4 - 0
exacta en Sh(X) y % es Z-aciclico entonces hay un diagrama

s T (X, F) —— 1, (X, T) —— 1, (X, 9) -2 1L (X, ) >

1 1 i i

- - H(X,7) ——H(X,I) — H(X,9) — H" (X, 7) >
Sea entonces .# — 7 con Z inyectivo en Sh(X), y sea ¥ =7 |.%:
Como % es F-aciclico y como Z es I'-aciclico, para cada interseccién

Uio-~~ip = Uio (M) oo ) Uip

se tiene Hi(UiO..Aip,ﬁ) = Hi(UiO..Aip,I) = 0 para todo ¢ > 1. Luego, la

sucesion exacta larga en cohomologia implica que ¢ también es T'-aciclico
en cada Uj,...;,, i.e., el cubrimiento 7% es ¢-aciclico también.
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TEOREMA DE LERAY

El hecho que Z sea flasque implica (gracias el resultado anterior) que
HY,(X,Z) =0 Vi>1. Luego, el diagrama conmutativo se reduce a:

0 - I(X, ) — (X, T) — I(X,9) —2 [L (X,.7) > 0
I - I
0-T(X,7) —T(X,I) —I(X,9) > H(X,F) >0

de donde deducimos que la dltima flecha vertical es un isomorfismo, y se
reduce al diagrama siguiente para todo 7 > 1

0-H),(X,9) ——HyY(X,7) -0
1- A
0-H(X,9) —=H'"(X,Z) -0
donde las fechas horizontales son isomorfismos, y donde la primera flecha

vertical es un isomorfismo gracias a la hipétesis de induccién. Por lo tanto,

1., (X,.#) 2 H(X,.7) isomorfismo para todo i > 0. [
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