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§4.4 RESOLUCIONES INYECTIVAS Y
QUASI-ISOMORFISMOS
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RESOLUCION DE UN OBJETO

Sea ¢ categoria abeliana y A € Obj(%’). El complejo positivo asociado a
A, denotado A°® o simplemente A, es A*:=0sii+0y AO =A, ie.,

A.:---—>O—>O—>A0d26fA—>O—>O—>---

Una resolucién del objeto A es un morfismo ¢ : A* — R*® de complejos
positivos (i.e., R* =0 si i < 0) que es un quasi-isomorfismo (qgis), i.e.,

A*: A 0 0
[ I A
R RO_L,p_d po &

tal que H(g) : HY(A®) — H(R"®) es un isomorfismo para todo i > 0.

Como HO(A*)£ Ay H'(A®*) = 0 para i > 0, H'(R*) = 0 para todo i > 0 y el
morfismo de aumentacién € : A — R identifica A con H*(R®), i.e.,
con el kernel de d°: R — R*.




RESOLUCION INYECTIVA DE OBJETOS

Conclusién: En resumen, el complejo exacto dado por
d° d* d?
R’ R! R? R

. . . ., qis
denotado 0 - A — R®, contiene la misma informacién que ¢ : A* — R°®.

gl d3

0— A

Si todos los objetos R’ son inyectivos en €, decimos que
£: AL A* — R* es una resolucién inyectiva de A.

Sea % una categoria abeliana con suficientes inyectivos y veamos que
las buenas propiedades de objetos inyectivos se extienden a complejos:

Todo objeto A € Obj(%) posee una resolucién inyectiva e : A — I°. |

Prueba: Sea ¢”: A < I° = 1°(A) con I° objetivo inyectivo, y A; := I°/A.
Sea 01 : Ay = I con I* |nyect|vo y con ker(6') =0 en IY/A4, ie.,

I IO/A—>I cumple ker(e') = A = Im(&?).

Inductivamente, construimos € : A — I°. ]



RESOLUCION INYECTIVA DE OBJETOS

Sea f: A — I* un morfismo arbitrario de complejos positivos en €, donde
todos los objetos de I°® son inyectivos. Entonces,

Para toda resolucién e : A > R®, existe g: R* - I*® tal que
A—=5R*
R
g
f
I.
M3s adn, si ¢’ : R®* — I*® es otro morfismo con f = ¢’ o &, entonces g ~ ¢'.

Prueba: Como ¢ resolucién, € : A < R? y como I° objeto inyectivo en %,
f2: A — I° se extiende a ¢°: R — Iq. Supongamos ¢* construido:

=1 7
pi-1 %, pi %R pin
gi—ll » gzi v VE; gitl
Y d S
Iz—l Tt I
S , e , — L
diog': R' - I'*! se anula en Im(di; ') = ker(dy) pues glodin! = ditogit.
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RESOLUCION INYECTIVA DE OBJETOS

Aqui, d}ogi : R'[ ker(d%) = Im(d%) — I'*! se extiende a g'*! : R —s [*+1
pues 1" objeto inyectivo. Construimos g : R® — I*® inductivamente.

Finalmente, consideremos otro morfismo ¢’ : R® — I°® tal que f = ¢’ o¢:
g q g

Sea K*® := R*/A el complejo positivo dado por K := R’ si i > 0 y por
K%:= R/ A, entonces g — ¢ se factoriza en un morfismo de complejos

G:K*—1I°.

Dado que K* es un complejo exacto y I°® es un complejo inyectivo, ya vimos
la vez pasada que necesariamente G ~ 0, i.e., g~ g’

En otras palabras, g es tinico médulo homotopia. O

Esta dltima propiedad para g es crucial para que la definicién de functores
derivados no dependa de elecciones. J




34.5 FUNCTORES DERIVADOS
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EN LO QUE SIGUE, ¥ ES UNA
CATEGORIA ABELIANA CON
SUFICIENTES INYECTIVOS.



CONSTRUCCION DE RiF

Construccion: Sea Z otra categoria abeliana y F' : 4 — 2 un functor
covariante aditivo. Para todo 7 > 0 construiremos R*F': 4 — 2:

© Dado A € Obj(%), fijamos A — I? resolucién inyectiva y definimos
R'F(A):=H'(F(I%)) en 2, para todo i € N.

@ Dado f: A — B morfismo en %, la discusiéon anterior implica que la
composicion A - B — I}, se extiende a un morfismo de complejos
g: 1% — I} tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

A——1T5

A

B—1Iy
Como H'(F(g)) : HY(F(I%)) —» H'(F(I})) es independiente de la
eleccion de g (Gnico médulo homotopia), serd denotado

(R'F)(f) : R'F(A) — R'F(B).



CONSTRUCCION DE RiF

Sie: A — I° es otra resolucién inyectiva de A, el morfismo canénico J
def

HY(F(I°)) — R'F(A)<H(F(I%)) es un isomorfismo.

Prueba: Considerando f =1Id4 : A — A, las resoluciones A — I*y A — I3
inducen g : I* — I Unico médulo homotopia. Invirtiendo los roles de
I* con I, obtenemos h : I — I* tnico médulo homotopia. Mas atin,
goh~Idss y hog~Idpe, porloque gy h son quasi-isomorfismos.

Por functorialidad, la imagen por F' de una homotopia de morfismos de
complejos en € es una homotopia de morfismos de complejos en Z. Asi,

F(g): F(I*) — F(I})
es invertible médulo homotopia, y por ende un quasi-isomorfismo. Luego,

HY(F(I°)) — HY(F(I%)) < R'F(A) isomorfismo para todo i > 0. [



LOS FUNCTORES DERIVADOS RiF: €4 — @

Sean € y 2 categorias abelianas, y supongamos que ¢ posee suficientes
inyectivos. Dado un functor covariante aditivo F': € — 2, el functor

R'F:¢ — 9, A— R'F(A)

es llamado el i-ésimo functor derivado (derecho) de F.

Importante: Si reescribimos A — I como el complejo exacto en ¢

g 0 d° 1 d! 2 d? 3 a3
0—>A IA IA ‘[A IA

al aplicar F' obtenemos un complejo en 2 no necesariamente exacto

F(e F(d ) F(d') F(d?) F(d®)
F(A) — F(I3) — F(I3) —> F(I3) —> F(I3) — -

Como d% o0&’ =0, tenemos F(d®) o F(e°) =0y asi F(e%): F(A) - F(IY)
se factoriza de manera functorial en
F(A) — ker(F(d°))<HO(F(I3)) < (ROF)(A)

i.e., existe una transformacién natural F — ROF




PRIMERAS PROPIEDADES DE R!F

Si F exacto por la izquierda, entonces F —> ROF es un isomorfismo. J

Prueba: Sea A € Obj(%) y e : A — I°® resolucién inyectiva. Dado que F

0 0
. . ., € d
es exacto por la izquierda, la sucesién exacta 0 > A — I° — I' en € es
enviada a la sucesion exacta en 9 dada por

oappn Fu% < FU)
e, F(A)z ker(F(dO))dff(ROF)(A). O

Para todo I € Obj(%) inyectivo, se tiene R‘F(I) = 0 para todo i > 1. J

Prueba: Para cada I inyectivo, la resolucién I — R°® dada por
0:=Id @ . .
0—T—"51=R Z50—0—>es inyectiva.

Asi, dado que F'(Id;) = Idg(y), tenemos que la sucesién
F 0
0— F(I) (=) F(I)d—>()—>()—>---es exacta,
y por ende (R'F)(A) = Hl(F(R')) =0 para todo i > 1. O




PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE RiF

Toda sucesién exacta 0 — A — B — C — 0 en ¥ tiene asociada de
manera functorial una sucesién exacta larga en 7

. — RIF(A) — R'F(B) — RIF(C) = R F(4) —> -

Prueba: Consideremos la sucesion exacta corta en ¢
f g
0—A—B—C—0,
o . o . €A ° B o Ec. ° . o

y fijamos resoluciones inyectivas A — I%, B — I3y C — I¢.. El principal
problema es que no contamos con una sucesién exacta de complejos

0— Iy —Ip— It —0
para aplicar el lema de la serpiente y obtener una sucesién exacta larga en

cohomologia (y por ende de functores derivados). Buscaremos un reemplazo:

Construyamos inductivamente B — I* resolucién inyectiva con I' := I’y & I,
para ciertos d' : I' — I'*!: el morfismo de aumentacién €% : A — I se
extiende a n: B — IB‘ pues f: A—> By I% es un objeto inyectivo.
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE RiF

Asi, usando el morfismo de aumentacién 5% C = Ig, construimos
def
)= (n,e¢0g): B—I"YI 0 I

de tal suerte que el diagrama siguiente es conmutativo

0 N——1""» 12 0
SOAJ\ 77 Tso \]82‘
¢
0 A = B——»C 0

El Lema de la Serpiente implica que €° : B < I° es un morfismo inyectivo,
y que la sucesién de cokernels siguiente es exacta:

0 —> coker(g%) — coker(e”) — coker(el) — 0
y asi obtenemos el primer diferencial d° : I° — I' deseado.

Intercambiando el rol de 0 > A - B - C - 0 por 0 - I§ - I° - I2 - 0,
obtenemos el segundo diferencial d' : I' — I?, y asi sucesivamente.
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE RiF

En conclusién, obtenemos una sucesién exacta de complejos
o L o T °
0—I)—I1"—1I—0

donde I* = I ®1}.. Dado que functores aditivos preservan las sumas directas,
tenemos que F'(I*) = F(I%) ® F(I2) y en particular la sucesion

0— F(I}) — F(I*) — F(I3) —0
es exacta en 2. Asi, el Lema de la serpiente implica que hay una sucesién
exacta larga en cohomologia de complejos

- — H(F(I3)) ¥R'F(A) — Hi(F(I')) = H'(F(I3)) € R'F(B)
S H(F(IL) ERIF(C) - RFLF(A) —
que nos otorga la sucesién exacta larga de functores derivados deseada. [

La functorialidad de la construccién queda como Ejercicio de Lectura. J
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DERIVANDO FUNCTORES

El functor Hom4 (M, -): Sea A anillo conmutativo y M un A-médulo.
Los functores derivados de N — Hom 4(M, N) se denotan Ext’y (M, N),
y son muy usados en topologia. Toda sucesién exacta corta

0— N N Ny 2, N3 — 0 de A-médulos
induce una sucesién exacta larga de A-médulos
0 - Homa(M, Ni) L Hom (M, Ny) £ Homa (M, Na) 2> Extly (M, N1)
- Extl (M, Ny) - Ext} (M, N3) LN Ext? (M, Ny) - -
El functor Homx (.%,-): Sea (X, Ox) espacio anillado y .% un &'x-médulo.

Los functores derivados de 4 — Homx (#,%) se denotan Ext' (F,9) o
simplemente Ext'(.#,%), y como antes 0 > ¢ - % — %3 — 0 induce

00— HOHIX(?,%I) — Homx(ﬁ,fﬁ) — Homx(y,%,) — EXt}X(g;’gl)
— Extﬁ((g,gg) — EXt}((g,gg) — Ext?x.(ﬂvgl) — 000

sucesion exacta larga de T'(X, O'x )-médulos.
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DERIVANDO FUNCTORES

El functor #o7.x (.7, -): Con la notacién del ejemplo anterior, los functores

derivados de 4 —— FHom (% ,9) se denotan &' (F#,%). Como antes, una

sucesién exacta corta 0 > 4 — % — 93 — 0 de O'x-méddulos induce

0 — Hom(F , 4 — Hom(F, %) — Hom(F, %) — &xt' (F, %)
— Gt (F, %) — Gt (F, D) — Gt (F,4) — -

sucesion exacta larga de &'x-médulos.

El functor I'(X, - ): Sea X variedad algebraica con A = T'(X,0x). Los
functores derivados del functor de secciones globales

I': 0x-Mod — A-Mod, % — I'(X, %)
se llaman grupos de cohomologia, y se denotan H(X,.%). En particular,
H(X,.%#) 2T'(X,.%) y toda sucesién exacta 0 - .# - ¥ — 4 — 0 induce

0 — I'(X,.7) — T(X,9) — T(X, #) - H\(X, )
L HY(X,9) — HY(X, ) 2 HX(X, F) —> -

sucesion exacta larga de A-médulos.
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DERIVANDO FUNCTORES

El functor f,: Sea f : X — Y un morfismo regular entre variedades
algebraicas. Los functores derivados del functor imagen directa

f+:Qcoh(X) — Qcoh(Y), .F s f.7

se llaman imagenes directas superiores, y se denotan R’ f..%. Asi, se tiene
RUf,.Z =~ f..Z y toda sucesion exacta corta 0 — .F — 4 —> H# — 0
de O'x-médulos quasi-coherentes induce una sucesién exacta larga

0
0 fof —> f. G —> fo 2R .F
1
—>R1f*g—)R1f*<%§—>R2f*y—>"'

de Oy-médulos quasi-coherentes.

Si X espacio topolégico, los functores derivados del functor de secciones
globales T': Sh(X) - Ab, .Z - I'(X,.%) también se denotan H*(X,.%).
Veremos que si X es una variedad algebraica, los grupos de cohomologia
asociados a I' (vistos en Sh(X) y en &x-Mod) coinciden.
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Ext'(Ox, -) 2 H'(X, -)

Recordar que si X variedad algebraica y .% un &'x-médulo, hay una biyeccion

sel(X,F) - v : Ox — F morfismo
seccion global de &'x-médulos

Con la notacién anterior, tenemos que:
Q %t (Ox,F)=2.F y &ut'(Ox,F)=0siix1.
Q Ext'(0x,.7)=H'(X,.Z) para todo i > 0.
Mas adn, si & es un Ox-médulo localmente libre de rango r, entonces
Ext'(&, ) 2 H(X,&" ® %) para todo i > 0.

V.

Prueba: Como #om(Ox,.%) = F, tenemos que Fom(Ox, ) = 1dg,-Mod
es un functor exacto, de donde deducimos (1). Para (2), notamos que

I'(X, -) xHomy (Ox, - ) son isomorfos,

y luego sus functores derivados H'(X,.%) = Ext' (O, .%) coinciden Yi > 0.
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Ext'(Ox, -) 2 H'(X, -)

Por ultimo, notar que las propiedades del producto tensorial implica que
Homy (&, -) =Homyx(Ox ® &, -) 2 Homx(Ox, & ® ).

Por otro lado, si .% — Z° resolucién inyectiva de .# en 0'x-Mod, entonces
® & preserva la exactitud (pues & localmente libre) y con ello obtenemos
EY®.F — =& ®TI° resolucién inyectiva
pues en cada trivializacion Z'ly = (Y @Iy 2 (Z|y)®" son inyectivos.

Como R'F(A):=H'(F(I3)),

0 —TI'(X, 80 %) —T(X,2°%)

1=

0— HomX(ﬁX,é"V ® ﬁ) = Homx(g,ﬁ) —> HomX(@(",Z°)
calculan el mismo RF, i.e., Ext!(&,.7) = H(X,&Y ® .F) Vi > 0. O
También es posible calcular functores derivados izquierdos. Por ejemplo,
el functor derivado de M ®4 (-): A-Mod — A-Mod, N — M ®4 N,
functor exacto por la derecha, se denota Tor?' (M, N).
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34.6 RESOLUCIONES ACICLICAS Y
RESOLUCIONES FLASQUE
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;,COMO CALCULAR
R'F(A) =H'(F(I3))
MAS FACILMENTE?



OBJETOS F-ACICLICOS

Sean ¥ y Z categorias abelianas, y supongamos que % posee suficientes
inyectivos. Dado un functor covariante aditivo F' : ¥ — 2, denotamos
por R'F : ¢ — 2 sus functores derivados.

Decimos que A € Obj(%) es F-aciclico si R'F(A) = 0 para todo i > 1. |

Ejemplo principal: Todo I € Obj(%) inyectivo es F-aciclico.

Si K* complejo positivo en € cuyos objetos K* son F-aciclicos, entonces

Si K*® es exacto en %, entonces F'(K*) es exacto en 9.

Prueba: Sea K*® = (K%,d");cz y sean Z° := ker(d") y B':=Im(d"!), donde
7' = B* por exactitud de K°. Asi, para todo i € Z hay una sucesién exacta
. . i—1 .
0_)Z’L—1_)K’L—1d—>Z7,_)O
Aplicando el functor F', obtenemos una sucesién exacta larga:
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COMPLEJOS F-ACICLICOS Y EXACTITUD

—RIF(K) — R'F(2) <> R2F(27') — RPF(K) — -

—_——— —_———
=0 =0

Asi, RPF(Z") = RP*1F(Z1) para todo i € Z y todo p > 1. En particular,
R'F(Z7Y2R?*F(Z7%) 2 2RPF(0) =0 si p> 0,
y luego la sucesion
0— F(Zz7™YY — F(K™") — F(Z') —0

es exacta para todo i € Z, i.e., F(K*®) es un complejo exacto. O

Veremos que podemos reemplazar resoluciones inyectivas por resoluciones
F-aciclicas (Teorema de de Rham). En el caso de espacios topolégicos,
sera especialmente interesante encontrar ejemplos de haces I'-aciclicos.
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