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34.3 CATEGORIAS ABELIANAS Y
FUNCTORES EXACTOS
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CATEGORIAS ADITIVAS Y ABELIANAS

Una categoria ¢ es aditiva si para todos A, B € Obj(%) se tiene que
Homy (A, B) es un grupo abeliano, y ademas se verifica que:
@ La composicién (f,g) — go f es bilineal.
@ 3! 0€0bj(%) con Homy(0,0) = {0} grupo trivial.
© Para todos A;, Ay € Obj(%) existe un tnico B € Obj(%’) junto
ji: Ai > B (resp. p;: B~ 4;), con i€ {1,2}, que hacen de B la
suma directa (resp. producto) de A; y Az en 7.

Un functor entre categorias aditivas F': € — 2 es aditivo (covariante) si
todos los Homy (A, B) - Homg (F(A), F(B)) son morfismos de grupos.

Una categoria aditiva % es una categoria abeliana si ademas se cumple

@ Todo morfismo f € Homy (A, B) posee un kernel y un cokernel en €,
y la aplicacién natural A/ker(f) — Im(f) es un isomorfismo.

Aqui, A; N Ay N Az es una sucesién exacta si ker(f2) = Im(f1).
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EJEMPLOS PRINCIPALES

@ Si A anillo conmutativo, A-Mod es abeliana y la sub-categoria de
A-médulos finitamente generados es abeliana también.

@ Si X espacio topolégico, Sh(X) es abeliana.

© Si (X, Ox) espacio anillado, &x-Mod es abeliana.

@ Si X variedad algebraica, Coh(X) y Qcoh(X) son abelianas.

© Si X variedad algebraica de dim(X) > 1, Vect(X) no es abeliana.

Sea F': 4 — 2 functor aditivo covariante entre categorias abelianas, y sean

Aq a Ay - A3 morfismos en €

tal que foo f1 =0, i.e., Im(f1) € ker(f2). Aplicando F', obtenemos
F(f1) F(f2)

F(A) F(A2) F(As) morfismos en &
que también cumplen que F(f2) o F(f1)= F(fao f1) = 0.




FUNCTORES EXACTOS POR IZQUIERDA Y DERECHA

Sea F': ¢ —> Z un functor aditivo (covariante) entre categorias abelianas.
Decimos que F' es exacto por la izquierda (resp. derecha) si para toda

0— A L Ay LN A3 — 0 sucesién exacta cortaen ¢ (.5)

es enviada por F' en una sucesién en ¥
0— F(4) — Fag) T2 Fa) —0  (#(9)

exacta salvo quizas en F(A3) (resp. en F'(Ay)), i.e., quizas F'(f3) no
es sobreyectivo (resp. quizas F'(f1) no es inyectivo).

Decimos que F' es un functor exacto si es exacto por la izquierda y por la
derecha, i.e., si (S) es exacta entonces F'(S) es exacta.
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FUNCTORES MAS USADOS

© Sea X variedad afin, con A = ¢(X). El functor de secciones globales
I': Coh(X) — A-Mod, ¥ —I'(X,.7)
es un functor exacto.
@ Sea A anillo conmutativo y f € A. El functor de localizacién
(-)f:A-Mod — Ay-Mod, M — My es un functor exacto.
© Sea ¢ una categoria abeliana 'y Ay € Obj(%) un objeto fijo. Entonces,

Hom(Ay, -): % — Ab, B — Homy (A, B)

es exacto por la izquierda. Por ejemplo:

(a) Si € = A-Mod, entonces Hom 4 (M, N) es un A-médulo.
(b) Si € = Ox-Mod, entonces Homx (.%,%) es un Ox (X )-médulo.
(c) Si € = 0x-Mod y consideramos el functor #orm (%, -)

Ox-Mod — Ox-Mod, ¥ —> Hom(F,9)
donde el Ox-médulo Home(.F,9) es el haz U » Homy (F |y, 9Y|v).



FUNCTORES MAS USADOS

@ Sea X espacio topoldgico. Entonces, el functor de secciones globales
I':Sh(X) — Ab, # —I'(X,.%)
es exacto por la izquierda.

© Mas generalmente (Ejercicio), si f: X — Y morfismo regular entre
variedades algebraicas, el functor imagen directa

f+: Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — f.7
es exacto por la izquierda.
Los functores derivados son nuevos functores que permitiran medir qué

tanto falla la exactitud de un functor exacto por la izquierda (o derecha).
En particular, las cohomologias H* son los functores derivados de T'.




COHOMOLOGIA DE UN COMPLEJO

Sea € una categoria abeliana. Un complejo (de cocadenas) en € es una
coleccion K*® = (K™, d") ez tal que:

Q@ K" € Obj(%) es un objeto de € para todo n € Z.
Q d": K" > K™ es un morfismo en € con "1 od” =0 Vn e Z.
Graficamente, la informacién anterior se representa en el diagrama

K.: d KZ 1 d KZ l K’L+1 dl s
Mas atn, para cada i € Z, el objeto

H'(K*) := ker(d')/Im(d* ') £ coker (Im(dz_l) — ker(d")) € Obj(%¥)

es llamado la i-ésima cohomologia del complejo K°.

Si F': € — 2 functor aditivo (covariante) entre categorias abelianas,
denotamos por F'(K*) al complejo en 2 dado por (F(K™), F(d"))nez
donde F(K™) € Obj(2) y donde d" =" F(d") : F(K™) — F(K"™).




COHOMOLOGIA Y FUNCTORES EXACTOS

Sea F': € — 2 functor exacto. Para todo complejo K*® en € tenemos
H'(F(K®)) — F(H'(K*)) para todo i € Z. J

Prueba: Sea K® = (K", d"),cz en €, y sean Z* = ker(d") y B* := Im(d' ')
para todo i € Z. Asi, H'(K*)¥ Z!/B'. Como F exacto, tenemos

F(Z)Eker(F(d')) y F(B) < Im(F(d"')) para todo i € Z.
Ademis, la sucesion exacta 0 - B' - Z¢ - H'(K*) —» 0 en ¢ induce
0 — F(B') — F(Z") — F(H'(K®)) — 0 sucesién exacta en Z.
Asi, el isomorfismo deseado se obtiene del hecho que

FHY(K*)) = F(Z)/F(BY) = ker(F(d"))/Im(F(d" ) EH (F(K*)). O



LA CATEGORIA Kom(%)

Sean K*® = (K", d} )nez y L* = (L",d} )nez, dos complejos en una categoria
abeliana 4. Un morfismo de complejos

p =" (K% d) > (L%, dy)
son morfismos {¢' : K — L'};.7 compatibles con los diferenciales:
*Lodl = dY o p'para todo i € Z.

En otras palabras, el diagrama siguiente es conmutativo:

dz 2 difl d di+1
K*: oK i1 TE i TR peinl TR
! b= o e

2—2 i—1 i i+1
L dr Li—l e LZ e Li+1 &

La categoria Kom(%’) asi obtenida es la categoria de complejos de %
No es dificil probar que es una categoria abeliana (Ejercicio). J




§4.4 RESOLUCIONES INYECTIVAS Y
QUASI-ISOMORFISMOS
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OBJETOS INYECTIVOS

En todo lo que sigue de la clase, € es una categoria abeliana.

La siguiente serd una nocién fundamental (cf. Teorema de Hanh-Banach).
Definicion (Baer, 1940)

Un objeto I € Obj(%) es inyectivo si para toda sucesién exacta

0-A<B

y todo morfismo f: A —> I, existe un morfismo (no necesariamente tnico)
g: B — I tal que gop = f. Equivalentemente, el functor contravariante

Hom(-,I): %4 — Ab, A— Homy (A, I) es exacto,

i.e., siempre es posible completar el diagrama conmutativo siguiente:




CATEGORIAS CON SUFICIENTES INYECTIVOS

Nuestras categorias favoritas seran las siguientes.

La categoria % tiene suficientes inyectivos si todo objeto A € Obj(%) se
incrusta en un objeto inyectivo, i.e.,

Existe I = I(A) € Obj(%) inyectivo y A — I morfismo de kernel nulo.

Los ejemplos que mas usaremos son los siguientes:

© La categoria de grupos abelianos Ab tiene suficientes inyectivos.

@ Sea A un anillo conmutativo. Entonces, la categoria de A-médulos
A-Mod tiene suficientes inyectivos.
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CATEGORIAS CON SUFICIENTES INYECTIVOS

Sea X espacio topolégico (resp. espacio anillado). Entonces, la categoria
Sh(X) de haces de grupos abelianos en X (resp. la categoria ¢'x-Mod
de Ox-médulos) tiene suficientes inyectivos.

Prueba para Sh(X): Sea .# un haz de grupos abelianos en X, y para
cada x € X consideremos una inclusién %, - I(#,), con I(.%;) un grupo
abeliano inyectivo en donde se incrusta el tallo .7,.

Sea I(.#) € Sh(X) el haz definido por

I(Z)(U) =[] I(#;) para todo U € X abierto.
zelU
Asi, tenemos un morfismo inyectivo .% < I(.%) y, dado que los morfismos
de haces estan determinados por los tallos, para todo ¢ € Sh(X) se verifica
Hom(¥,1(#)) = [ | Hom(¥,,I(#,)) en Ab.

zeX
Asi, I(.%) es un objeto inyectivo en la categoria Sh(X). O
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TEOREMA DE FREYD-MITCHELL

Recuerdo: Sea X variedad afin con A = 0(X). Vimos que la categoria
abeliana Coh(X') puede verse como una subcategoria de A-Mod via

F— H (X, Z)2T(X,.7)

La ventaja es que en A-Mod los calculos son mucho mas simples.

Hecho (Teorema de Freyd-Mitchell, 1964)

Toda categoria abeliana (pequefia) € puede ser vista como subcategoria de
R-Mod para cierto anillo (no necesariamente conmutativo) R.

Consecuencia practica: Todos los calculos en % que involucren kernel,
cokernel e imagenes pueden hacerse en R-Mod mediante “diagram chasing’.
En particular, podemos calcular pensando los objetos de 4 como conjuntos.
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CACERIA DE DIAGRAMAS

Un morfismo de complejos ¢ : K* — L* en ¢, dado por la familia de
morfismos {¢" : K —> L'}z tales que "1 od’; = d}, o ¢" para todo i € Z,
induce un morfismo en cohomologia:

Hi(p) : H(K*®) — H(L®) para todo i € Z.

En efecto, recordando que H'(K*)“'ker(d})/Im(dic'), cada elemento (!)
x € ker(dt,) verifica que

0= (p"! odi)(2) = dp(¢'(2)), i.e., ¢'(2) € ker(d]).

La relacién ¢’ o diz! = di! o o' implica que si @’ € ker(dy) es tal que
z =z +d 1(y) para cierto elemento y € K'"! entonces tenemos que
@ (w’) '(z) + ¢ (dic () = ¢'(2) +d ' (9" (y)). En otras palabras,

[¢'(2)] = [ («)] en H'(L®)=ker(d},)/Im(dy").
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LEMA DE LA SERPIENTE

El lema de la serpiente (aplicado en la categoria R-Mod) implica que si
0—K 21 Ym0

es una sucesion exacta de complejos en €, i.e., para todo i € Z la sucesion

Wp? .
0—>K2—>LZ M"' — 0 es exacta en ¢
entonces hay una sucesion exacta larga en cohomologia asociada

HZ— (M ) HZ(K ) Z(‘P) l(d))

g@) Hi+l(L )

— H(L*) —
H™ ()

Hz(M )—>
—>Hi+1(K.) H7,+1(M )

Aqui, 6 : H (M*) — H*"}(K*) es el i-ésimo morfismo de conexién.
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ESTAMOS EN CONDICIONES DE
DEFINIR LAS NOCIONES
FUNDAMENTALES DEL ALGEBRA
HOMOLOGICA



QUASI-ISOMORFISMOS Y HOMOTOPIAS

Sea ¢: K* — L*® un morfismo de complejos en €. Decimos que ¢ es un
quasi-isomorfismo (gis) si

H'(e) : H(K*) — H'(L*) es un isomorfismo para todo i € Z.

Mas atin, en este caso decimos que (g, L*) es una resolucién de K°.

Decimos dos morfismos de complejos f: K* — L°*y g: K* — L* en &
son homotoépicamente equivalentes, y escribimos f ~ g (o f ~p, g), si:
Existen morfismos h = {h?: K' — L""1},7 tales que
fi—g'=ds o h' + h'*! o dY. para todo i € Z.

Graficamente, la homotopia h estd dada por diagramas de la forma

7
Ki dx Ki+1




f ~ g MpLICA H'(f) = H'(g)

Sean f,g: K* — L°® morfismos de complejos en %.
Si f ~ g, entonces H*(f) = H*(g) para todo i € Z. J

Prueba: Sea z € ker(d’,), entonces
fi(x) - g'(x) Zdp ! (W () + W (dic (@) = df ' (B ()

y luego [fi(z)] = [¢°(x)] en H'(L*) E'ker(d}, )/ Im(dT ). O
Consecuencias inmediatas:

Q@ Si f:K*—> L%y g:L*— K*® morfismos de complejos en ¢ tales que

fog~Idre ygo f~Idg.
entonces f y g son quasi-isomorfismos, y H(f)~! = H'(g) Vi € Z.
@ Si f: K* — L* verifica f ~ 0, entonces H(f) = 0 para todo i € Z.

Para el reciproco de (2) necesitamos hablar de complejos exactos. |
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COMPLEJOS EXACTOS

Sea K*® un complejo en una categoria abeliana 4. Decimos que K*° es
© Exacto si H'(K*) = 0 para todo i € Z, i.e., Im(d"™!) = ker(d’) Vi € Z.
@ Positivo si K* =0 para todo i < 0.

Sea f: K* — L*®* morfismo de complejos positivos en ¢, y supongamos:
@ Todo objeto L es inyectivo en €, y que
Q@ El complejo K* es exacto, y en particular H(f) = 0 para todo i € Z.
Entonces, f ~ 0.

LenieN:

Prueba: Construiremos morfismos de homotopia h’ por induccién
Supongamos h': K* — L' construido y verifica la férmula de homotopia
f=f-0=d"ohi+h* od) paratodo j<i-1. (%)

Sea g' := fi'—d"! o h', que a posteriori verificara que g' = h**! o d¥. por (x).

Podemos considerar k% := 0 si i < 0.
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COMPLEJOS EXACTOS

i—1 0 i—1
Ki—l dx K’L dx Ki+1 Ki—l dx KZ
h! i i—1 %
o S
Lz—l = L? Lz—l = L}
L L

implican, junto con () paraj=i-1 (i.e, f©! =d?oh"  +hiodi!), que
g odg! € flodic" —di o (k' o di")
o (Frodit —dpt o [ + (! od?) oh =0,
i.e., g =0 en Im(dic!') = ker(dt,). Por la propiedad universal del cociente
g': K'/ker(d%) = Im(dy) — L.
Como L! es inyectivo y Im(d%) = ker(di!) — K1, existe una extension
hi+1 . K’i+1 N LZ
de g que cumple (*). O
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