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MOTIVACION

Convencion: En todo lo que sigue, X es un espacio topolégico y todos los
haces serdn haces en grupos abelianos.

Sea 0 — & —ia 7 9 # — 0 sucesion exacta de haces en X. En-

tonces, I' es un functor exacto por la izquierda, i.e., la sucesién de secciones
globales inducida

0—I'(X, %) N I'X,9) N ['(X, ) es exacta.

Sin embargo, I'(X,¥) — I'(X, ) no es necesariamente sobreyectivo, tal
como lo ilustra la sucesién exponencial para X = C:

exp(2mi-)

0—Z— 0Ox Ox — 0.

La cohomologia mide “cuanto falla la exactitud” de secciones globales. J
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EL SUENO COHOMOLOGICO

Anhelamos definir de manera candnica para todo haz de grupos abelianos
Z en X y todo i € N, el i-ésimo grupo de cohomologia H'(X,.%#) con:

0 H'(X,.7) 2 I(X,7)=F(X).
@ Todo morfismo de haces ¢ : # — ¢ induce un morfismo
Hi(p): H(X,.Z) — H(X,¥) para todo i e N,
donde HY(¢) = T'(¢).

© Toda sucesién exacta 0 — .F — 4 — # — 0 de haces de
grupos abelianos induce una sucesién exacta larga

0 0 0 8 a1
0—H(X,¥) —H(X,¥) —H(X,#) —H(X,%) —
s HA(X, %) — B (X, ) s BY(X, F) —> -

Para cumplir nuestro suefio, necesitaremos aprender sobre functores
derivados. Antes, ganaremos intuicién via la cohomologia de Cech.
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COCADENAS DE CECH

Sea .7 haz en X. Dado un cubrimiento abierto % = {U, };c; de X, donde
I es un conjunto ordenado, definimos el grupo abeliano de p-cocadenas
de Cech de .% respecto a % por:

CP(%,7)= [] ZUyn-nU,), donde peN.
10<+<lp
Una p-cocadena s € CP(%,.7) es una coleccion s = {s;,,...i, Yig<-<i, de
secciones de .%, donde se escoge una seccién por cada posible interseccion
(ordenada) de p + 1 abiertos del cubrimiento % .

Ejemplos:
Q scC%U, F)E e F(U;) es s = {s;}ier con s; € Z(Uy).
@ scCH U, F)E i, F(UinUj) es s = {sij}icj, 8ij € F(UinUj).
(5] 02(@/,9)@1—1«]’% F(UinU; nUy) y una 2-cocadena es

S = {sijk}i<j<k con Sk € ﬁ(Uz N Uj n Uk)



OPERADOR DE COBORDE

Para cada p € N, definimos el operador de coborde mediante
& CP(U,F) — CP"N U, F), s— d's

donde s = {sj,... j, }jo<<j, Y donde dPs estd dada por

p+1
k
(dps)i07-"7ip+1 5= Z(_l) Sio,--~,ik—17ik+1,-~~,ip+1|Uz‘oﬁ"'ﬂUiP € y(Ul‘On.“mUierl)'
k=0

1
Q Sis={s)eCY%,7), (d)iyi, = Sir|us,nus, = Sioluiynu;, o e,
d’s = {s;;} con s;; défsj|UmU]. - silu,nu; € F (U nUj).
© Sea s ={s;j} € C'(%,F) una 1-cocadena, entonces d's = {s;;;} con
Sijk = 8klUsnu;nt; = SiklvnU;nts, + Sijlvinv;nu, € F(Us 0 Uj 0 Uy).
En particular, d*(d’s) = 0 para toda s € C(% , 7).

Ejercicio importante
Probar que para todo p € N se tiene d?*1 o d? = 0, i.e., Im(dP) € ker(dP*).




COHOMOLOGIA DE CECH

Sea .7 un haz en X. Dado un cubrimiento abierto % = {Ui;};; de X, con
I conjunto ordenado, el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech es

P (X, Z):=ker(d”)/Im(d""), donde p e N.

Aqui d? =0y CP(%,.7) =0 para p<0, y luego HY, (X, F) Eker(d). Si
cada Z (U) es un k-e.v. entonces H v (X, F) tamblen lo es, y escribimos

hh (X, F) = dlmkH%(X,gZ).

Ejemplo importante: H), (X, F) Eker{d’: CO (U, F) — CY (U, F))}.
Luego, si 5 = {s;}icr € C° (@/ F) con s; € .%#(U;) entonces

d’s = {5j|Uint = 3i|UimUj} =0 < 32’|UimUj = 3j|UiﬂUj para todo 1,7 €1.
Como .Z es un haz, 3!s € Z(X)=ST(X,.7) con sy, = s; Viel, ie.,
0, (X,.7)=2T(X,.7)
para todo cubrimiento abierto % = {U, };c;1.
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DEPENDENCIA DEL CUBRIMIENTO ABIERTO

Si p>1, los grupos HY, (X, 7) pueden depender de % = {Ui}ir. Sin
embargo, si ¥ < % es un refinamiento® las restricciones CP(%,.7%) —
CP(¥, ) inducen morfismos HY (X, #) — H!, (X, F). Luego, definimos
- B _
WX, %)=  lm  H(X,P)
% cubrimiento de X

ie, seH (X, F)yte 3L/ (X, F) son iguales en HP(X,.F) si existe un
ref|nam|ento comdn # < % y W <V tal que sly =tly.

Veremos que si X variedad algebraica, todo cubrimiento afin % = {U,}iex
de X cumple que AP(X,.%) = H? (X, F) si F es un haz coherente.
Mejor atin, veremos que

HP(X,.7) = H (X, .7)

donde HP(X,.%) es la cohomologia definida mediante functores derivados.
”

li.e., para todo V; € ¥, existe U; € % tal que V; c Us.



Div(X)/PDiv(X) 2 Pic(X) 2 H'(X, 0%)

Sea X variedad algebraica y L € Pic(X) determinado por el cubrimiento
abierto % = {Ui}ier de X (trivializacién) y por funciones de transicion
gij € 0% (U;nUj) que verifican ¢;jg;19k: = 1 (condicién de cociclo).

Por otro lado, g = {g;;} € CY (%, 0%) con? g;; € 0% (U; nUj;) verifica
dlg =0siy sélo si 9ij95k9ki = len ﬁ;((Ul N Uj n Uk)

Mas atin, Im(d") corresponde por definicién a divisores de Cartier principales,
de donde se deduce que Pic(X) = H' (X, 0%).

2igrupo multiplicativo!
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FUNCTORIALIDAD DE H*

Un morfismo .# > & de haces en X son morfismos de grupos abelianos
F(U) — 4 (U) para todo U € X abierto,

compatibles con las restricciones. Luego, inducen CP(% ,. %) — CP(% ,9)
que conmutan con d”, y dl,, y luego definen H%.(X,ﬁ) — HY (X,9).
Tomando limites, obtenemos para todo p € N morfismos de grupos

H'(p) : HP(X,.7) — HP(X,9),
que verifican H(p) =T'(¢) : T'(X,.%) — I'(X,9).

HP(X,.%) no es la buena cohomologia

Faltaria verificar que si 0 — % — ¥ — 7 — 0 exacta existe
0 — HO(X, #) — HO(X,¥9) — (X, ) 2 0Y(X, F) —
— HY(X,9) — HY(X,¢) —>H2(X F) — - exacta.

Es posible verificar ella es exacta en HP con p € {0,1}, pero que si X no es
Hausdorff (e.g., topologia de Zariski) la exactitud falla para H? con p > 2.

v
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TEOREMA DE COMPARACION DE LERAY

Usando el lenguaje de functores derivados, mas adelante probaremos:

Teorema (Leray)

Sea X espacio topolégico y .# haz en X. Sea % = {U,}ic; un cubrimiento
abierto de X tal que

HP(U;; n---nU;,,.%#) =0 para todo k > 1, todos i1,...,ip €1, y todo p>1
Entonces, hay isomorfismos candnicos (functoriales)

HY (X, Z)=HP(X,.Z) para todo p > 0.

En el contexto de la Geometria Algebraica:

Veremos que un Teorema de Serre implica que la condicién anterior se
cumple para un cubrimiento afin %/ y un haz (quasi-)coherente .7. J
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HACES COHERENTES Y QUASI-COHERENTES

Sea X variedad algebraica. Un haz quasi-coherente es un &'x-médulo %
si Va € X existe x € U abierto y una sucesién exacta de &y-mdédulos

ﬁ’gl — ﬁ;JBJ — Fly — 0,
donde I y J conjuntos arbitrarios. Si I y J son finitos para todo U, i.e.,

O™ — OF" — F|y — 0 para ciertos m,n € N,

decimos que .% es un haz coherente.

Ejemplos:

Q Sea E — X fibrado de rg(X) =r, y sea & su haz de secciones. Si
Ely 2U x A" se tiene que &y = OF". Asi, & es un haz coherente.

@ (Ejercicio importante) Los kernel y cokernel de morfismos de fibrados
vectoriales son haces coherentes.

© Los haces 0% y Z no son quasi-coherentes, pues no son &'x-mdédulos.
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INTERLUDIO ALGEBRAICO

def

Sea X ¢ A" variedad afin irreducible, donde A = 0(X)=T(X,0x) es su
k-algebra de funciones regulares. Recordar que si f € A entonces

U;='{x € X tal que f(z) # 0} abierto principal afin,
con O(Uy) = Ay y son una base de la topologia de Zariski.

Sea .7 un Ox-médulo y recordemos que M :=T'(X,.#) es un A-médulo.
Ademds, para todo A-médulo M y todo f € A se define la localizacién

def | TN
My :M@AAf:{ﬁ con meMypeN}/~,
donde ]C”—p ~ }%’ si y solo si existe r € N tal que f"(fim—-m/fP)=0en M.
Mas atin, para toda sucesion exacta de A-médulos 0 > M - N - @ - 0,
la sucesion asociada de A y-médulos

0— My — Ny — Qy —0,

es exacta, i.e., localizar envia sucesiones exactas en sucesiones exactas.
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['(X,.#) DETERMINA % SI X ES AFIN

Sea .# haz coherente en X variedad afin irreducible. Entonces, para toda
funcién regular f € &(X) hay un isomorfismo

~ s 1
o :F(X,y)f - F(Uf,ﬂ), F — F-S|Uf
Prueba: Al ser una afirmacién local, podemos asumir que existe una sucesién

a B
exacta 0" — OF" — F — 0 en X. Veamos entonces que:

¢y inyectiva (para s € I'(X,.7) con s|y, =0 3p e N tal que sf” =0 en X):
Sea s e I'(X,.7) con s|y, =0. Como [3 sobreyectivo, existe un cubrimiento
abierto X = U;erU; y gi € Ox (U;)®™ tal que B(g;) = slu,.
Si sfP|y, =0 Vi e I entonces sf? =0 en X. Asi, basta tratar considerar
s=B(g) con ge Ox(X)®"E A®" . Por otro lado, dado que

0=sly, = (9)lv, = Blglu,)
tenemos gy, € ker(3) €Im(a).
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['(X,.#) DETERMINA % SI X ES AFIN

Luego, existe un cubrimiento abierto Uy = U;c;Uy, y g; € A®™ tales que
dluy, = (gl f7), ie. flg-a(g:)=0en Uy,
y por ende fPg=a(g;) en X pues Uy abierto denso.

Como los Uy, cubren Uy, los fP no poseen ceros comunes en Uy y luego

existen ¢ € Ny h; € A tales que ¥, f’% =1 en Af (Nullstellensatz). Asi,

f1s = B(f'9) = B(L fThig) = B(X algi)hi) = 0.
i i oa=
¢ sobreyectiva (si s € ['(Uy, #), 3pe Ny o e T'(X, F) con sfF = oy, ):
Veamos primero que I'(3) : A®" - I'(X,.%) es sobreyectiva. Para ello,
sea s € ['(X,.7) y, como [3 sobreyectivo, existe X = U;c;U; y g; € A®™ con
slu,, = ﬁ(%) para cierto p € N.

Como las secciones fV's y 3(g;) coinciden en Uy, la inyectividad de ¢y

implica que 3¢ € N tal que sfP" = B(g; f1).
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HAZ M ASOCIADO A UN A-MODULO M

. + 0 oo o z
Como antes, consideramos Y ; f7""?h; = 1 particién de la unidad y concluimos

pr+qh G = Zh B(gif}) = B(Z hlg,fq), i.e., I'(B) es sobreyectiva.
El mismo célculo |mp||ca de hecho que

LUy, #) = B(T(Uy, Ox)°") = BAR"),
ie., s e '(Uy, #) se escribe como s = ﬁ(f%). Asi, 0 := 8(g) e I'(X,.7)
verifica que oy, = sf?. O
El resultado anterior motiva la siguiente definicion:

Construccién: Sea X variedad afin con A = ¢(X). Dado un A-médulo
M, definimos un haz M de &'x-médulos mediante:
Para todo f € A, se define T'(Uy, M) = M(Uy) := M.

En particular, M es coherente <> M es un A-médulo finitamente generado.
Ademds, A = Ox (Ejercicio).
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HACES COHERENTES VERSUS &' (X)-MODULOS

Lo anterior se resume en el siguiente resultado fundamental.
Sea X variedad afin. Las construcciones .7 + I'(X,.%) y M ~ M son
inversas una de la otra. En particular,
F2I(X,F) y DX,M)=zM
para .% haz coherente en X y M un A-médulo finitamente generado.

Mas adn, la correspondencia anterior sigue siendo valida para A-médulos
arbitrarios si reemplazamos la palabra coherente por quasi-coherente.

Ejemplo: Sea X variedad algebraica y ¢ : Y — X sub-variedad. Entonces
Ty y 1+ Oy son haces coherentes en X:
En un abierto afin U ¢ X tal que Ox(U) = Ay tal que Z(Y nU) = 1,
O(YnU) =z A/l =B e I son A-médulos finitamente generados. Asi,

Iy |U ~ ] y (L*ﬁy)l[] ~ B
son haces coherentes para todo abierto afin U ¢ X.
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GEOMETRIZACION DE LA TEORIA DE MODULOS

Analogamente al ejemplo anterior, tenemos el siguiente resultado.

Sea f: X — Y morfismo regular entre variedades algebraicas. Entonces:

© Si ¥ haz coherente (resp. quasi-coherente) en Y, entonces f*¥ haz
coherente (resp. quasi-coherente) en X.

@ Si . haz quasi- coherente en X, entonces f*gi quasi-coherente en X.
Si f es finito y .# es coherente en X, f,.% es coherente en Y.

Si Coh(X) es la categoria de haces coherentes en X, entonces:
Q Si #,4¢Coh(X), # @% y ZF ®p, ¢ son coherentes.
Q Si.7,9e¢Coh(X)yp:.F — ¥ es un morfismo de &x-médulos,
entonces ker(y), Im(yp) y coker(cp)déf%/ Im(p) son coherentes?.

“Esto se traducira en que Coh(X) es una categoria abeliana (cf. Vect(X)).
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EXACTITUD DE I' EN EL CASO AFIN

Sea X variedad afin con A = &(X). Entonces,
[': Coh(X) — A-Mod, .# +— I'(X,.%) es un functor exacto,

i.e., para toda sucesién exacta 0 — .F ——> & Lo#—0en Coh(X)
la sucesion de A-mddulos

e RGN

0—T(X, %) —>T(X,9) ——T'(X,#) — 0 es exacta.

Prueba: Sea N :=Im(T'(8)) c T'(X, ). Entonces, la sucesién

0— (X, 7) 2, rx,9) ~P L N0

es exacta, y luego (jla localizacion es exactal) la sucesion en Coh(X)
0—I(X,7)2.7 >T(X,9) = g 2N 0
es exacta. En particular, N = # y por ende N 2 T'(X,N) 2 ['(X,.¢). [

Intuitivamente, los haces coherentes en variedades afines no tienen H'. )
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TEOREMA DE SERRE Y H? VERSUS HP

Mas adelante demostraremos el siguiente resultado de Jean-Pierre Serre.

Teorema (Serre, 1955)

Sea X variedad algebraica afin y .% haz coherente en X. Entonces,
HP(X,.%) =0 para todo p > 1.

Consecuencia importante (Teorema de Serre y Teorema de Leray)

Sea X variedad algebraica y .# € Coh(X). Para todo cubrimiento finito
% de abiertos afines de X hay isomorfismos canénicos (functoriales)

HY (X,.7) 2 HP(X,.F) para todo p > 0.

Prueba: Sea % = {U,;}is con U; € X afin. Como X es una variedad
separada, U;, n---nU;, es también afin. Luego, el Teorema de Serre implica
HP(U;; n--nU;,,.%#) =0 para todo p > 1,

y por ende el Teorema de Leray nos da el isomorfismo deseado. O
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LA COHOMOLOGIA DE Y € X SE CALCULA EN X

Sea X variedad algebraicay ¢ : Y = X sub-variedad cerrada. Para todo
haz coherente .% en Y se tiene que ¢..% es coherente en X y ademas

HP (X, 1,7 ) 2 HP(Y,.%) para todo p > 0.

Prueba: La inclusién ¢ : Y = X es un morfismo finito y asi 1..# € Coh(X).

Explicitamente: si U ¢ X abierto afincon A=0(U)yZ(YnU)=1c A
ideal, entonces M :=T(Y nU,.%#) es un A/I-médulo fin. gen. y para f € A

T(Us, 0. Z)ET(Y Uy, F) = My, (%)
i.e., (1x.7)|y = M, donde M es un A-médulo fin. gen., i.e., 1.7 coherente.

Si % = {U,;}er cubrimiento afin de X, ¥ = {V;}ier, con V; :=Y nU;, es
cubimiento afin de Y. Luego, basta verificar que HY (X, :,.%) = H) (Y,.%).
Esto ultimo se obtiene del hecho que las restricciones de p-cocadenas

CP(U ,1,.F) —> CP(¥,.F) son isomorfismos (por (x)). [



