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§3.7 Divisor canónico y
dimensión de Kodaira

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.7
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.7


Divisor canónico y Plurigéneros

El fibrado en rectas canónico de X variedad suave irreducible es

ωX ≅ OX(KX) ≅ det(Ω1
X).

Sea m ∈ N≥1. Si X proyectiva, definimos el m-ésimo plurigénero como

Pm(X) ∶= dimkH
0(X,ω⊗mX )

def= dimkH
0(X,OX(mKX)).

Aqúı, pg(X) ∶= P1(X) def= dimkH
0(X,ωX) es el género geométrico de X.

Para una curva algebraica C escribimos g(C) ∶= pg(C), y decimos que

g(C) ∶= dimkH
0(C,ωC) def= dimkH

0(C,Ω1
C) es el género de C.
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Invarianza birracional de Pm

Sean X ∼bir Y variedades proyectivas suaves irreducibles, y birracionales.
Entonces, H0(X,ω⊗mX ) ≅ H

0(Y,ω⊗mY ) para todo m ∈ N≥1.

Prueba: Separamos la demostración en 3 pasos independientes.
Paso 1: Sea L ∈ Pic(X) y Z ⊆ X cerrado de codimX(Z) ≥ 2, entonces
H0(X,L) resÐÐÐ→∼ H0(X ∖Z,L∣X∖Z) es un isomorfismo (cf. Hartogs):

La inyectividad es consecuencia de pensar secciones como divisores de Weil
efectivos. Para la sobreyectividad, sea s ∈ H0(X ∖Z,L∣X∖Z) y sea z ∈ Z.

Trivializando L∣U ≅ U ×A1 en una vecindad de z ∈ U ⊆X, s(x) =
loc
(x, f(x))

con f ∶ U ∖ Z → k regular que induce f ∶ U ⇢ k racional. Notar que
div(f) ≥ 0 es efectivo en Div(U) (pues los polos están en codimensión 1).

Aśı, el hecho que U es suave implica que f ∶ U → k es regular. En otras
palabras, existe σ ∈ H0(X,L) tal que σ∣X∖Z = s.
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Invarianza birracional de Pm

Paso 2: Todo f ∶ U ∼ÐÐ→ V morfismo birregular entre variedades suaves
irreducibles induce un isomorfismo k-lineal F ∶ H0(V,ωV )

∼ÐÐ→ H0(U,ωU):
Por functorialidad, f induce un isomorfismo df ∶ TU

∼Ð→ f∗TV , y por ende
tdf ∶ f∗Ω1

V

∼Ð→ Ω1
U al dualizar. La functorialidad del producto exterior induce

Λd(tdf) ∶ f∗ΩpV
∼ÐÐ→ ΩpU isomorfismo para todo p ≥ 1.

Por último, f induce Γ(f) ∶ H0(V,ΩpV )
∼ÐÐ→ H0(U, f∗ΩpV ) para todo p ≥ 1.

Aśı, componiendo Γ(f) con Λd(tdf), obtenemos isomorfismos

F ∶ H0(V,ΩpV )
∼ÐÐ→ H0(U,ΩpU) para todo p ≥ 1.

Luego, para p = dim(U) = dim(V ), obtenemos F ∶ H0(V,ωV )
∼Ð→ H0(U,ωU).

Mejor aún, la functorialidad del producto tensorial implica que

(F )⊗m ∶ H0(V,ω⊗mV )
∼ÐÐ→ H0(U,ω⊗mU )

es un isomorfismo para todo m ∈ N≥1.
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Invarianza birracional de Pm

Paso 3: La aplicación birracional f ∶X ⇢ Y induce un isomorfismo
H0(Y,ω⊗mY )

∼ÐÐ→ H0(X,ω⊗mX ) para todo m ≥ 1 ∶
Con las hipótesis de suavidad y proyectividad, existe Z ⊆ X cerrado de
codimX(Z) ≥ 2 tal que si U ∶= X ∖ Z, entonces f ∣U ∶ U → Y es regular.
Aśı, f ∣U induce un morfismo

H0(Y,ω⊗mY )
φÐÐ→ H0(U,ω⊗mU ) ≅ H0(X,ω⊗mX ).

Lo anterior aplicado a g = f−1 ∶ Y ⇢X nos da H0(X,ω⊗mX )
ψÐÐ→ H0(Y,ω⊗mY ),

y la functorialidad de la construcción implica que ψ = φ−1.

La demostración implica que H0(X,ΩpX) son invariantes birracionales.

Ejemplo: Como ω∨Pn ≅ OPn(n + 1) amplio (i.e., Pn variedad de Fano),
Pm(Pn) = 0 para todo m ≥ 1. Por otro lado, si Xd ⊆ Pn+1 hipersuperficie
suave de grado d ≥ n+2 entonces Pm(Xd) ≠ 0 para todo m ≥ 1 (adjunción).

Aśı, Xd ⊆ Pn+1 de grado d ≥ n + 2 no es racional (i.e., Xd /∼bir Pn).
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Dimensión de Kodaira

Recuerdo: Sea X variedad y L ∈ Pic(X) tal quea dimkH
0(X,L⊗m) < +∞

para todo m ∈ N≥1. La dimensión de Iitaka de L es

κ(L) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

max
m∈N≥1

dim (φL⊗m(X)) si ∃m0 ∈ N≥1 con H0(X,L⊗m0) ≠ {0}
−∞ si H0(X,L⊗m) = {0} para todo m ∈ N≥1

Luego, κ(L) ∈ {−∞,0,1, . . . ,dim(X)}.
aMás adelante veremos que esto es automático si X es proyectiva.

El caso particular siguiente es fundamental en Geometŕıa Birracional.

La dimensión de Kodaira de X variedad proyectiva suave irreducible es

κ(X) ∶= κ(ωX) ∈ {−∞,0,1, . . . ,dim(X)} dimensión de Iitaka de ωX .

Más aún, decimos que X es de tipo general si tiene dimensión de Kodaira
maximal κ(X) = dim(X), i.e., si ωX es un fibrado en rectas big.
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Ejemplos

Sean X e Y variedades proyectivas suaves irreducibles:
1 Si X ∼bir Y , κ(X) = κ(Y ). En particular, κ(BlZ(X)) = κ(X).
2 Si X ∼bir Pn es una variedad racional, entonces κ(X) = −∞.
3 Se tiene que (Ejercicio) ωX×Y ≅ ωX ⊠ ωY en Pic(X × Y ), y aśı
κ(X × Y ) = κ(X) + κ(Y ), donde −∞+ d ∶= −∞ para d ∈ N ∪ {−∞}.

4 κ(X × Pn) = −∞.
5 Sea C ⊆ P2 curva proyectiva suave de grado d ≥ 1. Entonces,

κ(C) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−∞ si d ≤ 2
0 si d = 3
1 si d ≥ 4

pues ωC ≅ OC(d − 3) def= OP2(d − 3)∣C .
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La fórmula de Plücker

Sea X = V (f) ⊆ Pn hipersuperficie suave de grado d. Entonces,

pg(X) def= dimkH
0(X,ωX) = {

0 si d ≤ n
(d−1
n
) si d ≥ n + 1

En particular, si C ⊆ P2 curva plana suave entonces

g(C) = (d − 1)(d − 2)
2

(Fórmula de Plücker)

Prueba (n = 2): Sea C = {[x, y, z] ∈ P2, f(x, y, z) = 0} ⊆ P2. En el abierto
U ∶= Ux def= {x ≠ 0} ≅ A2

y,z, C ∩U = V (g) con g(y, z) def= f(1, y, z). Sean

Vy ∶= {p ∈ U,
∂g

∂y
(p) ≠ 0} y Vz ∶= {p ∈ U,

∂g

∂z
(p) ≠ 0} ,

con U = Vy ∪Vz pues C suave. La identidad de Euler (E) ∂g∂y dy +
∂g
∂z dz = 0

expresa dy (resp. dz) en términos de dz (resp. dy) en Vy (resp. Vz).
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La fórmula de Plücker

Aśı, dz genera el OC(C∩Vy)-módulo H0(C∩Vy, ωC∩Vy) y dy el OC(C∩Vz)-
módulo H0(C ∩ Vz, ωC∩Vz). Reescalemos convenientemente

ωy ∶= ωU,y ∶=
1

∂g/∂ydz y ωz ∶= ωU,z ∶= −
1

∂g/∂z dy.

Aśı (E) ⇔ ωU,y = ωU,z y luego se pegan en ωU ∈ H0(C ∩U,ωC∩U).

Sea W ∶= Uy def= {y ≠ 0} ≅ A2
s,t donde s = 1

y y t = z
y en U ∩W . Luego,

ds = − 1

y2
dy y dt = 1

y
dz − z

y2
dy

Sea C ∩W = V (h) con h(s, t) def= f(s,1, t). Como antes, podemos definir
ωW ∈ H0(C ∩W,ωC∩W ) y en el abierto {y ∈W, ∂h∂t (y) ≠ 0} está dada por

ωW,t ∶= −
1

∂h/∂tds
def= 1

∂h/∂t ⋅
1

y2
dy = yd−1

∂g/∂z ⋅
1

y2
dy = −yd−3 1

∂g/∂z dy

pues h(s, t) def= f(s,1, t) = sdf(1, 1s ,
t
s)

def= sdf(1, y, z) = sdg(y, z).
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La fórmula de Plücker

Aśı, ωW = −yd−3ωU en U∩W . Finalmente, basta notar que si s ∈ H0(C,ωC)
entonces s∣X∩U = PUωU y s∣X∩W = PWωW , donde PU(x1, x2) y PW (x1, x2)
son polinomios en dos variables que cumplen

PU(x1, x2) = −xd−31 PW (
1

x1
,
x2
x1
) =∶ −xd−31

Q(x2)
x
deg(PW )
1

donde Q es un polinomio en la variables x2. Aśı, PU regular si y sólo si
deg(PW ) ≤ d − 3 y luego

H0(C,ωC) ≅ {
polinomios homogéneos en 2
variables de grado ≤ d − 3 }

de donde se calcula g(C) = (d−1)(d−2)2 .
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Teorema de Factorización Débil

El siguiente resultado señala que la Geometŕıa Birracional en caracteŕıstica
cero puede reducirse al estudio de blow-ups.

Teorema (W lodarczyk, 1999)
(car(k) = 0) Toda aplicación birracional f ∶X ⇢ Y entre variedades
proyectivas suaves irreducibles posee una factorización débil, i.e.,

W1

ww   

W2

~~   

⋯
�� !!

Wr

|| ''

X =∶X0 X1 X2 ⋯ Xr−1 Xr ∶= Y

donde cada Wi →Xi y Wi →Xi−1 es el blow-up de una subvariedad suave
disjunta de la transformada estricta de U ∶= Dom(f) ⊆X, y donde cada Xi

y Wi es proyectiva suave e irreducible.
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Divisor canónico de BlZ(X)

Sea X variedad suave irreducible y Z ⊆X sub-variedad suave irreducible de
codimX(Z) = r ≥ 2. Sea ε ∶ X̃ ∶= BlZ(X) Ð→X el blow-up de Z ⊆X, con
E

def= ε−(Z) ⊆ X̃ divisor excepcional. Entonces,

ωX̃ ≅ ε
∗ωX ⊗OX̃((r − 1)E), i.e., KX̃ = ε

∗KX + (r − 1)E.

Prueba: Como Pic(X̃) = ε∗Pic(X) ⊕ ZOX(E), tenemos ωX̃ ≅ ε∗L ⊗
OX̃(mE) para cierto L ∈ Pic(X) y cierto m ∈ Z. Como codimX(Z) ≥ 2 y
ωX ∣X∖Z ≅ ωX̃ ∣X̃∖E ≅ ε∗L∣X̃∖E ≅ L∣X∖Z , tenemos L ≅ ωX .

Sean u1, . . . , un coord. locales en X con Z =
loc
V (u1, . . . , ur). Entonces,

X̃ =
loc
{uiyj = ujyi} con i, j ∈ {1, . . . , r} y donde y = [y1, . . . , yr] ∈ Pr−1. Aśı,

para y1 ≠ 0 tenemos uj = yju1 ∀j ≥ 2 y E =
loc
V (u1), de donde calculamos:

ε∗(du1 ∧⋯ ∧ dun) def= du1 ∧ d(y2u1) ∧⋯ ∧ d(yru1) ∧ dur+1 ∧⋯ ∧ dun
= ur−11 du1 ∧ dy2 ∧⋯ ∧ dyr ∧⋯dun,

i.e., m = r − 1.
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Ejemplos

1 Sea S superficie suave irreducible y ε ∶ S̃ ∶= Blp1,...,pr(S) Ð→ S el
blow-up de S en r puntos, entonces

KS̃ = ε
∗KS +E1 +⋯ +Er,

donde Ei ≅ P1 es una curva excepcional.
2 Si dim(X) = n ≥ 2 y Z = {p} es un punto, E def= ε−1(p) ≅ Pn−1 y luego

ωE ≅ ωPn−1 ≅ OPn−1(−n).
Por otro lado, la fórmula de adjunción nos dice que

ωE ≅ (ωX̃ ⊗OX̃(E))∣E
def= ωX̃ ∣E ⊗OX̃(E)∣E .

Finalmente, el resultado anterior implica que

ωX̃ ∣E ≅ (ε
∗ωX ⊗OX̃((n − 1)E))∣E ≅ OX̃((n − 1)E)∣E .

Aśı, ωE ≅ OX̃(nE)∣E ≅ OPn−1(−n) y por ende tenemos que

OE(E) ∶= OX̃(E)∣E ≅ OPn−1(−1) ≅NE/X̃ .
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(−1)-curvas y Teorema de Castelnuovo

Caso particular importante: Sea S superficie proyectiva suave irreducible
y ε ∶ S̃ ∶= Blp(S) → S blow-up de un punto p ∈ S, donde E = ε−1(p) ≅ P1.
En tal caso, tenemos que

OS̃(E)∣E ≅ OP1(−1)
y luego podemos calcular la auto-intersección

E2 ∶= E ⋅E def= deg(OS̃(E)∣E) = deg(OP1(−1)) = −1.

Teorema (Castelnuovo, 1901)
Sea S una superficie proyectiva suave irreducible, y sea C ⊆ S una curva tal
que C ≅ P1 y C2 = −1. Entonces, existe una superficie proyectiva suave
irreducible S′ y p ∈ S′ tal que S ≅ Blp(S′) y C = E def= ε−1(p) excepcional.
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§3.8 Fibrados proyectivos

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.8


Fibrados proyectivos

Sea X variedad suave irreducible y E →X fibrado vectorial de rg(E) = r.
Construcción: Sea X = ⋃i∈I Ui cubrimiento abierto tal que E∣Ui ≅ Ui × kr.
El fibrado proyectivo P(E) (o PX(E)) es la variedad obtenida mediante
el atlas dado por las cartas Ui × P(kr) ≅ Ui × Pr−1 pegadas usando

(Ui ∩Uj) × Pr−1
ψijÐÐÐ→∼ (Ui ∩Uj) × Pr−1, (x, [v]) z→ (x, [gij(x)v]).

Uj × Pr−1 Ui × Pr−1

Uj

P(Ex) ≅ Pr−1

Ui

ψij

π∣π−1(Ui)

P(Ex) ≅ Pr−1

π∣π−1(Uj)

la cual sólo depende de las clases [gij(x)] ∈ PGLr(k), y admite una proyección

π ∶ P(E) Ð→X donde π−1(x) def= P(Ex) ≅ Pr−1.
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Propiedades de P(E)

1 Para todo L ∈ Pic(X) se tiene que P(L) ≅X y que P(E ⊗L) ≅ P(E).
2 P(E) ∼bir X × Pr−1 y por ende κ(P(E)) = −∞ si r ≥ 2.
3 Si E ≅ O⊕rX fibrado trivial de rango r, entonces P(E) ≅X × Pr−1.
4 (Ejercicio) P(E) es una variedad algebraica suave e irreducible de

dim(P(E)) = dim(X) + r − 1.

Si π ∶ P(E) →X con π−1(x) ≅ Pr−1, decimos que rg(P(E)) ∶= r − 1.
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Superficies de Hirzebruch P(OP1 ⊕OP1(−n))

Sea X = P1 y E = OP1 ⊕OP1(−1), con matrices de transición

gij(x) = (
1 0
0 xi

xj

) .

La superficie algebraica S ∶= P(OP1 ⊕ OP1(−1)) se obtiene pegando los
Vi ∶= Ui × P1 ≅ A1 × P1, con i ∈ {0,1}, usando el cambio de cartas

ψ ∶ (A1 ∖ {0}) × P1 ∼ÐÐ→ (A1 ∖ {0}) × P1, (s, [u, v]) z→ (1
s
, [u, sv])

Veamos que S ≅ Blp(P2). En efecto, si p = [1,0,0] entonces

Blp(P2) def= {([x, y, z], [t1, t2]) ∈ P2 × P1 tal que yt2 = zt1} ⊆ P2 × P1.

Por otra parte, hay isomorfismos

V0 ≅ A1 × P1 ∼Ð→ {t2 ≠ 0} ∩Blp(P2), (s, [u, v]) ↦ ([u, sv, v], [s,1]) (y = zt1)
V1 ≅ A1 × P1 ∼Ð→ {t1 ≠ 0} ∩Blp(P2), (s, [u, v]) ↦ ([u, v, sv], [1, s]) (z = yt2)

que son compatibles con ψ, i.e., P(OP1 ⊕OP1(−1)) ≅ Blp(P2).
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OP(E)(1) y Sucesión de Euler relativa

Construcción: Sea π ∶ P(E) Ð→X fibrado proyectivo con rg(E) = r ≥ 2, y
sea π∗E fibrado vectorial de rango r en P(E) obtenido por pullback. Aśı,

(π∗E)y def= Ex, donde y = (x, [ℓ]) ∈ π−1(x) ≅ P(Ex).
El fibrado en rectas tautológico OP(E)(−1) de P(E) es el sub-fibrado en
rectas de π∗E definido por OP(E)(−1)(x,[ℓ]) ∶= ℓ ≅ k.

Si E∣U ≅ U × kr, π−1(U) ≅ U × Pr−1 y OP(E)(−1)∣π−1(U) ≅ pr∗2 OPr−1(−1).

Sea π ∶ P(E) →X fibrado proyectivo con rg(E) = r ≥ 2. Entonces,

ωP(E) ≅ π∗(ωX ⊗ det(E∨)) ⊗OP(E)(−r) en Pic(P(E)).

Prueba: Como π ∶ P(E) →X morfismo suave, hay una sucesión exacta

0Ð→ TP(E)/X Ð→ TP(E)
dπÐÐ→→ π∗TX Ð→ 0, (⋆)

donde (TP(E)/X)∣P(Ex) ≅ TP(Ex) ≅ TPr−1 .
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OP(E)(1) y Sucesión de Euler relativa

La sucesión exacta de Euler en cada P(Ex) ≅ Pr−1 está dada por

0Ð→ OP(Ex) Ð→ Ex ⊗OP(Ex)(1) Ð→→ TP(Ex) Ð→ 0,

y se reescribe (¡por definición!) como

0Ð→ OP(E)∣P(Ex) Ð→ (π
∗E ⊗OP(E)(1))∣P(Ex) Ð→→ (TP(E)/X)∣P(Ex) Ð→ 0,

de donde obtenemos la sucesión de Euler relativa

0Ð→ OP(E) Ð→ π∗E ⊗OP(E)(1) Ð→→ TP(E)/X Ð→ 0, (⋆⋆)

de donde det(TP(E)/X) ≅ det(π∗E ⊗OP(E)(1)) ≅ OP(E)(r) ⊗ det(π∗E) ≅
OP(E)(r) ⊗ π∗(detE). Al tomar determinante en (⋆) obtenemos

ω∨P(E)
def= det(TP(E)) ≅ det(TP(E)/X) ⊗ det(π∗TX).

Juntando ambas fórmulas tenemos ω∨P(E) ≅ (OP(E)(r)⊗π∗(detE))⊗π∗ω∨X
y aśı ωP(E) ≅ π∗(ωX ⊗ det(E∨)) ⊗OP(E)(−r).
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Conjectura de Hartshorne

En muchos textos se utiliza la convención de Grothendieck

P(Ex) ∶= {hiperplanos en Ex},
que corresponde a nuestro P(E∨x). La fórmula anterior se reescribe como

ωP(E) ≅ π∗(ωX ⊗ det(E)) ⊗OP(E)(−r).

Usando la convención de Grothendieck, decimos que E → X es un fibrado
vectorial amplio si el fibrado en rectas OP(E)(1) ∈ Pic(P(E)) lo es.

Teorema (Mori, 1979): Solución de la Conjectura de Hartshorne
Sea X una variedad proyectiva suave irreducible de dim(X) = n. Entonces,

TX es amplio si y sólo si X ≅ Pn.
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