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DIVISOR CANONICO Y PLURIGENEROS

El fibrado en rectas candnico de X variedad suave irreducible es
wy 2 Ox(Kx) = det(Q).
Sea m € N2!. Si X proyectiva, definimos el m-ésimo plurigénero como
P (X) = dimy, HO (X, w®™) = dimy H(X, Ox (mKx)).

Aqui, py(X) = P1(X) %= dim, HO(X,wx) es el género geométrico de X.

Para una curva algebraica C' escribimos ¢g(C) := py(C'), y decimos que

9(C) = dimy, HY(C, we) € dim, H(C, Q) es el género de C.
c
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INVARIANZA BIRRACIONAL DE F,,

Sean X ~; Y variedades proyectivas suaves irreducibles, y birracionales.
Entonces, H(X,w$™) = H(Y,w®™) para todo m € N1, J

Prueba: Separamos la demostracion en 3 pasos independientes.
Paso 1: Sea L € Pic(X) y Z ¢ X cerrado de codimx(Z) > 2, entonces

res

HO(X,L) — H%(X \ Z, L|x.z) es un isomorfismo (cf. Hartogs):

La inyectividad es consecuencia de pensar secciones como divisores de Weil
efectivos. Para la sobreyectividad, sea s e HY(X \ Z, L|x.z) y sea z € Z.

Trivializando L|;y = U x A! en una vecindad de z € U ¢ X, s(x)I: (z, f(x))

con f:U~NZ — k regular que induce f : U -> k racional. Notar que
div(f) > 0 es efectivo en Div(U) (pues los polos estdan en codimension 1).

Asi, el hecho que U es suave implica que f : U — k es regular. En otras
palabras, existe o € H'(X, L) tal que o|x.z = s.
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INVARIANZA BIRRACIONAL DE F,,

Paso 2: Todo f : U —— V morfismo birregular entre variedades suaves
irreducibles induce un isomorfismo k-lineal F : HO(V,wy ) — HY(U,wy):

Por functorialidad, f induce un isomorfismo df : Ty — f*Ty,, y por ende
taf f*Q%/ > Qllj al dualizar. La functorialidad del producto exterior induce

AY('df) : f*QF — QP isomorfismo para todo p > 1.
Por dltimo, f induce I'(f) : HO(V,QF,) — H(U, f*©%,) para todo p > 1.
Asi, componiendo I'(f) con A%('df), obtenemos isomorfismos
F:H(V, &) — H(U, Q7)) para todo p > 1.

Luego, para p = dim(U) = dim(V'), obtenemos F : H(V, wy ) = H(U,wy/).
Mejor adn, la functorialidad del producto tensorial implica que

(F)*™: B(V,0f™) — H(U,wg™)

es un isomorfismo para todo m e NI



INVARIANZA BIRRACIONAL DE F,,

Paso 3: La aplicacién birracional f: X ->Y induce un isomorfismo
HO(Y,w®™) — H°(X,w™) para todo m > 1 :

Con las hipétesis de suavidad y proyectividad, existe Z ¢ X cerrado de
codimx(Z) > 2 tal que si U := X \ Z, entonces f|y : U - Y es regular.
Asi, f|r induce un morfismo

HO(Y,w®™) £ HO(U,w®™) = HO(X, wd™).
Lo anterior aplicadoa g = f~! : Y -> X nos da H(X,wg™) = HY(Y,w®™),

y la functorialidad de la construccién implica que 1 = o=, O]

La demostracién implica que H(X, QF,) son invariantes birracionales. J

Ejemplo: Como wp, 2 Opn(n + 1) amplio (i.e., P" variedad de Fano),
P,,(P™) = 0 para todo m > 1. Por otro lado, si X; ¢ P™*! hipersuperficie
suave de grado d > n+2 entonces P,,(Xy) # 0 para todo m > 1 (adjuncién).

Asi, X4 S P! de grado d >n + 2 no es racional (i.e., Xg #bir P").



DIMENSION DE KODAIRA

Recuerdo: Sea X variedad y L € Pic(X) tal que? dim;, H*(X, L®™) < +c0
para todo m € N2!. La dimensién de litaka de L es

max dim (gpL@om(X)) si Img € N2 con HO(X, L®™0) = {0}
R(L) =4 meN21
—00 si H(X, L®™) = {0} para todo m e N*!
Luego, k(L) € {-00,0,1,...,dim(X)}.

?M4s adelante veremos que esto es automatico si X es proyectiva.

El caso particular siguiente es fundamental en Geometria Birracional.

La dimension de Kodaira de X variedad proyectiva suave irreducible es
K(X) = k(wx) € {-00,0,1,...,dim(X)} dimensién de litaka de wx.

Mas ain, decimos que X es de tipo general si tiene dimensién de Kodaira
maximal x(X) = dim(X), i.e., si wx es un fibrado en rectas big.
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EJEMPLOS

Sean X e Y variedades proyectivas suaves irreducibles:

o
2]
o

0 0

Si X ~pip Y, k(X) =k(Y). En particular, k(Blz(X)) = k(X).

Si X ~piy P" es una variedad racional, entonces k(X)) = —oo.

Se tiene que (Ejercicio) wxxy 2 wx ®wy en Pic(X xY), y asi
R(XxY)=r(X)+r(Y), donde —00 + d := —co para d e Nu {-o0}.
K(X xP™) = —oo0.

Sea C ¢ P? curva proyectiva suave de grado d > 1. Entonces,

—o0 sid<2
kK(C)={ 0 sid=3
1 sid>4

def

pues wg = ﬁc(d— 3) = ﬁ]}lﬁ (d— 3)‘0.



LA FORMULA DE PLUCKER

Sea X = V(f) < P" hipersuperficie suave de grado d. Entonces,
def 0 si d <n
py(X) = dimy, (X, o) = { (41 sidzn+1

En particular, si C' € P? curva plana suave entonces
(d-1)(d-2)
2

g9(C) = (Férmula de Pliicker)

Prueba (n =2): Sea C = {[x,y, 2] € P2, f(x,y,2) =0} cP2. En el abierto
Ui=U,E{x+0} 2 A? ., CnU=V(g) con g(y,2) = f(1,y,2). Sean
0
V= {pev, 2 ) +0} y Vo= {pet, ip) 0},
con U =V, UV, pues C suave. La identidad de Euler (E) gg dy + 32 99 4z =0
expresa dy (resp. dz) en términos de dz (resp. dy) en V,, (resp V)
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LA FORMULA DE PLUCKER

Asi, dz genera el ¢ (CnV,,)-médulo HO(C’nVy,owVy) ydyel Oc(CnV,)-
médulo HD(C’ NV.,wenv, ). Reescalemos convenientemente

—1 d —1 d

Wy 8= Wy = z Wy = W[y = —

Y Uy dg/dy 4 N U 0g/0z g

Asi (E) < wyy = wy.» Y luego se pegan en wy € H(C n U,wenr).
7y bl

def

SeaW:=Uy={y+#0}2 Ait donde s = % yt=2enUnW. Luego,

1 1
ds=-—dy 'y di= —dz——dy
Y y?
Sea CnW =V(h) con h(s,t) déff(s,l,t). Como antes, podemos definir

wiy € H(C' n W,wenw) v en el abierto {y e W, %(y) # 0} esta dada por

,,d=1
WWt = — 1 Sd:ef 1 . ldy — yi . ldy _ _yd—3 1
t T T onjor . anjor 2V T 9gjaz i 99/0

pues h(s,t)= f(s,1,t) =s?f(1, L, L)='s?f(1,y,2) = s%g(y, 2).
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LA FORMULA DE PLUCKER

Asi, wy = —y* 3wy en UnW. Finalmente, basta notar que si s € HY(C, w¢)
entonces 3|Xr1U = PUwU Yy 3|XnW = waw, donde PU(CUL xg) y Pw(l'l, 1‘2)
son polinomios en dos variables que cumplen

3PW(1 932)_: i3 Q(z2)

Py(@1,@2) = ~of 1 e Pw)
donde @ es un polinomio en la variables x5. Asi, Py regular si y sélo si
deg(Pw) <d -3y luego

HO(C, wc) = {

polinomios homogéneos en 2
variables de grado <d -3

(@12 0

de donde se calcula g(C) =
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TEOREMA DE FACTORIZACION DEBIL

El siguiente resultado sefiala que la Geometria Birracional en caracteristica
cero puede reducirse al estudio de blow-ups.

Teorema (Witodarczyk, 1999)

(car(k) = 0) Toda aplicacién birracional f: X -> Y entre variedades
proyectivas suaves irreducibles posee una factorizacion débil, i.e.,

441 W W,
= N NN\ T
X = Xo X1 X2 Xr—l XT =Y

donde cada W; - X; y W; — X,_1 es el blow-up de una subvariedad suave
disjunta de la transformada estricta de U := Dom( f) € X, y donde cada X;
y W; es proyectiva suave e irreducible.

v
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DIVISOR CANONICO DE Bly(X)

Sea X variedad suave irreduciNbIe y Z ¢ X sub-variedad suave irreducible de
codimx(Z)=r>2. Seae: X :=Blz(X) — X el blow-up de Z ¢ X, con
Ed§f5_(Z) c X divisor excepcional. Entonces,

wg2e'wx @ Og((r-1)E), ie, Kg=c"Kx +(r-1)E.

Prueba: Como Pic(X) = &*Pic(X) @ ZOx(E), tenemos wg 2e'L®
Ox(mkE) para cierto L € Pic(X) y cierto m € Z. Como codimx(Z) > 2y
wx|x\z2wglg g 2 Lz g2 Llx.z, tenemos L = wx.

Sean uq,...,u, coord. locales en X con Z = V(uy,...,u,). Entonces,

lec{uiyj =ujy;} coni,je{l,...,r} ydonde y =[y1,...,y-] e P""L. Asi,

para y; # 0 tenemos u; = yju; Vj>2y EIO:CV(ul), de donde calculamos:
e (dug A+ A dup) € duy Ad(yaur) A Ad(yrur) A dipeg A A duy,

= u’{_ldul Adys A Adyyp A-dug,
e, m=r-1. Il

12 /20



EJEMPLOS

© Sea S superficie suave irreducible y £ : S:=Bl,,, . (S) — S el
blow-up de S en r puntos, entonces

Kg=¢'Ks+Ey+--+Ey,
donde E; = P! es una curva excepcional.
Q Sidim(X)=n>2y Z={p} es un punto, EEe1(p) 2 P" ! y luego
WE 2 Wpn-1 2 Opn-1(-n).
Por otro lado, la férmula de adjuncién nos dice que
wp = (wg ® O%(E))|z= wele ® O%(B)|s.
Finalmente, el resultado anterior implica que
wglE2 (fwx ® Ox((n-1)E))|p2 O0x((n-1)E)|E.
Asi, wg 2 O%(nE)|g = Opn-1(-n) y por ende tenemos que
Op(E) = O%(E)|p 2 Opn-1(-1) 2 N 5.
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(=1)-CURVAS Y TEOREMA DE CASTELNUOVO

Caso particular importante: Sea S superficie proyectiva suave irreducible
y €: 5 :=Bl,(S) = S blow-up de un punto p € S, donde E = ¢7(p) = P!
En tal caso, tenemos que

Os(B)|p 2 Op (-1)
y luego podemos calcular la auto-interseccion

E?:= E- E= deg(0g(E)|g) = deg(Op1 (1)) = -1.

Teorema (Castelnuovo, 1901)

Sea S una superficie proyectiva suave irreducible, y sea C' € S una curva tal
que C' = P!y C2? = —1. Entonces, existe una superficie proyectiva suave

irreducible S” y p e S’ tal que Sz BL,(S") y C = E%“e1(p) excepcional.
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33.8 FIBRADOS PROYECTIVOS
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FIBRADOS PROYECTIVOS

Sea X variedad suave irreducible y E — X fibrado vectorial de rg(E) = r.
Construccion: Sea X = U,y U; cubrimiento abierto tal que E|y, 2 U; x k"

El fibrado proyectivo P(E) (o Px(FE)) es la variedad obtenida mediante
el atlas dado por las cartas U; x P(k") = U; x P"~! pegadas usando

(Ui nUp) x P 20 (U0 U) x P, (2, [0]) —> (2, [gig(@)o]).
(E ) Pr- 1 (}E:p_)_gpril
U; x P~ 1 7 U; x P!

la cual sélo depende de las clases [g;; ()] € PGL,(k), y admite una proyeccién
7:P(E) — X donde ! (z) €'P(E,) 2 P"L.



PROPIEDADES DE P(F)

© Para todo L € Pic(X) se tiene que P(L) 2 X yque P(E® L) 2 P(F).
Q P(E) ~i X xP" ! y por ende k(P(E)) = —co si r > 2.

© Si E = 0% fibrado trivial de rango r, entonces P(E) = X x P" 1.

@ (Ejercicio) P(FE) es una variedad algebraica suave e irreducible de

dim(P(E)) = dim(X) +r - 1.

Sim:P(E) - X con m7!(z) 2 P!, decimos que rg(P(E)) :=r - 1. J
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SUPERFICIES DE HIRZEBRUCH P(Op1 & Op1(-n))

Sea X =P'y E = Op1 ® Op1(—1), con matrices de transicién

gij () = ((1) 2)

z;
La superficie algebraica S := P(Op1 ® Opi(-1)) se obtiene pegando los
Vi=U; xP! 2 A x P!, con i€ {0,1}, usando el cambio de cartas

¥ (AN {01) X BY o (AT {01) <P, (5, [ 0]) — (5, [, 0]

Veamos que S = BL,(IP?). En efecto, si p =[1,0,0] entonces
Bl,(P?) €' {([x, v, 2], [t1, t2]) € P? x P! tal que yty = zt;} € P? x PL.

Por otra parte, hay isomorfismos

Voz Al x P 5 {t5 2 0} n BL,(P?), (s, [u,v]) = ([u,sv,v],[s,1]) (y = 2t1)

Vi Al xP' 5 {t; 2 0} nBL(P?), (s,[u,v]) = ([u,v,50],[1,5]) (2 = yta)

que son compatibles con 1, i.e., P(Op1 & Op1 (1)) = BL,(P?).
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Opg)(1) Y SUCESION DE EULER RELATIVA

Construccién: Sea 7 : P(E) — X fibrado proyectivo con rg(E) =r>2,y
sea 7 F fibrado vectorial de rango r en P(E) obtenido por pullback. Asi,

(1*E), = E,, donde y = (z,[£]) e 7 () = P(E,).
El fibrado en rectas tautolégico Op g (~1) de P(E) es el sub-fibrado en
rectas de 7% F definido por Op(gy(=1) (1) =4 2 k.

SiBly2Uxk", Y (U)2U xP" !y Opp)(—1)|z-1(1r) 2 prs Opr1 (-1). |

Sea 7 :IP(E) — X fibrado proyectivo con rg(E) = r > 2. Entonces,
wp(p) 2 (wx ® det(EY)) ® Op(g)(-r) en Pic(P(E)).

Prueba: Como 7 : P(E) — X morfismo suave, hay una sucesion exacta
d *
0 — Tpp)y/x — IpE) —> " Tx —> 0, (*)

donde (Tp(gy/x)lp(E,) 2 Th(E,) & Tpr1-
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Opg)(1) Y SUCESION DE EULER RELATIVA

La sucesion exacta de Euler en cada P(E,) =~ P"! estd dada por

0 — Op(g,) — Ez ® Op(g,)(1) — Tpg,) — 0,
y se reescribe (jpor definicién!) como
0 — Oppylpce,) — (7" E @ Oppy(1))lpce,) — (Tp(m)/x)IP(E,) — 0,
de donde obtenemos la sucesién de Euler relativa

0 — Opg)y — 7 E® Opg)(1) — Tpgyx — 0, (x*)
de donde det(Tp(g)/x) = det(7*E ® Op(g)(1)) = Oppy(r) ® det(r*E) =
Oppy(r) ® 7" (det E). Al tomar determinante en () obtenemos

w%(E) défdet(Tp(E)) = det(Tp(E)/X) ® det(m*Tx).

Juntando ambas férmulas tenemos wﬂvj,(E) 2 (Oppy(r)®m*(det B))®@m " wy

y asi Wp(E) ;ﬂ*(WX®det(Ev))®ﬁP(E)(—T). L]
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CONJECTURA DE HARTSHORNE

En muchos textos se utiliza la convencién de Grothendieck
P(E,) := {hiperplanos en E,},
que corresponde a nuestro P(E)). La férmula anterior se reescribe como

Wp(E) = ﬂ*(wX ® det(E)) ® ﬁ[p(E)(—T).

Usando la convencién de Grothendieck, decimos que E — X es un fibrado
vectorial amplio si el fibrado en rectas Op(g)(1) € Pic(P(E)) lo es.

Teorema (Mori, 1979): Solucién de la Conjectura de Hartshorne

Sea X una variedad proyectiva suave irreducible de dim(X') = n. Entonces,

Tx es amplio si y sélo si X = P".
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