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83.4 DIVISORES DE WEIL Y
DIVISORES DE CARTIER
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SECCIONES RACIONALES

Por una parte, las secciones de fibrados en rectas L — X generalizan el
concepto de funcién regular. Por otra parte, si f € k(X)* funcién racional,

div(f):= > wvy(f)-Y es el divisor (de Weil) principal asociado.

YcX
hip. irred.

Sea X variedad algebraica y p: L — X fibrado en rectas. Una seccién
racional es una aplicacién racional

s: X -> L tal que s(z) € L, para todo = € Dom(s).
Asi, una seccién racional de L = Ox se identifica a una funcién racional.

Si L - X posee funciones de transicion g;; respecto al cubrimiento
X =Ujer Ui, y s X -> L una seccién racional no-nula dada por {s;}ier
donde s; € k(U;) entonces s; = g;js; en U; nUj. En particular,

vy lv,nu; (8i) = vylu,nu; (9i5) +vylunu, (s5) = vylunu, (s5)

_
=0 pues g;j(x)ek*




DIVISOR ASOCIADO A UNA SECCION RACIONAL

Sea s : X -> L seccién racional, definimos el divisor de Weil asociado a s
(no necesariamente principal) como

div(s):= > wy(s)-Y.
YcX
hip. irred.

Ejemplos:
© Sea X variedad suave e irreducible, y f € k(X)*. Entonces, f € 0(X)
si y sélo si todos los coeficientes de div(f) son > 0 (Ejercicio).

@ Sea X variedad proyectiva suave e irreducible (e.g. P™). Dado que
H(X,0x) 2k, si Y ¢ X hipersuperficie irreducible y d e N>!
entonces D :=dY no es un divisor principal (por (1)).

© En el cono singular

X = {(z,y,2) € A3 tal que 22 = 2y},

el divisor principal asociado a la funcién regular f =2 ¢ 0(X) es
div(f) = 2L, donde L ¢ X es la recta de ecuaciones = = z = 0.



DIVISORES PRIMOS Y DIVISORES EFECTIVOS

Ejemplo importante: En P", H; = {z; = 0} = P"! es el hiperplano
asociado a x; e HY(P™, &pn(1)). Entonces, el divisor principal asociado a
Ty

F(@0,- -1 n) = =

j
o def o o 5 oz
es div(f)= H; - H;. Por otra parte, el divisor asociado a la secci6n regular

s = z; e HO(P", Opn (1)) es div(s)“ H;, que no es principal.

Terminologia

Sea Y ¢ X una hipersuperficie irreducible. Entonces, el divisor de Weil
Y :=1-Y e WDiv(X)

es llamado un divisor primo. Mas atin, un divisor de Weil D = Y7 | n;Y; es
un divisor efectivo si n; > 0 para todo i € {1,...,7}, y escribimos D > 0.




EN GEOMETRIA ALGEBRAICA ES
MUY COMUN LLAMAR DIVISORES A
LAS HIPERSUPERFICIES



EL GRUPO DE CLASES CI(X)

Sea X variedad irreducible normal. Su grupo de clases es el cociente
C1(X) := coker(div) €WDiv(X)/ PWDiv(X).

Dy, Dy e WDiv(X) son linealmente equivalentes si 3f € k(X)* tal que
Dy - Dy =div(f), i.e, [D1] =[D2] en CI(X),

y en tal caso escribimos Dy ~ Dy (o bien Dy ~j, Do2).

v

Ejemplo: En A", si Y ¢ A" hipersuperficie irreducible entonces Z(Y') =
(u) es un ideal principal (primo) de &(A™). Por definicién, tenemos que
vy (u) €1y div(u) =Y. Luego,

Todo divisor de Weil de A" es principal, i.e., CI(A™) = {0}.
En general, si X es una variedad algebraica afin irreducible normal, entonces

Cl(X) ={0} < 0(X) dominio de factorizacién dnica (UFD, en inglés).



C1(P™) = Z[Hiperplano]

Ejemplo importante: En P", los hiperplanos H; ~ H; son linealmente
equivalentes. Mas generalmente, si Y = V(P) ¢ P" es una hipersuperficie
irreducible definida por un polinomio P homogéneo de grado d > 1, entonces

P
f($07 o 73371) = M € k(Pn)*
Lo
es tal que div(f) <Y — dHy, i.e., Y ~dHy. En particular, CI(P") = Z[ Ho]
es un grupo ciclico generado por la clase del hiperplano Hy.

Como [dHg] # 0 para todo d € N*!, C1(P") = Z grupo ciclico infinito.



CALCULO EXPLICITO DEL GRUPO DE CLASES

Sea X variedad algebraica irreducible normal. Sea Z ¢ X un cerrado
propio y U = X \ Z abierto denso. Entonces:

© La restriccidon

res

Cl(X) — Cl(U), D =) n;Y;— Dy :=> ni(Y;nU)
es sobreyectiva, donde definimos n; =0 en D|y si Y;nU = @.
@ Si codimx(Z) > 2, entonces CI(X) = CI(U).

© SiYy,...,Y, son las componentes irreducibles de codimensién 1 de Z,

B2Vi] - CI(X) > CUU) — 0
i=1

es exacta, donde Z[Y;] es el grupo ciclico generado por [Y;] € CI(X).

Si fek(X)* condiv(f) =n;Y;, entonces f € k(U)* 2 k(X)* con div(f) =

Yn;(Y;nU) en WDiv(U), y obtenemos CI(X) — CI(U). Si Yy ¢ U
divisor primo, Yy = Y|y con Y := Yy € X, i.e., (1). (2)-(3) son directos. [



EJEMPLOS DE CI(X)

@ Sea U c A" abierto no-vacio, entonces {0} = C1(A") » CI(U) = {0}.
@ Sea Yy € P hipersuperficie de grado d > 1, con Y; ~ dH. Luego
Z[Yy] 2 dZ —> CI(P™) = Z - CI(P" \ Y;) —> 0

implica que C1(P" \Yy) = Z/dZ.
© Sea X variedad suave e irreducible, y Z ¢ X una subvariedad suave

irreducible con codimx (Z) >2, y asi C1(X) 2 CI(X \ Z). El blow-up

¢ :Blz(X) — X con divisor excepcional E<=71(Z)

cumple CI(X \ Z) = C1(Blz(X) E) y CI(Blz(X)) = CI(X) @ Z[E].

Q Sean p,qeP!. En P! x P!, consideramos las rectas
Ly:={p}xP'y Ly:=P' x {¢}.
Entonces, (P! x P') \ (Lyu Ly) =: U = A2. Luego,
{0} = CLU) = CU(P' x P")/(Z[L1] ® Z[Ls]),
i.e., CI(P! x P') esta generado! por [L1]y [Ls].

'Mas adelante veremos que CI(P™ x P™) = Z2.




DIVISORES DE CARTIER

Sea X variedad irreducible. Una familia {(f;, U;) }icr, donde {U; }icr
cubrimiento abierto de X y f; € k(U;)*, es admisible si

gij = fil [; € Ox(U;nU;) para todos i, j € I,
i.e., fi/ f; funcion regular que no se anula en U; n U;. Ademas, decimos
que {(fi,Ui) }Yier Y {(95,Vj)}jes son equivalentes si su unién
{(fi:Ui) Yier u{(gj,V})}jes es admisible.

Un divisor de Cartier en X es D = [(fi,U;)iecr], una clase de equivalencia
de familias admisibles.

Denotamos por Div(X) al conjunto de divisores de Cartier en X.

Un divisor de Cartier es una coleccién de ecuaciones locales tales que en las
intersecciones las ecuaciones difieren por una funcién g;; sin ceros ni polos.




Div(X) ES UN GRUPO ABELIANO

Sea D = [(fi,Us)ier] divisor de Cartier en X y ujc;V; = X otro cubrimiento
abierto de X, entonces {(fi,Ui)}ier ~ {(filuinv;, Ui 0 V) } i j)erx-

Asi, siempre podemos suponer que dos divisores de Cartier D = [(fi, U;)jer]
y D" =[(gi,Ui)icr] estan definidos en el mismo cubrimiento, y definir:

o —D:=[(1/fi,Ui)ier]-

© D+D":=[(figi,Ui)ier]-

@ 0:=[(1,X)]. Luego, D=0en Div(X) < fie O (U;) Viel.
Luego, Div(X) es un grupo abeliano y decimos que:

© D =[(fi,Ui)icr] es un divisor efectivo si f; € Ox(U;) es una funcién
regular para todo i € I. En tal caso, escribimos D > 0.

@ Un divisor de Cartier principal es D = [(f, X)] para una f € k(X)*.
© PDiv(X) es el sub-grupo de divisores de Cartier principales de X.

D ~ D' son linealmente equivalentes si D — D’ es un divisor principal. )
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WEIL VERSUS CARTIER

Sea X variedad irreducible normal. Entonces, hay un morfismo inyectivo
¢ : Div(X) = WDiv(X)
que cumple que ¢(PDiv(X)) c PWDiv(X). Mas atn,
Si X es suave, entonces Div(X) 2 WDiv(X).

Sea D = [(fi,U;)ier] € Div(X) y consideremos D € WDiv(X) definido por
5 = Z l/y(fi) Y

YecX
hip. irred.

para cualquier i € I tal que Y nU; # @& (es independiente de i € I pues
fil i € 0% (U;nUj)). Asi, obtenemos un morfismo de grupos

¢ : Div(X) — WDiv(X), D — D.

de

Si D =[(f,X)] es un divisor de Cartier principal, D<'div(f) es principal.
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WEIL VERSUS CARTIER

Como codimy Sing(X) > 2, si vy (f;) = 0 para todo Y ¢ X divisor primo,
fi € 0% (U;) para todo i€, i.e.,, D=0 en Div(X). Asi, ¢ inyectivo.

Si X variedad suave y Y ¢ X divisor primo, como Ox , anillo factorial
Vi € X existe un cubrimiento abierto {U; }ier de X tal que Z(Y nU;) = (f;)
es un ideal principal para todo i € I. Asi, el divisor de Cartier

Dy = [(fi,Us)icr] verifica que o(Dy ) £Y.
En particular, todo divisor de Weil efectivo es de Cartier (al ser suma de
divisores primos).

Dado que todo divisor de Weil es diferencia de divisores de Weil efectivos,
deducimos que Div(X) 2 WDiv(X) en este caso. O

Cultura general

Una variedad irreducible normal es Q-factorial si para todo divisor de Weil
D e WDiv(X) existe m = m(D) € N*! tal que mD es un divisor de Cartier.
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EL FIBRADO EN RECTAS Ox (D)

Construccién: Sea X variedad irreducible y D = [(f;,U;)ier] € Div(X)
divisor de Cartier. En U; n Uj, las funciones

9ij = fil fj € Ox (Ui nUj)
son regulares sin ceros. Mas atin, verifican la condicién de cociclo
9ij9ik = gik en U; nU; n Uy,
Luego, D define? &'x (D) € Pic(X) con funciones de transicién g;; d:effi/fj.
Recordar que una seccién racional de L = Ox (D) es una aplicacién racional

s: X -» ﬁx(D)

dada por {s;}icr con s; € k(U;) verificando que s; = gij;s; d:ef%sj en U;nUj.
J

Luego, las s; := f; € k(U;) definen tautolégicamente una seccién racional

sp: X -> Ox(D) puesto que fid§fgijfj en U; nUj.

2Que en la literatura clasica también se denota por Zp o por Z(D).
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CARTIER VERSUS PICARD

Sea X variedad algebraica irreducible. Entonces, el morfismo
7:Div(X) —> Pic(X), D —> Ox(D)
induce un isomorfismo 7 : Div(X)/PDiv(X) — Pic(X). En particular,
Dy ~ Dy siy sélamente si Ox (D7) 2 Ox (D).

Prueba: Si D = [(f, X)] es un divisor de Cartier principal, entonces gz-jd:dl,
i.e., Ox(D) = Ox es el fibrado trivial en Pic(X). Asi, la propiedad universal
del cociente nos dice que 7 induce un morfismo de grupos

7 : Div(X )/ PDiv(X) — Pic(X), [D] — Ox (D).

@ 7 inyectivo: Sea D =[(f;,U;)ier] € Div(X) tal que Ox (D) = 0.
Entonces, 3s € HO(X, Ox (D)) que no se anula nunca, dada por
{si}tier con s; € O%(U;) y tales que s; = g;55; ":ef}"—;‘_sj en U; nU;.

Asi, f = % = i—’ define f € k(X)* con [(f,X)]<'D, i.e., D principal.
i J



CARTIER VERSUS PICARD

@ T sobreyectivo: Sea L € Pic(X) dado por funciones de transicién
gij € 0% (U; nUj) en una trivializacién {U; }ier. Si fijamos un indice
C e 1y definimos f; := gip € k(U;)*, entonces al divisor de Cartier
D :=[(fi,Ui)ier]
le asociamos el fibrado en rectas &x (D) con funciones de transicién

hij d:efﬁ d:ef% = g,
fi g
gracias a la condicién de cociclo. Asi, Ox (D) = L.
Luego, 7 : Div(X)/PDiv(X) — Pic(X) es un isomorfismo. O

Caso particular importante
Si X es suave, tenemos que Cl(X) 2 Div(X)/PDiv(X) = Pic(X).
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PODEMOS INTERPRETAR LOS
FIBRADOS EN RECTAS COMO
DIVISORES DE CARTIER (E INCLUSO
COMO DIVISORES DE WEIL, EN
VARIEDADES SUAVES)!



PULLBACK DE DIVISORES DE CARTIER

Sean X e Y variedades irreducibles y ¢ : Y — X morfismo regular.

Si D = [(fi,Ui)ier] € Div(X) un divisor de Cartier en X, podemos considerar
el pullback ¢*@x (D) € Pic(Y') como fibrado en rectas.

Por otro lado, la familia {¢*(fi), ' (U;)}ier define un divisor de Cartier
¢ D eDiv(Y) en Y siempre y cuando

P (fi)E fiop#0en ™ (U)).
E.g. si ¢ es dominante (ya que ¢* : k(X) < k(Y") es inyectivo en tal caso).

Por construccién, si ¢*D esta bien definido entonces (Ejercicio)

0 Ox(D) = Oy (¢*D) en Pic(Y).
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ESPACIO DE RIEMANN-RocH H(X, Ox(D))

Sea D = [(fi,Ui)icr] € Div(X) y sea Ox (D) € Pic(X). Histéricamente,
el k-e.v. HY(X, 0x (D)) es llamado el espacio de Riemann-Roch de D,
pues el Teorema de Riemann-Roch busca estimar dim;, H(X, 0x (D)).
Explicitamente, sea s € H*(X, Ox (D)) ~ {0} seccién dada por {s;}ic; con
S; € ﬁx(Ul) tales que s; = giijdZef}c—;Sj en U; N Uj.

Asi, obtenemos f := jc—z = ;’;—’ € k(X)* que por definicién es tal que f = s/sp.

i J
Si X variedad normal, el morfismo de grupos
Div(X) < WDiv(X), D+ D:= D

es inyectivo, y en tal caso la relacién f = s/sp implica que
div(f) = div(s) - div(sp) € div(s) - D.
Asi, D ~div(s) > 0 y en particular H*(X, Ox (D)) = H(X, Ox (div(s))).
Si s e HY(X, L) entonces Ox (div(s)) = L. ]
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ESPACIO DE RIEMANN-RocH H(X, Ox(D))

Reciprocamente, si D ~ D' entonces existe 3f € k(X)* tal que D' - D =
div(f), y luego s:= fsp es una seccién racional de Ox (D) que verifica

div(s) Ediv(f) + div(sp)ED' -D+D =D’

Ademds, s es una seccién regular si 'y sélo si div(s) > 0 es un divisor efectivo.

En resumen:

La aplicacién s — f := s/sp induce un isomorfismo
HY(X,0x (D)) = {f e k(X)* tal que div(f)+D >0} u{0}

con inversa f — s:= fsp.
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SISTEMAS LINEALES

Caso particular importante: Dadas f,g € k(X)*, div(f) = div(g) si y
sélo si div(f/g) =0, i.e., f/g es una funcién regular que nunca se anula.

Luego, si X variedad algebraica proyectiva normal entonces I'( X, Ox ) = k
implica que div(f) =div(g) siy sélo si f = \g para cierto \ € k*.

Asi, s — div(s) induce un isomorfismo
PH(X,0x(D)) = |D|:= {E 2 0 divisor efectivo tal que F ~ D}.

Clasicamente, el conjunto |D| < {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D} es
llamado el sistema lineal asociado al divisor de Cartier D.
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SUCESION EXACTA ASOCIADA AL DIVISOR Dc X

Sea ¢:Y < X divisor primo (i.e., una hipersuperficie irreducible). Entonces,
hay una sucesién exacta de &'x-mddulos

0—Zy — Ox — Oy — 0,

donde Oy := 1,0y por abuso de notacion.

Si X variedad suave, consideramos el divisor de Cartier D = [(fi,U;)ier]
asociado a Y, donde Z(U; nY') = (f;) por construccion.

Entonces, Ox (D) = Ox(Y') tiene funciones de transicién gzj = }C’ y su dual

L := O0x(-D) tiene funciones de transicion h;; = & 1 En particular,

fz

def

s e L(U)EH(U, Lly) EH(U, 6x (-D)|v)

esté dada por {s;}icr, con s; € Ox(UnU;) tales que s; = hijs; < fﬁ o
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SUCESION EXACTA ASOCIADA AL DIVISOR Dc X

La relacién s; = hijsjdéf%sj implica que fs :=s;f; = s;f; definida en U.
Asi, toda s € Z(U) permite definir
fs € Ox(U) funcién regular que se anulaen Y, i.e., fs e Zy (U)
Asi, obtenemos un morfismo inyectivo de &'x-mdédulos
¥ < Ox, s— [s en cada abierto U ¢ X,
cuya imagen es Zy. En particular, Zy =~ £ =~ Ox(-D) y asi obtenemos

0— Ox(-D) — Ox — Op — 0.
Si D =¥ n;Y; divisor efectivo (i.e., n; >0 para todo ¢) entonces la
sucesién exacta asociada a D > 0 estd dada por

0— Ox(-D) — Ox — Op — 0,

Aqui, Op es el haz dado por el cociente de &'x por el ideal de funciones
regulares que se anulan en Y; con multiplicidad > n;.

v
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