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Universidad Técnica Federico Santa Marı́a
Valparaı́so, Chile

25 de Septiembre de 2023

1 / 20



§3.1 Fibrados vectoriales y
Grupo de Picard

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.1
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.1


Los fibrados vectoriales y
divisores conectan variedades

abstractas y variedades
clásicas (ceros de polinomios).



Fibrados vectoriales

Sea X variedad algebraica. Un fibrado vectorial de rango r ∈ N≥1 en X
es una variedad E con p ∶ E ↠X regular sobreyectivo tal que:

1 Para todo x ∈X, p−1(x) ∶= Ex ≅ kr es un k-e.v. de dimk(Ex) = r.
2 Para todo x ∈X, existe x ∈ U ⊆X abierto af́ın y un isomorfismo

θU ∶ p−1(U) =∶ E∣U
∼ÐÐ→ U ×Ar (trivialización de E sobre U)

tal que el diagrama siguiente conmuta
Ex ≅ Ar {x} ×Ar ≅ Ar

E∣U

U

U ×Ar

p∣E∣U pr1

θU
∼

⋅ x

y kr
∼Ð→ Ex, v z→ θ−1U (x, v) es un isomorfismo lineal para todo x ∈ U .
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Ejemplos

Caso particular importante

Un fibrado en rectasa en X es un fibrado vectorial L
pÐ→X de rango 1.

aEn inglés, line bundle.

1 Sea V un k-e.v. de dimk(V ) = r. El fibrado vectorial

VX ∶=X × V ≅X ×Ar pr1ÐÐ→X

es llamado el fibrado trivial de rango r en X.

2 Sea V un k-e.v. de dimk(V ) = n + 1, sea X = P(V ) ≅ Pn su
proyectivización. Dentro de VX

def= P(V ) × V , consideramos

L ∶= {([ℓ], v) ∈ P(V ) × V, v ∈ ℓ}
p∶=pr1ÐÐÐÐ→ P(V ), ([ℓ], v)z→ [ℓ],

donde [ℓ] ∈ P(V ) es el punto del espacio proyectivo correspondiente a
la recta vectorial ℓ ⊆ V . En particular, p−1([ℓ]) def= ℓ ≅ A1 es una recta.
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Ejemplos (fibrados tautológicos)

Para trivializar L
pÐ→ P(V ) consideremos coord. [x0, . . . , xn] en Pn ≅ P(V )

y t una coord. en ℓ ≅ A1. Aśı, en Ui
def= {xi ≠ 0} tenemos la trivialización

Ui ×A1 θ−1iÐÐ→∼ p−1(Ui)

( [x0
xi

, . . . ,
xi−1
xi

,1,
xi+1
xi

, . . . ,
xn
xi
]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
genera una recta ℓ

, t)z→ ([x0, . . . , xn],(
tx0
xi

, . . . , t, . . . ,
txn
xi
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vector en ℓ

)

El fibrado anterior será denotado por OP(V )(−1) o por OPn(−1), y es
llamado el fibrado en rectas tautológico de P(V ) ≅ Pn. En particular,

OP(V )(−1)↠ P(V ) cumple OP(V )(−1)[ℓ] ≅ ℓ para todo [ℓ] ∈ P(V ).

De manera análoga, el fibrado tautológico de rango r en Gr(r, V ) es
S ∶= {([Λ], v) ∈ Gr(r, V ) × V tal que v ∈ Λ}

p∶=pr1ÐÐÐÐ→ Gr(r, V )
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Pullback y Restricción

Construcción:

Sea E
pÐ→ X un fibrado vectorial y sea f ∶ Y → X un morfismo regular.

Entonces, se define el pullback de E por f como

f∗E ∶= {(y, z) ∈ Y ×E tal que f(y) = p(z)}
pr1ÐÐ→ Y ,

un fibrado vectorial en Y , con rg(f∗E) = rg(E) y (f∗E)y def= Ef(y).

En particular, si f ∶ Y ↪X incrustamiento cerrado (i.e., Y ⊆X subvariedad),
entonces f∗E def= E∣Y es la restricción de E a Y .

En términos categóricos, f∗E es el producto fibrado del diagrama

f∗E //

��

E

p

��

Y
f
// X
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La categorı́a Vect(X)

Sean E
pÐ→ X y F

qÐ→ X fibrados vectoriales de rg(E) = r y rg(F ) = s. Un
morfismo de fibrados vectoriales es un morfismo regular f ∶ E → F tal
que q ○ f = p, i.e.,

⋅ x

E∣U F ∣U

U

Ex ≅ kr Fx ≅ ks

f

y para todo x ∈ X, la aplicación fx ∶ Ex ≅ kr → Fx ≅ ks es k-lineal. Aśı,
obtenemos la categoŕıa Vect(X) de fibrados vectoriales en X.

Ejemplo fundamental: Todo morfismo f ∶ X × kr Ð→ X × ks entre los
fibrados triviales cumple f(x, v) = (x, g(x)v), g(x) ∈Ms×r(k) ∀x ∈X.

Notar que si s = r y si g(x0) es invertible para cierto x0 ∈ X, entonces
g(x) ∈ GLr(k) para todo x ∈ U , con U una vecindad abierta de x0.
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Matrices de transición

Sea p ∶ E → X fibrado vectorial y X = ⋃i∈I Ui cubrimiento abierto tal que
cada Ui trivializa E, i.e., E∣Ui

def= p−1(Ui)
∼Ð→
θi

Ui ×Ar. En cada Ui ∩Uj ≠ ∅:

E∣Ui∩Uj

def= p−1(Ui ∩Uj) =∶ Eij

≅
θj ∣Eij

uu
≅
θi∣Eij

))

(Ui ∩Uj) ×Ar

(x, v)
∼

θi○ θ−1j
//

� //

(Ui ∩Uj) ×Ar

(x, gij(x)v)
donde gij(x) ∈ GLr(k) ∀x ∈ Ui∩Uj , son llamadas matrices de transición.

⋅ x

E∣Uj E∣Ui

Uj

Ex ≅ kr Ex ≅ kr

Ui

p∣p−1(Uj)

θi ○ θ−1j
en Eij ∶= E∣Ui∩Uj

p∣p−1(Ui)
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La condición de cociclo

Las matrices de transición verifican que gii(x) = Ir para todo x ∈ Ui y en la
triple intersección Ui ∩Uj ∩Uk ≠ ∅ se verifica la condición de cociclo

gijgjk = gik en Ui ∩Uj ∩Uk.

Esta condición es muy importante pues implica que (módulo isomorfismo1)
E está completamente determinado por un cubrimiento abierto y por las
matrices de transición:

Construimos E usando el atlas algebraico2 obtenido al pegar los Ui × Ar

usando los isomorfismos siguientes como cambio de carta para todo i, j ∈ I
(Ui ∩Uj) ×Ar ∼ÐÐ→ (Ui ∩Uj) ×Ar

(x, v)z→ (x, gij(x)v)
Ejercicio: Sea VX

def=X ×Ar. Verificar que gij(x) = Ir ∀i, j ∈ I son matrices
de transición para VX . En particular, gij(x) ≡ 1 para kX ∶=X ×A1.

1Las matrices no son únicas: dependen del cubrimiento abierto y las trivializaciones.
2La condición de cociclo implica que de hecho es un atlas algebraico (ver Clase 6).
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Funciones de transición

Todo L
pÐ→ X fibrado en rectas (i.e., rg(L) = 1) está determinado (módulo

isomorfismo) funciones de transición gij(x) ∈ k∗ para todo x ∈ Ui ∩Uj .

Si O∗X es el haz de funciones regulares que no se anulan, gij ∈ O∗X(Ui ∩Uj).

Ejemplo: Para el fibrado tautológico OPn(−1) de Pn, tenemos que

θ−1j (x, t) = (x, ( tx0

xj
, . . . , txn

xj
)) y θ−1i (x, s) = (x, ( sx0

xi
, . . . , sxn

xi
)) ,

de donde obtenemos (igualando coordenadas) el diagrama conmutativo

p−1(Ui ∩Uj)
θi

≅ &&

(Ui ∩Uj) ×A1

(x, t)
∼

θi○ θ−1j
//

θ−1j

≅

88

� //

(Ui ∩Uj) ×A1

(x, xi

xj
t) def= (x, s)

En particular, deducimos que gij(x) = xi

xj
para todo x ∈ Ui ∩Uj .
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Operaciones con fibrados vectoriales

Sean E
pÐ→ X y F

qÐ→ X fibrados vectoriales de rg(E) = r y rg(F ) = s,
dados por matrices de transición gij(x) ∈ GLr(k) y hij(x) ∈ GLs(k) en un
cubrimiento abierto común. Definimos, mediante matrices de transición:

1 E ⊕ F , con rg(E ⊕ F ) = r + s, mediante

(gij(x) 0
0 hij(x)

) ∈ GLr+s(k).

2 E ⊗ F , con rg(E ⊗ F ) = rs, mediante gij(x)⊗ hij(x) ∈ GLrs(k).
3 El dual E∨, con rg(E∨) = r, mediante g∨ij ∶= (

tgij
−1)(x) ∈ GLr(k).

4 Hom(E,F ) ∶= E∨ ⊗ F , con rg(Hom(E,F )) = rs.
5 Para d ∈ N, SdE, con rg(SdE) = (r+d−1d

), mediante Sdgij(x).
6 Para d ∈ {0, . . . , r}, ΛdE, con rg(ΛdE) = (rd), mediante Λdgij(x).
7 El determinante det ∶ GLr(k)→ k∗ determina un fibrado en rectas

det(E) ≅ ΛrE, con funciones de transición det(gij(x)).
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El Grupo de Picard

Caso particular importante: Sean L → X y M → X fibrados en recta,
dados por funciones de transición gij y hij , respectivamente. Entonces:

1 Las funciones kij ∶= gijhij = hijgij definen el fibrado en rectas

L⊗M ≅M ⊗L.

2 El fibrado en rectas trivial kX
def=X ×A1, con kij = 1, verifica

kX ⊗L ≅ L⊗ kX ≅ L.
3 El dual L∨, con g∨ij

def= 1/gij , verifica L⊗L∨ ≅ L∨ ⊗L ≅ kX .

El grupo de Picard de una variedad algebraica X es el grupo abeliano
Pic(X) ∶= {Fibrados en rectas en X}/ ≅ .

Ejemplo importante: Sea d ∈ Z. En Pn definimos el fibrado en rectas

OPn(d) mediante las funciones de transición gij(x) = (
xj

xi
)
d

.

En particular, OPn(1) def= OPn(−1)∨ con gij = xj

xi
.
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§3.2 Secciones y haces
localmente libres

http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.3.2


Secciones de un fibrado

Sea E
pÐ→X fibrado de rango r. Una sección de E es un morfismo regular

s ∶X → E, x↦ s(x) con p ○ s = IdX , i.e., s(x) ∈ Ex ≅ kr para todo x ∈X.

Xx

p

s(x)
E

Ex ≅ Ar

s

El conjunto de secciones globales de E, dado por

Γ(X,E) ∶= H0(X,E) ∶= {s ∶X → E sección de E
pÐ→X},

es un Γ(X,OX)-módulo: si s, t ∈ H0(X,E) y λ ∈ Γ(X,OX) def= OX(X)
(s + t)(x) ∶= s(x) + t(x) y (λs)(x) ∶= λ(x)s(x).

En particular, H0(X,E) es un k-espacio vectorial.
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Secciones vı́a matrices de transición

En términos de matrices de transición, tenemos el diagrama conmutativo

E∣Ui

def= p−1(Ui)
p

%%

∼
θi

// Ui ×Ar

pr1

||

Ui
s∣Ui

XX

σi∶=θi○s∣Ui

JJ

donde σi(x) = (x, si(x)) para todo x ∈ Ui, con

si(x) = (si,1(x), . . . , si,r(x)) ∈ OX(Ui)⊕r.

Más aún, en la intersección Ui ∩Uj tenemos que

(x, sj(x))

gij(x)

77
s(x)

θj
oo

θi // (x, si(x))

de donde deducimos que si(x) = gij(x)sj(x) para todo x ∈ Ui ∩Uj .
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Ejemplos

La relación fundamental si(x) = gij(x)sj(x) implica que:

1 Si L ≅X ×A1 fibrado en rectas trivial en X, con gij = 1. Entonces,
H0(X,L) ≅ Γ(X,OX) se identifica a las secciones globales de OX .

2 De manera similar, si E ≅X ×Ar entonces H0(X,E) ≅ Γ(X,OX)⊕r.

Las secciones de fibrados en rectas generalizan el concepto de función
regular. En general, pueden haber muchas más secciones que funciones.

Ejercicio: Sea f ∶ Y →X regular y E
pÐ→X un fibrado vectorial. Probar que

Γ(f) ∶ H0(X,E)Ð→ H0(Y, f∗E), sz→Γ(f)(s)
y ↦ (Γ(f)(s))(y) ∶= (y, s(f(y)))

está bien definida y es k-lineal.
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H0
(Pn,OPn(d)) ≃ k[x0, . . . , xn]d

Sea d ∈ Z y sea OPn(d)→ Pn definido por gij(x) = (xj

xi
)
d
.

Sea si ∈ OPn(Ui) regular en Ui
def= {xi ≠ 0} ≅ An, el abierto estándar con

coordenadas x0

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
. Aśı, si = Pi

x
mi
i

donde Pi polinomio

homogéneo de grado mi. Luego, si = gijsj en Ui ∩Uj si y sólamente si

Pi

xmi
i

=
xdjPj

xdi x
mj

j

, i.e., Pix
d−mi
i = Pjx

d−mj

j .

Luego, si d ≥ 0 entonces P ∶= Pix
d−mi
i polinomio homogéneo de grado d tal

que si = P
xd
i

para todo i ∈ {0, . . . , n}. Aśı, hay un isomorfismo

k[x0, . . . , xn]d
∼Ð→ H0(Pn,OPn(d)), P z→ {si =

P

xdi
}
i=0,...,n

entre polinomios homogéneos de grado d y las secciones globales de OPn(d).
Del mismo modo, H0(Pn,OPn(d)) = {0} si d < 0 (Ejercicio).
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Secciones de distintos fibrados y Künneth

Sean E → X y F → X fibrados dados por matrices de transición gij y
hij , respectivamente. Dadas s ∈ H0(X,E) y t ∈ H0(X,F ) definidas por
si = gijsj y ti = hijtj , entonces

si ⊗ ti = (gijsj)⊗ (hijtj) def= (gij ⊗ hij)(sj ⊗ tj),
por lo que obtenemos una sección s⊗ t ∈ H0(X,E ⊗ F ).

En general (s, t)↦ s⊗ t no es inyectiva ni sobreyectiva. E.g. si X = Pn,
E = OPn(1) y F = OPn(−1), entonces E ⊗ F ≅ kX . En particular,

H0(X,E ⊗ F ) ≅ Γ(Pn,OPn) ≅ k ≠H0(X,E)⊗k H0(X,F ) = {0}.

Ejercicio* (fórmula de Künneth): Probar que

H0(X,E)⊗k H0(Y,F ) ≅ H0(X × Y,E ⊠ F ),
con E ⊠F ∶= pr∗X(E)⊗ pr∗Y (F ) el producto tensorial exterior de E y F .
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Criterio de trivialidad para L ∈ Pic(X)

Sea L ∈ Pic(X). Entonces, L es trivial (i.e., L ≅X ×A1) si y sólo si
∃s ∈ H0(X,L) que no se anula nunca, i.e., s(x) ≠ 0 en Lx ≅ k ∀x ∈X.

En efecto, en tal caso podemos trivializar L globalmente usando s:
(x, t)
X ×A1

pr1 &&

∼ //

� // ts(x)
L

p
yy

X

Caso particular importante: Sea X variedad irreducible con Γ(X,OX) ≅ k
(e.g. proyectiva). En tal caso, si L→X es un fibrado en rectas tal que

1 ∃s ∈ H0(X,L) ∖ {0} (i.e., ∃x0 ∈X tal que s(x0) ≠ 0).
2 ∃t ∈ H0(X,L∨) ∖ {0} (i.e., ∃x1 ∈X tal que t(x1) ≠ 0).

Entonces, L ≅ kX es el fibrado en rectas trivial.
En efecto, H0(X,L) ⊗k H0(X,L∨) Ð→ H0(X,L ⊗ L∨) ≅ Γ(X,OX) ≅ k

define σ(x) ∶= s(x)⊗ t(x) def= s(x)t(x) sección constante nunca nula.
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Haz de secciones

Construcción: Sea E
pÐ→ X un fibrado vectorial de rango r. Definimos el

haz de secciones de E asociando a cada U ⊆X abierto no-vaćıo

E (U) ∶= H0(U,E∣U) def= {s ∶ U → E∣U morfismo regular tal que p ○ s = IdU}.

Como E (U) es un Γ(U,OU) def= OX(U)-módulo, el haz E es un OX -módulo.

Más aún, las trivializaciones

θi ∶ E∣Ui

∼ÐÐ→ Ui ×Ar

inducen isomorfismos de OUi-módulos E ∣Ui ≅ O⊕rUi
, i.e., E es un OX -módulo

localmente libre de rango r (ver Clase 3).

En particular, si L→X es un fibrado en rectas, entonces su haz de secciones
L es un haz invertible (i.e., un OX -módulo localmente libre de rango 1).

Ejemplo importante: Si L = kX def= X × A1 es el fibrado en rectas trivial.
Entonces, por definición L ≅ OX .
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En todo lo que sigue del curso,
OX denota el haz de funciones
regulares o bien el fibrado en

rectas trivial X ×A1

(dependiendo del contexto).



Fibrados versus Haces localmente libres

Sea X variedad algebraica conexa (e.g. irreducible). Entonces la aplicación
E ↦ E define (módulo isomorfismo) una equivalencia entre Vect(X) y la
categoŕıa de OX -módulos localmente libres de rango finito.

En efecto, dado E un OX -módulo localmente libre de rango r, y un cubrim-
iento abierto X = ⋃i∈I Ui tal que φi ∶ E ∣Ui

∼ÐÐ→ O⊕rUi
es un isomorfismo de

OUi-módulos, entonces en Ui ∩Uj ≠ ∅ tenemos

O⊕rUi∩Uj
= (O⊕rUj

)∣Ui∩Uj

φ−1j
∼ //

gij

33

E ∣Ui∩Uj

φi

∼ // (O⊕rUi
)∣Ui∩Uj = O⊕rUi∩Uj

donde las gij
def= φi ○φ−1j ∈ GLr(OUi∩Uj) verifican claramente la condición de

cociclo gijgjk = gik en Ui ∩Uj ∩Uk.

Aśı, podemos definir un fibrado E →X a partir de las matrices de transición
gij(x), y por construcción el haz de secciones de E es isomorfo a E .
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Tallos de E versus Fibras de E

Sea E →X un fibrado vectorial, y sea E el haz de secciones asociado.

⋅ x

t ∈ mxEx

Ex ≅ Ar

s ∈ Ex

s

Para x ∈X, sea mxEx ⊆ Ex el ideal de gérmenes de secciones que se anulan
en x ∈X. Entonces, tenemos una aplicación k-lineal sobreyectiva

evx ∶ Ex↠ Ex, sz→ s(x)
con ker(evx) def= mxEx, de donde deducimos que

Ex/mxEx ≅ Ex para todo x ∈X.
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