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32.13 ESPACIO TANGENTE DE
ZARISKI, VARIEDADES SUAVES Y
SINGULARES
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ESPACIO COTANGENTE

Sea z € X punto suave, n := dim,(X). Decimos que uy,...,u, € Ox 4 son
coordenadas locales en x € X si sus imagenes! en el cociente m,/m2 son
linealmente independientes.

Equivalentemente, si definimos el espacio cotangente de x € X como
Q%(,a: 5= (TxX)Vv

Ui, ..., un € Ox 5 son coordenadas locales si sus diferenciales d,us, ..., du,
son linealmente independientes en Q%  (i.e., forman una base).

Mas atin, si @ # U S X,¢g abierto afin de puntos suaves y uy,...,u, € O(U)
son funciones regulares, entonces decimos que u1,...,u, son coordenadas
(o parametros) locales en el abierto U si las imagenes de las funciones
Ul,..., Uy en Ox , son coordenadas locales para todo x € U.

'Recordar que si f € Ox . entonces fo := f — f(x) € m, es su imagen en m,.
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SUAVIDAD Y COORDENADAS LOCALES

Sea X variedad irreducible, dim(X) =n, y U € X,¢, abierto afin. Si
Ul,...,up € O(U) son coordenadas locales, Vm € {1,...,n} la subvariedad

Zm ={xeU, ui(z) = =up(z) =0} cU es suave de dim(Z,,) =n—-m.

Prueba: El espacio tangente de Z; = {u; = 0} (hipersuperficie) es T,,Z; =
ker(dyuy), un sub-e.v. de dimensién n—1 en T, X. Asi, Z; es suave pues
dim,(Z1) =n-1 Vo € U (Krull). Las us|z,,...,us|z, son coordenadas
locales en Zq, por lo que el resultado se obtiene por induccién. Ol

Recuerdo (variedades suaves son localmente interseccion completa)

Si X variedad suave e irreducible de dim(X) =ny Z ¢ X subvariedad
cerrada suave e irreducible de codimx(Z) =r (i.e., dim(Z) =n-7r),

Z=V(uy,...,u.)

loc

para ciertas coordenadas locales w1, ..., u, en un abierto afin U ¢ X.
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BLOW-UP (VERSION GENERAL)

Sea X variedad algebraica suave irreducible de dim(X) =n, y Z ¢ X subvar-
iedad cerrada suave irreducible de codimx (Z) = r, con le V(ug,...,u.)

en coordenadas locales u1, ..., u, en un abierto afin U ¢ X.

El blow-up de U (afin) a lo largo de la interseccion completa Z nU es la
subvariedad de U x P"~! dada por

U={(z,y) eUxP, ui(z)y; = u;j(x)y; para todos i,j=1,...,7}
y donde la primera proyeccién e : U —> U es un morfismo birracional.

Usando lo visto hasta ahora (Ejercicio) se prueba que U vy el conjunto ex-
cepcional Ey = ! (ZnU) son suave e irreducibles, con dim(Ey) =n - 1.



BLOW-UP (VERSION GENERAL)

Si V(v1,...,v,) son otras ecuaciones locales de Z en V ¢ X abierto afin,
Uleerwnvy 2 Vet wavy:-
Luego, obtenemos un atlas algebraico que nos permite definir globalmente
£:Blz(X) — X,
el blow-up de X a lo largo de Z. Mas atin, E := Exc(¢) :=e71(Z) es la
hipersuperficie excepcional® que cumple:
@ Blz(X)\E= X\ Zyademss ¢ !(z) 2 P""! para todo z € Z.
Q@ Ly = (ZnU) xP"~! (pero no globalmente, en general).

2Mas adelante, cuando estemos mas maduros, lo llamaremos divisor excepcional.



RESOLUCION DE SINGULARIDADES

Cultura general

Sea X variedad algebraica proyectiva irreducible. Una resolucién de
singularidades de X es un morfismo birracional f:Y — X tal que:
© Y es una variedad algebraica proyectiva suave e irreducible.
(2] f‘l(Xreg) = Xreg €s un isomorfismo.
© E:= f1(Xsing) es una hipersuperficie con “simple normal crossings”
(SNC), i.e., si E = Ej u---uU E, componentes irreducibles de E, cada
E; es una hipersuperficie suave de Y y cada y € E posee coord.
locales (uq,...,u,) tales que E|: {uy1---ug = 0} para cierto k < n.




RESOLUCION DE SINGULARIDADES

Teorema (Hironaka, 1964)

Si car(k) = 0 toda variedad proyectiva posee resolucién de singularidades.

Si car(k) =p >0, hoy en dia sabemos que toda variedad proyectiva de
dimension < 3 admite una resolucién de singularidades, gracias a los
trabajos de Abhyankar (1956, 1966) y de Cossart y Piltant (2008, 2009).




82.14 MORFISMOS SUAVES Y
TEOREMA DE BERTINI
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REGLA DE LA CADENA Y rg(d,f)

Si f: X - Y regulary x € X, el pullback f*: 0y, — Ox4, u—uof,
donde y = f(z), induce una aplicacién k-lineal

dof :To X — T,Y, D— Do f~,
el diferencial de f en z € X. Ademas, si g: Y — Z es otro morfismo regular,
dy(go f)=(dyg)o(dsf) (regla de la cadena)

Ejemplo: Sea f : X — Y morfismo regular entre variedades suaves irre-
ducibles y x € X. Si consideramos

X, = f'(f(x)), i.e. la fibra de f que pasa por = € X,

entonces X, — X L, ¥ Ia funcién constante de valor flz)eY.

— [xl-]

L f

X,

Y

Y




REGLA DE LA CADENA Y rg(d,f)

0% dy(fot) =du(f) ody(1), ie., Im(dye) Cker(dyf :ToX — T,Y),
donde dyt: T, X, - T, X, D+~ Do.* es inyectiva, y por ende
rg(dye) < dimg(kerd, f), i.e., dimy (7, X;) < dim(X) —rg(d,f).
La desigualdad puede ser estricta: si car(k) #2, p=(x,y,2) y
A3 A2 . 2 2 [ O 0 1
fA Aa (l‘,y,Z) (Z,LEZ-Fy), con Jf(p)_(2{1;‘2’ 2y $2 )

d,f es sobreyectiva salvo si zy =y =0, en cuyo caso rg(d,f) = 1.
Por otro lado, la fibra del punto (a,b) € A? es la curva algebraica

X(ap) = V(az® +y? -b) c A’ =2 {z=a} c A®
Por lo que si b =0 entonces X, ) es singular (dos rectas) salvo si a =b =0,
pues X0y = V(y?) = V(y) es una recta (doble). Asi®,

X — N, 2 — dimg (7, (X)) no es semi-continua superior

3La fibra conjuntista no percibe multiplicidades, es mucho mejor la fibra esquematica.
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SEMI-CONTINUIDAD SUPERIOR DE dimy ker(d, f)

Sea f: X — Y morfismo regular. Entonces,
X — N, z +— dimy ker(d, f) es semi-continua superior, i.e.,

para todo 7 € N el conjunto {x € X, dimker(d,f) >} es cerrado en X.

Prueba: La afirmacién es local, por lo que podemos suponer que X ¢ A"
e Y ¢ A™ son afines, con Z(X) = (g1,...,9s) y f : A > A™ dado por
f=(f1,---,fm)- El conjunto en cuestién esta dado por la condicién

dgz
dimy, (ker( 99, -) N ker( 53+ Ofi )) >r, ie., rg( (8f1 ) ) <n-r
9X;

que es una condicién cerrada en X. O
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MORFISMOS SUAVES Y ETALE

Definicién (morfismo suave y morfismo étale)

Sean X e Y variedades algebraicas suaves e irreducibles. Un morfismo
regular f: X - Y es suave en x € X si el diferencial?

dof : TeX > Tp)Y es sobreyectivo
y que f es un morfismo suave si es suave para todo punto = € X.

Un morfismo étale es un morfismo suave f: X — Y de dimensién relativa
cero, i.e., tal que dim(f~'(y)) =0 para todo y € Y.

?El conjunto de z € X donde un morfismo regular f: X — Y es suave es un abierto.

Cultura general

La nocién de morfismo suave es el andlogo de submersién en Geometria
Diferencial, y la nocién de morfismo étale es la version algebraica de los
revestimientos (o cubrimientos) topoldgicos.
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EJEMPLOS

@ Composiciéon de morfismos suaves (resp. étale) es suave (resp. étale).
@ Si X e Y variedades suaves e irreducibles, las proyecciones
pri: X xY » Xy prg: X xY »Y
son morfismos suaves.
Q Si f: Al - Al, 29 entonces f'(z) = dx® . Sicar(k)=p>0

divide a d, entonces f no es suave en ningin punto. Si car(k) no
divide a d, entonces f es suave para todo x # 0.

@ Lainclusién ¢: A1\ {0} = A es un morfismo étale, pero no es un
morfismo finito (la imagen no es cerrada).
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PROPIEDADES DE MORFISMOS SUAVES

Sea f: X — Y morfismo suave con X e Y suaves e irreducibles. Entonces:
@ Toda fibra no-vacia f~!(y) es de dimensién pura dim(X) - dim(Y").
Q T.(X,)zker(d,f) Vre X, con X, = f1(f(x)).
© f es un morfismo dominante (i.e., con imagen densa).

Q Si Z cY sub-variedad cerrada suave, entonces f71(Z) es suave.

Asi, toda fibra no-vacia es suave y de dimensién pura dim(X) — dim(Y").
4

Prueba: Sea X, := f~'(f(x)), donde la composicién X, — X Ly cumple

def

dim, (X3) < dimg (7, X5) = rg(dye) < dimyg ker(dy f)=dim(X) — dim(Y),

donde “=" se obtiene por el teorema del rango y que d, f es sobreyectiva.
Ya vimos antes que dim,(X,) > dim(X) - dim(f(X)), por lo que

dim(X)-dim(Y) < dim(X)-dim(f(X)) < dimg(X,) < dim(X)-dim(Y),
i,e., (1), (2) y (3) se verifican.



PROPIEDADES DE MORFISMOS SUAVES

Para (4): Sea Z ¢ Y cerrada suave de codimy (Z) = r y sea w € f1(Z).
Como dy (flf-1(2)) : Tof (2) - T't(w)Z es lineal, por Teorema del rango

dimy, T, f~(Z) — dimy ke (du f| -1 (w)) = dimg (du f) (T f 7 (2)),

con dimy,(dw f)(Twf1(2)) < dimy, TtwyZ = dim(Z) pues Z es suave.
Por otra parte, dimy ker(dy f|f-1(z)) < dimy ker(d, f), donde se verifica
que dimy ker(d,, f) = dim(X) — dim(Y") pues f morfismo suave. Asi,

dimy, T f1(Z) < dim(X) - r (%).

Siuq,...,u, coord. locales es una vecindad afin f(w) e V ¢ Y, tal que ZnV
irreducible y dado por la interseccién completa ZnV =V (uq,...,u,),

X0 fUD)EV (uro f, ... upo f) en fTH(V) c X, Asi,
dimy,(fH(2)) 2 dim(X) —r  (*%).
Asi, las desigualdades (x) y (x*) nos permiten probar (4). O
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DURANTE EL RESTO DE LA CLASE,
car(k) =0 (E.G. k=C).



LEMA TECNICO (CF. LEMA DE SARD)

Sea f: X - Y regular dominante entre variedades irreducibles. Entonces,
3 abiertos no-vacios suaves V C Yo y U € X, con U € FHV) y con

[l : U — V morfismo suave.

Prueba: La afirmacién es local, por lo asumimos X e Y afines suaves. Sea
f* k(YY) > k(X) extension de cuerpos y ui,...,Up—m € k(X) base de
trascendencia sobre k(Y'). Achicando X, asumimos uj, ..., Up—m € O(X)
yasi O(Y) = O(Y)[u1,...,un-m] = O(X), i.e., f se factoriza como
XL z=yxAmm sy

Dado que f=mo gy que 7 es suave, basta probar que g: X — Z es suave:
Como ¢* : k(Z) = k(X) es finita y separable (pues car(k) = 0), existe
t e k(X) tal que k(X) = k(Z)(t) (elemento primitivo) con P € k(Z)[T]
tal que P(t) =0. Achicando Y, asumimos que P € 0(Z)[T] y asi

k(X) 2Fr(0(Z2)[T]/(P)), ie., X ~p V(P) < Z x Al
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LEMA TECNICO (CF. LEMA DE SARD)

Considerando un abierto denso, podemos asumir X = V(P) c Z x Al y asi
g: X =V(P) L zx Al 2, 7

Para concluir, notamos que en el punto = (z,t) € X ¢ Z x A!, el espacio

tangente T, X € T,Z @ k esta dado por el kernel de la aplicacion lineal

(B2 @) %)

Comod,g: T, X — T.Z esté inducida (mediante restriccién) por la proyeccion

0 0 0 0
LZok> L7, (55 o5 ar) — (a8 1 595 )»
tenemos que g es suave en cualquier punto z = (2,t) tal que é)g(z t) #0,
lo cual siempre es posible en car(k) = 0. O

oT




SUAVIDAD GENERICA (CF. LEMA DE SARD)

Teorema de suavidad genérica (car(k) =0)

Sea f: X - Y dominante entre variedades irreducibles. Para r € N sea
Zy :={x e X tal que rg(d,f) <r}cX.

Entonces, dim(f(Z,)) <r. Asi, 3 abierto denso suave V C Y, tal que

Fl1 (V) Xreg © FH(V)n Xreg — V morfismo suave.

Prueba: Sean Y’ ¢ f(Z,) y X' € Z,.n f1(Y") componentes irred. tal que
fr=flx: X' — Y’ sea dominante.

Lema técnico: 3 punto suave z € X' tal que f,.(z) es suave en Y’ y tal que

dpfr : Tu X" — T} ()Y sobreyectivo. Lo anterior es una propiedad abierta,

por lo que podemos suponer que z € Z,.. Luego:

dim(Y") < dimy, Ty, ()Y = rg(de fr) < vg(def) <.
Por dltimo, basta considerar el cerrado propio Z := Zgin(y)-1 ¢ Y para
obtener un abierto denso V' := Yiee N (Y \ Z) sobre el cual f es suave. [
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EN car(k) =0, ST X VARIEDAD SUAVE
E IRREDUCIBLE, LA FIBRA GENERAL
DE UN MORFISMO DOMINANTE
f: X - Y ES SUAVE.



PREIMAGEN DE HIPERPLANOS

Sea X variedad suave e irreducible y f: X — P(V') morfismo regular. Si
[H] eP(VV) es un hiperplano general, entonces f~'(H) es suave. J

Prueba: Supongamos dim(X) > 1 y consideremos la variedad de incidencia
I:={(z,[H])e X xP(V") tal que f(z)e H}.

Para (x,[H]) € I elegimos coord. de V = k™! tal que f(z) =[0,...,0,1]
y H={xg=0}. Asi, 3z €U € X abiertoy fo,..., fn-1:U — k regulares

f(x)=1[fo(x),..., fn-1(x),1] para todo = € U.
Todo hiperplano en una vecindad [H] € W c P(VY) tiene ecuacién
T+ a1x1 + -+ apxy, = 0.
Luego, I esta definida en una vecindad U x W de (z,[H]) por la ecuacién
{P:= fo(x) +arf1(x) + -+ apn-1fn-1(x) +a, =0} €U x A"

Como gTP =1+0, el Criterio Jacobiano implica que I es suave.
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PREIMAGEN DE HIPERPLANOS

I irreducible: considerar la proyeccién 7 := pry : I - X y notar que Yo € X
7N z2) E{[H] e P(VV) tal que f(z) e H}
= {[ag,...,a,] € P" tal que fo(x)ag+ -+ fn(x)an = 0} 2 P71,

i.e., cada fibra de 7 es un hiperplano. Asi, el Criterio de irreducibilidad
usando fibras implica que I irreducible de dimension dim(X) +n - 1.

Finalmente, consideramos la segunda proyeccién
gi=pry: I — P(VY)

y notar que g ([H]) < f~1(H), por lo que la fibra general es vacia o bien
g es dominante. En este tltimo caso tenemos que f~!(H) es suave para H
general (suavidad genérica). O
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TEOREMA DE BERTINI

Teorema de Bertini (1923)

Sea X ¢ P" suave e irreducible de dim(X) > 1y H un hiperplano general
de P". Entonces, la seccién hiperplana X n H es suave?.

“El resultado también es cierto en car(k) = p > 0 (Kleiman, 1974).

Prueba en car(k) = 0: Aplicar el resultado anterior a la inclusién f : X — P",
donde f'(H)S'X nH. O

Cultura general (Teoremas tipo Bertini)

Hay muchos resultados afirmando que cierta propiedad de X (suavidad,
irreducibilidad, conexidad, etc) se preserva al considerar secciones X n H
por hiperplanos (generales o arbitrarios). Por ejemplo,

Si X irreducible y f: X — P" regular tal que dim(f(X)) > 2, para todo
hiperplano general de P" se tiene que f~'(H) es irreducible.
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