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ESPACIO TANGENTE DE ZARISKI

Sea X variedad algebraica y x € X. Recordemos que el tallo Ox, de
gérmenes de funciones regulares es una k-algebra con tnico ideal maximal

m, = {f € Ox, tal que f(z) =0} con Ox ,/m, = k.

Definicién (vector tangente)

Un vector tangente en x es una aplicacién k-lineal D : Ox , — k que
cumple la regla de Leibniz

D(fg) = f(x)D(g) + g(x)D(f) para todos f,g € Ox .

El espacio tangente de Zariski en x € X es el k-e.v. dado por

T, X :={D: Ox 4 — k vector tangente en z € X }.
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EL ISOMORFISMO T, X = (m,/m2)V

Para todo x € X hay un isomorfismo canénico de k-e.v.
T, X = (mg/m2)".

En particular, dimy (7,X) < co.

Prueba: Sea D : Ox , — k un vector tangente. Notar que D(1) = D(1-1) =
D(1)+D(1) =0y asi D(A) =AD(1) =0 VYA € k. Notar que si f,g €em,
entonces D(fg) =0 (Leibniz), i.e., m2 ¢ ker(D|y,,) de donde obtenemos

D:mg/m —k, [f]— D(f) en (my/m2)".
Veamos que ¢ : T, X —> (m,/m2)Y, D —> D es un isomorfismo:

Inyectividad: Todo f € Ox, se escribe como f = f(z) + fo con fy € my.
©(D)='D =0 implica D(f) <" D(f(z))+D(fo) =0, pues f(x) e ky D = 0.
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EL ISOMORFISMO T, X = (m,/m2)V

Sobreyectividad: Sea V : m,/m2 — k lineal. Para f ¢ Ox , escribimos
fo:= f— f(x) € my y definimos D(f) := V([fo]), donde [fo] € m,/m2.
Asi, para todos f,g € Ox ,:
0 = V([fog0]) = D(fogo) €V ([fg - f(x)g—g(z)f + f(z)g(x))
=D(fg) - f(z)D(g) - g(x)D(f),
ie., DeT,X yademéds p(D)Ev.

Finitud: Como Ox , es un anillo noetheriano!, m, es un ideal finitamente

generado por ciertos uq,...,un € m,, por lo que sus imagenes en el cociente
[u1],...,[un] € mz/m2 son generadoras como k & Ox ,/m;-médulo. [
Por definicién (Ejercicio) si X e Y son variedades algebraicas, z € X e
yeY entonces T, (X xY) 2T, X0 T,Y. J

!Si x e U ¢ X vecindad abierta, Ox . es la localizacién en m, del anillo noetheriano
O(U), y luego noetheriano también.



DIFERENCIAL Y MATRIZ JACOBIANA

Definicién (diferencial)

Sea f: X — Y morfismo regular y z € X. Entonces, el morfismo de
k-algebras f* : Oy f(y) > Ox z, u—> uo f induce una aplicacién k-lineal

dof : To X — Tpz)Y, D Do f*

llamada el diferencial de f en z ¢ X.

Ejemplo: Sea p = (p1,...,pn) € A" con ideal my, = (X1 -p1,..., Xn —pn).
Q T,A" = k" con base canénica D; (f) = a (p) Asi toda D € T,A"
esta dada por f — alBX (p) +- + anas— BX L (p) para ciertos a; € k.
Q@ Sif:A" > A"z (fi(x),..., fm(x)) regular, entonces la matriz
de d,f : T)A" 2 k™ — T,y A™ 2 k™ resp. a la base anterior es

J(p) = (5)%(17))1< € M,xn (k) la matriz jacobiana de f.
J <m

1<j<n



a o
e SE definen

imponiendo QUE SE CUMPLAN LAS
REGLAS USUALES DE CALCULO (E.G.

o (X7 nX 5%(X;) 08Iizj).




EL ISOMORFISMO T, X = ker(d,[)

Sea X c A" afin con Z(X) = (f1,..., fm) € O(A™), y sea x € X. Entonces
T, X zker(d,f) donde f: A" - A™ pw (fi(p),..., fm(p)).
Prueba: 0(X) = 0(A")/Z(X) implica Ox 5 = Opn o/(f1,..., fm) y asi un

vector tangente de X en x se identifica con un vector tangente de A" en z
que se anula en (f1,..., fm), i.e.,

ToX = {D e T,A" = k™ tal que D(/f;) = 0 para todo i} “'ker(d,f). [
Ejemplo (cuspide): Sea C = {(z,y) € A2, 4% = 23} con Z(C) = (Y2-X3).
y

1 sip#(0,0)

dim(7,C) :{ 2 sip=(0,0)

Si f(z,y)=y*>-2°y p=(a,b) € C, entonces d,,f = (-3a* 2b).




SEMI-CONTINUIDAD SUPERIOR DE dimy(7,X)

Sea X una variedad algebraica. Entonces, la funcién
X — N, z+— dimg (7, X) es semi-continua superior,

i.e., {r € X tal que dimy(7,X) >r} es cerrado para todo r € N.
En particular, dimy (7, X) es minimal es un abierto de X.

Prueba: La afirmacién es local, por lo que asumimos X < A" afin con

Z(X)={(f1,---,fm)- El resultado anterior y el teorema del rango implican
a 8f2 def
dimg (T2 X) =n -rg (z) =n—rg(Js(x)) para todo z € X.
0X; Ligm
<j<n

La funcién x ~ rg(J¢(x)) es semi-continua inferior pues rg(J¢(x)) > s
<> 3 sub-determinante s x s no-nulo (condicién abierta Zariski). O



;, VALOR MINIMAL DE dimy(7,X)?



TEOREMA DEL ELEMENTO PRIMITIVO

Sea K ¢ L extension algebraica de cuerpos (i.e., Va € L, 3P € K[X] tal que
P(a) =0 en L). Decimos que K < L es separable si Va € L el polinomio
minimal P, € K[X] no posee raices miltiples en la clausura algebraica K.
Tenemos que:

@ Esto equivale a que la derivada (formal) P, € K[X] no es = 0. Luego,
si car(K') = 0 toda extension algebraica de K es separable.

@ Si k algebraicamente cerrado y k ¢ K es una extensién generada por
finitos elementos, 3 base de trascendencia B = {z1,...,2,} ¢ K tal
que la extension algebraica k(B) ¢ K es separable.

Hecho (Teorema del elemento primitivo)

Sea K ¢ L una extension finita (y luego algebraica) separable. Entonces,
3f e L tal que L= K(f).
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REDUCCION AL CASO DE HIPERSUPERFICIES

Sea X variedad algebraica irreducible de dimensién n. Entonces, X es
birracional a una hipersuperficie V(f) € A"*! con f e O(A™) irreducible.J

Prueba: El enunciado es birracional, por lo que asumimos X afin. Como
tr.deg, (k(X)) =n, 3x1,...,2, € k(X) base de trascendencia tal que

E(A"™) 2 k(x1,...,2,) € k(X) extensién finita y separable.

Luego, Ju € k(X) (elemento primitivo) tal que k(X) = k(A")(u), y sea
F € k(A™)[T] su polinomio minimal. Despejando denominadores:

f(T) = agT"+a, T" 1 +-+a, con a; € O(A™), ie., fe O(A™1) irreducible.
Asi, k(X)) =2 k(AM[T]/(f), ie, k(X)2k(Z) con Z:=V(f)c A" [

Toda curva algebraica irreducible es birracional (pero no necesariamente
isomorfa) a una curva plana, i.e., una curva irreducible C en A% o P2.

9/20



EXISTENCIA DE PUNTOS SUAVES

Teorema

Sea X una variedad algebraica. Entonces, para todo z € X se tiene que
dim, (X) < dimg (7, X).

Mas adn, la igualdad se satisface en un abierto denso de X.

Prueba: (Caso X irreducible, dim(X) = n): Como el valor minimal de
x ~ dimy (T, X) es un invariante birracional, asumimos X = V(f) ¢ A"*!
hipersuperficie irreducible. Asi,

dim(7,X) = dimg(kerd, f) =n+1 —rg(a—f(m) S (ac)) =n,

0X4 0Xn+1
excepto si (;)7/(95) =0 paratodoie{l,...,n+1}y Ve X. En tal caso:
Consideremos el ideal jacobiano J := (aa—){l, co e BX +1> c O(A™).

Notar que si X = V(f) c V(J), entonces J €+/J ¢ (f) (Nullstellensatz).
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EXISTENCIA DE PUNTOS SUAVES

Asi, f debe dividir a 2L Vi, i.e., todas las derivadas parciales de f son = 0.
0X;

Si car(k) = 0, entonces f constante. Si car(k) = p > 0, entonces f es un

polinomio en las variables X7,..., X” | i.e., usando multi-indices

f=YamXE" = Y XE" = (L bmX™)" = ¢,

lo cual contradice el hecho que f es irreducible.

(Caso X general): Sean X = X; u---uU X, componentes irreducibles. Si
x € X7 U--u Xy entonces dim(X;) < dimy (7, X;) < dim(7,X) Vi, y por
ende dim,(X) < dim(7,X).

Mas ain, en cada X; hay un abierto denso U; € X; donde se verifica que
dim(X;) = dimg (7, X;). En particular, en el abierto denso U := U, U; se
tiene que dim,(X) = dimy (7, X) para todo x € U. O
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PUNTOS SUAVES Y PUNTOS SINGULARES

La siguiente es una de las definiciones fundamentales del curso:

Definicién

Sea X una variedad algebraica. Decimos que x € X
Q Es un punto suave si dim,(X) = dimy (7, X).
@ Es un punto singular si dim, (X)) < dimg (7, X).
Denotamos por X,¢; € X al abierto denso formado por los puntos suaves

de X, y denotamos por Xging ¢ X (o por Sing(X)) al cerrado propio
formado por los puntos singulares de X. Finalmente, decimos que:

© X es una variedad algebraica suave si Xy, = @.

© X es una variedad algebraica singular si X, # @.
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EJEMPLOS

@ Como T, (X xY) 2T, X&T,Y, (v,y) € X xY es suave siy sélo
size X eyeY son puntos suaves. En particular,

(X X Y)sing = (Xsing X Y) U (X X Y;ing)-
Q@ SiX=V(f)cA" hipersuperficie Xsing € X € A" esta dado por

f()- ()—

Notar que si f = fl---fr po||nom|os irreducibles, entonces (Leibniz)
implica que todo z € V/(f;) nV(f;), con i # j, es singular.

Q@ SiX=V(f)cP” hipersuperficie Xsing € X € P" esta dado por

£(0) = g (a) == o

)=0en A"

() =0en P".
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EJEMPLOS

Si car(k) no divide d = gr(f), entonces X, esta dado por

9f N n
8—X0(a:)— (x) 0 en P".

3X

En efecto, si 2 € X con (por ej.) 20 # 0, i.e., z € UgE {zg#0} 2 A" cP"y
X nUy=V(g) con g(z1,...,2,) = f(1,21,...,25), entonces x € Xin, Si
y sélo si %(Cﬂ) = ﬁ(z) =0 Vi. Como f homogéneo de grado d

d- f(z) ZX :1:) (férmula de Euler)

implica que si f(z) = 8X1 L(g)=- = aan(w) =0, entonces ;Tf(x) =0.

Reciprocamente, si car(k) no divide a d, entonces las ecuaciones aX L(z)=0
para todo i € {0,...,n} implican que f(x) = 0.
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CRITERIO JACOBIANO

Sea X ¢ A" afin con Z(X) = (f1,..., fm)- El criterio jacobiano establece

def

x € X es suave si y sélo si rg(Jy(z)) = n - dim,(X) = codim, (X).

Aqui, J¢(z) = (53;3 (x))w es la matriz jacobiana. En efecto, se tiene que

dimy (T X) =n -rg(J¢(x)) > dim,(X)
para todo x € X. En particular:

@ Si X cP" es una variedad proyectiva con Z(X) = (f1,..., fi) ideal
homogéneo, x € X es suave si y sélo si rg(Jy(z)) = n - dim, (X).

@ Si X subvariedad cerrada de A™ o P" con ideal Z(X) = (f1,..., fm),
entonces n —m < dim,(X) (n° ecuaciones). Asi, si X es interseccion
completa de dimension d =n —m en A™ o P" el criterio jacobiano es:

x € X suave < 1g(Jp(x)) =m, con m =n° ecuaciones de X.
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ESPACIOS HOMOGENEOS

Sea G un grupo algebraico. Una variedad X es espacio homogéneo re-
specto a (G si existe una accién regular G x X — X transitiva. En este caso,
X es una variedad suave (Ejercicio).

Hint: Sea x € X,cs # @ punto suave. Si x € X arbitrario, entonces (gracias
la accién transitiva de G) 3 xg e U y = € U abiertos con Uy 2 U.

Caso particular importante: Si X = G, entonces G es homogéneo respecto
a si mismo, y en particular es suave. Como consecuencia:

@ Toda variedad abeliana es suave y los grupos algebraicos de matrices
(e.g. GL,(k), PGL,(k), SL,(k), etc.) son suaves.

@ La grassmanniana Gr(m,n) es suave, pues es homogénea respecto a
la accion natural de GL,, (k).
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TEOREMA DE NAGATA Y AUSLANDER-BUCHSBAUM

Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m, y k = A/m. Entonces,
dimg(A) < dimk(m/mQ) (por Lema de Nakayama).

Decimos que (A, m) es un anillo regular si dimg,(A) = dim(m/m?).
Asi, si X es una variedad algebraica

Si z € X punto suave, entonces (Ox ,,m,) es un anillo regular.

Teorema (Nagata 1958, Auslander-Buchsbaum 1959)

Todo (A, m) anillo regular es un DFU (o anillo factorial).

Asi, si x € X punto suave entonces O , es un DFU y luego X es localmente
irreducible: x € X pertenece a una tinica componente irreducible de X.

Si Q={(z,y,2) e A3, 22 + y? + 22 = 0} cono sobre una cénica en P? y
p=(0,0,0) entonces 0, no es factorial (Ejercicio). J
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PUNTOS SUAVES = INTERSECCION COMPLETA

loc

Sea X variedad algebraica y 2 € X punto suave con dim,(X) =m.
Entonces, 3x € U ¢ X vecindad afin y un isomorfismo

p:UcX —>VcY, zrp(x)=y

conVeY =V(fi,..., fn-m) S A" afl’nyrg((afl (y)) ):n—m en y.

Prueba: Basta considerar X ¢ A™ afin con Z(X) = (f1,..., fr). Asi, el

criterio jacobiano implica rg(( OJ; (gc)) ) =n—m, i.e.,, 3 una sub-matriz
(n—=m) x (n—m) de dicho rango. Si, por ejemplo, los f1,..., fin_n tienen
matriz jacobiana de rango n—m en x € X definimos Y :=V(f1,..., fin-n)-
Por construccién, Y es suave en una vecindad de z € X, dim,(Y) =m, y

contiene a X que es de la misma dimensién. Como X e Y son localmente
irreducibles en x € X, ellas coinciden en una vecindad de dicho punto. [
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RECIPROCO DEL TEOREMA DE KRULL

Otro resultado importante es un reciproco local al Teorema de Krull: hiper-
superficies en variedades suaves estan definidas localmente por una ecuacién.

Hecho (variedades de codimensién 1 son localmente V' (f))

Sea X variedad algebraica irreducible e Y € X subvariedad cerrada de
codimension pura 1. Sea y € Y tal que y € X,¢; s un punto suave en X.
Entonces, 3y € U € X abierto afiny f:U — k regular con Z(UNnY') = (f).

Esto es falso en variedades singulares. Si X = {(x,y,2) € A3, 22 = zy} c A3

b
‘ pel=A

Aqui, X es singular en p = (0,0,0) y contiene L = {x = 2 = 0} = A'. Dicha
recta no esta definida por una tnica ecuacién en Ox , (Ejercicio).
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GEOMETRIA BIRRACIONAL DE CURVAS

Una consecuencia importante del hecho anterior es:

Sea f: X ->Y aplicacién racional, donde X variedad algebraica
irreducible suave e Y variedad proyectiva. Entonces, el cerrado

Z = X ~ Dom(f) €'Exc(f) (i.e., donde f no esta definida)
es de codimy (Z) > 2. Asi, si dim(X) =1 entonces f: X — Y es regular.

Prueba: Localmente podemos escribir
f(@) = [fo(2),..., fn(z)] e Y < PV

Si los f; = 0 en alguna componente irreducible W ¢ Z de codimensién 1,
consideramos z € Wy {u = 0} ecuacién local de W en z. Entonces, f; = ug;
en k(X) yasi [fo,..., fn]=1[90,--.,9n] esta bien definida en ze W. [

Si X e Y son curvas algebraicas proyectivas suaves e irreducibles,
X ~pir Y son birracionales si y sélo si X @Y son isomorfas. J
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