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§2.11 DIMENSION Y MORFISMOS
FINITOS
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GOING-UP Y GOING-DOWN

Figure: A. GROTHENDIECK y M. ATIYAH, ambos Medalla Fields en 1966.
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GOING-UP Y GOING-DOWN

Recordemos que Emmy Noether prueba que para toda X ¢ A" variedad
algebraica afin existe un morfismo finito sobreyectivo

f:X > A? para cierto d € N.
Mas adn, si X ¢ A" cerrado propio, d < n. También necesitaremos:

Lema de Going-up y Going-down (Cohen-Seidenberg, 1946)

Sea f: X — Y morfismo finito sobreyectivo. Entonces,
Q VY'Y cerrado irred., 3X’ ¢ X cerrado irred. tal que f(X') =Y".

@ Si X', X" c X cerrados irreducibles distintos con f(X') = f(X"),
entonces X' y X" no son comparables (i.e.,, X' ¢ X"y X" ¢ X').

Prueba: En (1), escribimos f1(Y’) = Xj u---uU X,, con X; cerrado irred.
Luego, Y' = f(X1) u---U f(X,,) con f(X;) cerrado pues f finito. Como
Y irreducible, Y’ = f(X;) para cierto X; =: X'.

En (2), supongamos que X' ¢ X" yseaxz e X"\ X',
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GOING-UP Y GOING-DOWN

Sea x € U ¢ X" abierto afin, y asi X' nU ¢ X" nU cerrado propio de
Xyp=X"nU,ie., Jue O(Xy) conu(r)#0yu=0en X;;,:=X'nU.

Sea V = f(U), que podemos asumir afin pues f es un morfismo finito, y asi
f:U -V finito que cumple f(X') n V= f(X};) = f(X}%) por hipétesis.

Como u € O(X[;) es entero sobre (W), con W := f(X/}), hay una relacién
ul+ (o) ut ok T () =0en O(X" 0T, (»)

con v; € O(W) y donde asumimos d € N minimal. Como u # 0 en X
entonces f*(vg) = vgo f #0 (pues d minimal).

Como u = 0 en X, entonces (*) implica que f*(vq) =0 en X|;, y luego
f*(vg) =0 en X[} pues f(X') = f(X"), una contradiccion. O



DIMENSION Y MORFISMOS FINITOS

Si f: X — Y morfismo finito sobreyectivo entre variedades irreducibles:
Q dim(X) =dim(Y), y ademas
(2 dimKrull(X) = dimKrull(Y)'

Prueba: En (1): asumimos X e Y afines, pues la dimensién es invariante
birracional. Luego, (X)) entero sobre &(Y') via f*: O(Y) — O(X), de
donde k(X) extensién algebraica de k(Y'). En particular,

tr.degy, (k(X)) = tr.deg, (k(Y)), i.e., dim(X) =dim(Y").

En (2): si Xo ¢ - ¢ Xy cerrados irreducibles en X, consideramos Y € --- ¢
Yy en Y, donde Y; := f(X;) irreducible y cerrado pues f morfismo finito.
Por Cohen-Seidenberg: Y; # Yi11 y luego dimg, (V') > dimg,(X).

Si Yy & -+ ¢ Yy cerrados irreducibles en Y, Cohen-Seidenberg permite hallar
X0 ¢+ ¢ Xy cerrados irreducibles en X: dimy(X) > dimgu(Y). O



COMPARANDO DIMENSIONES

Teorema

Sea X variedad algebraica irreducible. Entonces, dim(X) = dimg,u1(X).

Prueba: Podemos asumir X ¢ A", y procedemos por induccién en n:

Si X ¢ A™ cerrado propio 3f : X — A" morfismo finito sobreyectivo con
m < n (normalizacién de Noether). Luego, mezclando el resultado anterior
y la hipétesis de induccién obtenemos:

dimKrull(X) = dimKrull(Am) = dlm(Am) = dlm(X)
Si X = A" entonces dim(A") = n y dimg,q(A™) > n. Sean Xy ¢ - &
X4 = A" cerrados irreducibles y notar que dimg,1(X4-1) > d—-1. Como
X411 ¢ A" existe f: X431 - A™ morfismo finito sobreyectivo con m < n.

Luego, d-1¢< dimKruu(Xd,l) = dimKrull(Am) =m=sn- 1’ de donde
deducimos que d < n, y asi dimg,,1(A") = n. O

Ejercicio util: Probar que si Z ¢ X cerrado propio, dim(Z) < dim(X). J




KRULL HAUPTIDEALSATZ

Mencionemos el siguiente resultado fundamental de Algebra Conmutativa:

Hecho (Teorema del ideal principal de Krull, 1928)

Si X variedad algebraica irreducible afin y f € &(X) \ {0} no-invertible,
toda componente irreducible de V' (f) ¢ X es de dimensién dim(X) - 1.

Terminologia: Sea X una variedad algebraica irreducible de dim(X) = n.
Decimos que X es una

@ curvasin=1,

@ superficie si n = 2,
© threefold si n =3,

Q fourfold si n =4, etc.

Hablamos de curvas algebraicas, superficies algebraicas, threefolds algebraicos,
etc. para referirse a una variedad algebraica de dichas dimensiones.



§2.12 DIMENSION DE MORFISMOS Y
APLICACIONES
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NUMERO DE ECUACIONES Y DIMENSION

Sea X ¢ P variedad quasi-proyectiva irreducible de dim(X) = n, y sean
fi,.o, fr € k[Xo,...,X,] polinomios homogéneos no-constantes. Si

Y:=XﬂV(f1,...,fr)EX,

cada componente irreducible Z de Y es de dim(Z) >n —r.

Prueba (induccién en r): El caso r = 1 sigue por Teorema de Krull, y luego
asumimos r > 2: Notar que Z < X nV (f1,...,fr-1) y luego Z ¢ W para
cierta W< X nV(fy,..., fr-1) componente irreducible.

Por induccién, dim(W) >n-r+1. Si f,=0en W, dim(Y) = dim(W) >
n-r+1>n-r.Sif, #0en W, considerar z € Z y x € U ¢ W abierto afin:
Como Z y W irreducibles, U es denso, y asi dim(Z) = dim(ZnU) y

dim(W) = dim(U). Sea g, := f.|u # 0, donde Z N U es una componente
irreducible de V (g, ). El Teorema de Krull implica que

dim(ZnU)=dim(U)-12(n-r+1)-1=n-r O
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INTERSECCIONES COMPLETAS

La desigualdad dim(Y") > n —r puede ser estricta: la cubica torcida
C = v3(P!) c P3 esta dada por 3 ecuaciones y dim(C)=1>3-3=0.

Definicién (codimension, intersecciones completas)

Sea X variedad algebraica de dimensién pura n, y Y ¢ X una subvariedad
cerrada. La codimension de Y en X es

codimx (V) :=dim(X) - dim(Y') = n - dim(Y").

Una variedad (quasi-)proyectiva de dimensién n en PV es una interseccién
completa si puede ser definida por ¢ = N — n ecuaciones.

Conjetura (Hartshorne, 1974): abierta incluso si N =n + 2

Sea X c PV variedad proyectiva suave de dimensién n tal que 3n > 2N.
Entonces, X es una intersecciéon completa.

9/20




EJEMPLOS

Sean X e Y variedades irreducibles de dim(X) =n y dim(Y") = m.

©Q dim(X xY') =n+m: Basta asumir X e Y son afines y considerar

(normalizacién de Noether) morfismos sobreyectivos finitos
f: X—>A"yg:Y - A™, donde

fxg: X xY - A™"™ sobreyectivo finito, i.e., dim(X xY') =n +m.

© Si X = V(I) c P" variedad alg. proyectivay C(X) =V (I)c A" el
cono afin de X, dim(C(X)) = dim(X) + 1 (Ejercicio).

Q Si X,Y c AV afines con X nY # @, toda componente irred. Z de
X nY es de dimensién > dim(X) +dim(Y) - NEn+m- N, ie.,

codim(X nY') < codim(X) + codim(Y').

En efecto, X nY = (X xY)nA,n estd dado en X x Y c AN x AV

por las N ecuaciones x; = y; con i€ {1,..., N}. Luego, tenemos que
dim(Z) > dim(X xY) - NEn+m - N.
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EJEMPLOS

Aplicacion importante

Supongamos que X,Y ¢ PV son variedades algebraicas proyectivas, y que
dim(X) +dim(Y’) > N. Entonces, X nY # &.

Prueba: Los conos afines C(X),C(Y) ¢ AN*! son de dimensién n + 1
y m + 1 respectivamente (por (2)). Ademas, 0 e C(X)nC(Y) # @, y
luego (3) implica que cada componente de C(X)nC(Y) es de dimension
>n+1)+(m+1)-(N+1)=n+m-N+12>1. O

Teorema de Bézout (versiéon baby)

Todo par de curvas proyectivas planas C,Cy € P? se intersectan.
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DIMENSION DE FIBRAS

Teorema (semi-continuidad superior de la dimensién)

Sean X e Y variedades irreducibles de dim(X) =n y dim(Y") = m.
Entonces, para todo f: X - Y morfismo regular sobreyectivo se tiene:

@ VyeY, toda componente irred. de f71(y) es de dimensién > n —m.
@ 3V c Y abierto denso con f~!(y) de dimensién pura n—m Vye V.
© Paratodo reN, X, := {z € X tal que dim,(f*(f(x))) =7} es
cerrado en X, i.e., la funcién
§: X — N, z+— dim, (f1(f(x))
es semi-continua superior.

Aqui, para cada Z ¢ X cerrado, definimos

dim,(Z) := rxrl%)i({dim(zz‘)}

donde Z = Z; u---U Z, son las componentes irreducibles de Z.
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DIMENSION DE FIBRAS

En (1): Asumimos Y afiny luego (Noether) 3g: Y - A™ finito sobreyectivo.
Seau: X Ly % am yp:=g(y) e A™ Asi, g7 (p) = {y,21,...,2N}

finitoy u (p) € f 1 (y)uf ' (z1)u---uf'(z,). En particular, componentes
irreducibles de f~(y) son componentes irreducibles de u ™ (p).

Como p = (p1,...,pm) € A™ dado por las m ecuaciones z; — p; = 0, u™(p)
esta dada (en un abierto afin) por z;0u—p; =0 en X. Asi, toda componente
irreducible de v~ (p) es de dimensién > dim(X) - mEn —m. O

En (2): Asumimos X e Y afines. La extension de cuerpos f*: k(Y) < k(X)
es tal que k(X) tiene grado de trascendencia n — m sobre k(Y). Sean
UL, .- Un—m € k(X)) algebraicamente independientes sobre k(Y) y U ¢ X
abierto afin tal que uy, ..., up—m € O(U).

Podemos completar con w11, ..,un hasta generar la k-algebra 0(U)
(y asi U ¢ AN). En particular (las restricciones de) ui,...,uy también
generan el anillo cociente &(f~1(y) nU).
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DIMENSION DE FIBRAS

Restringiéndose, podemos asumir f~!(y) irreducible y luego k(Z) cuerpo,
con Z = f1(y) nU. Veamos que 3V C Y abierto tal que wuy_mms1,--.,uN
son algebraicamente dependientes en k(Z) sobre k (= dim(Z) <n —-m):

Para cada i€ {n-m+1,..., N} hay una relacién polinomial en K := k(Y")
Fi(uj,uty ... ,tup—m)=0en k(X), con F; e K[T,...,Th_m+1]-

En f~1(y) los coeficientes de F; son constantes. Luego, en el abierto V ¢ Y
donde numeradores y denominadores de F; no se anulan: si y € V, cada
ui|f_1(y) es algebraicamente dependiente de u1|f_1(y), .. .,un_m|f_1(y). O

En (3), por induccién en dim(X): Sea r € N. Si r <n—m entonces X, = X
(por (1)) cerrado. Por (2), para r > n—m existe Z ¢ X cerrado con X, ¢ Z.

Luego, g := f|z : Z - W := f(Z) sobreyectiva 'y X, < Z,. sir>n-m. Como
dim(Z) < dim(X), X, € Z es cerrado (por induccién) y asi el conjunto
X, = {x € X tal que dim,(f'(f(z)))>r} c X cerrado. O
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MORFISMOS CERRADOS

Caso particular importante

Sea f: X - Y morfismo regular sobreyectivo entre variedades irreducibles.
Si f es un morfismo cerrado (e.g. si X proyectiva) entonces la funcién
Y = N, y — dim(f!(y)) es semi-continua superior, i.e., para todo r € N

Y, := {y €Y tal que dim(f *(y)) >r} es cerradoen Y.

Prueba: Aqui, Y, d:‘a'ff(XT). Como X, ¢ X es cerrado por el Teorema
anterior y f morfismo cerrado, Y, €Y lo es también. O

Si f:A3 A3 (z,y,2) - (v, (xy - 1)y, (xy - 1)z), Y1 no es cerrado. ]

Terminologia: Sea f : X - Y morfismo regular sobreyectivo entre var-
iedades irreducibles. La dimensién relativa de f en y € Y es dim(f 1 (y)).

Si dim(f~'(y)) =d Vy € Y, decimos que f es de dimensién relativa d, y
escribimos dim( f) := dim(X/Y) := d.
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CRITERIO DE IRREDUCIBILIDAD

Sea f: X —- Y morfismo regular sobreyectivo cerrado. Supogamos que
@ Y esirreducible, y que
@ Todas las fibras de f son irreducibles de la misma dimensién d € N.
Entonces, X es irreducible y dim(X') = dim(Y") + d.

Prueba: Sean X = X; u---u X, componentes irreducibles de X. ParayeY,

di(y) := dim(f; " (y)) donde f; = flx,: Xi > Y,
y donde d*='max;-1._,{di(y)} VyeY. Luego, Y = U}, {y €Y, di(y) > d}
es unién de cerrados. Como Y irreducible, Jig con d;,(y) =d VyeY.
La fibra f; () esta contenida en el cerrado irred. f~1(y), y dim(f~!(y)) =
dlm(flol(y)) por lo que fZO (y) = f1(y) Yy € Y. Deducimos que

XU w=U fm (y) = X;, es irreducible.

yeY yeY

Ademas, por el Teorema anterior d = dim(X) — dim(Y") en este caso. [
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CRITERIO DE IRREDUCIBILIDAD

Ejemplo: Si X una variedad proyectivay f : X - C morfismo no-constante,
con C curva algebraica irreducible, entonces f sobreyectivo y

X, := f71(t) es una hipersuperficie para todo ¢ € C,
i.e., dim(X;) =dim(X) - 1.

Definicién (variedad abeliana)

Una variedad abeliana A es un grupo algebraico? que es proyectivo e
irreducible. Una variedad abeliana de dimensién 1 es una curva eliptica.

“i.e., una variedad algebraica que tiene la estructura de grupo, y tal que la
multiplicacién e inversion son morfismos regulares (cf. grupo de Lie).

Cultura general

Si k = C, toda variedad abeliana es de la forma A = C9/A donde A 729
es un reticulado, y donde g = dim(A).
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VARIEDADES ABELIANAS SON ABELIANAS

Sea A una variedad abelianay sea f: Ax A — A, (g,h) - ghg~! con grafo
Ffdzef{(g,h,ghg_l), g,he A} c Ax Ax A.

Veamos que h = ghg™! Yg,h e A, i.e., prog(I'y) = Ay € Ax A es la diagonal:

Notar que A = A 4, y que si consideramos g = e tenemos que A 4 € proz(I'y).

Como A proyectiva irreducible, Ax A=T¢y proz(I's) también. Ademas, si
pry : prog(Ly) — A, (h,ghg™) — ghg™,

tenemos que pry’ ()= {(e,e)} es de dimensién 0.

Por semi-continuidad superior la fibra general pr;!(y) tiene dimensién 0, y
luego dim(praz(I'y)) = dim(A) +0 = dim(A).

Asi, dim(A4) = dim(pryz(I'f)) y luego prog(I'y) = Ay, O
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BLOW-UP STRIKES BACK

Sean W ¢ V k-e.v. no-nulos, sea P(V) = P" y sea A := P(W) = P+!
sub-espacio lineal asociado a W. Si W = {fy =+ = f,_x = 0}, la funcién
f:U—P* 2 [fo(x),..., far(@)]

es regular en U :=P"\V (fo,..., fn_r)- El blow-up Blj(PP") es la clausura
del grafo I'y en P" x P" % Explicitamente, esta dado por

BIA(P") = {(z,y) e P" xP"™*, 4 fi(%) = y; fi(x) V4,5 =0,...,n -k},
donde ¢ := pry : Blp(P") — P" es el blow-up y 7 := pry : Bly (P") — P"F,

Si B = e71(A) conjunto excepcional, para todo x € A tenemos £ !(z) =
P"* irreducible de dimensién n — k.

Asi, e|p : E — A = P¥"! cumple las hipétesis del criterio de irreducibilidad,
de donde deducimos que dim(FE) = (k-1)+(n-k) =n-1, i.e., el conjunto
excepcional E € Bly(P") es una hipersuperficie.
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BLOW-UP STRIKES BACK

Mas atin, se puede probar (Ejercicio) que 7~ !(y) = P* para todo y e P" % y
en particular Bl (P™) es irreducible de dimensién n.

ExP! .

/“'T P
9 T t1
Bl, (P?) | — |,

l €
(
Lo
En particular, para todo p € P?, la superficie S = Bl,(P?) posee un morfismo
regular sobreyectivo 7 : S = P! tal que 771(¢) = P! para todo ¢ € P!.
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