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ALEXANDER GROTHENDIECK & EGA

Figure: ALEXANDER GROTHENDIECK en el IHES (Francia).

La teoria de esquemas comienza en 1960, cuando Alexander Grothendieck
establece los fundamentos de la geometria algebraica moderna en su serie de
obras " Eléments de Géométrie Algébriqué’ (1960-1967, ~ 1500 paginas).



LOCALIZACION DE ANILLOS

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Recordemos que S € A es un
conjunto multiplicativo si 1 € S y si para todos s,s’ € S se tiene que
ss’ € S. Luego, si en A x S definimos la relacién de equivalencia

(a,s) ~ (d’,s") siy sélo si existe t € S tal que t(as' —a’s) = 0.

entonces definimos la localizacién de A respecto a S como el anillo cociente
S71A:= (AxS)/ ~, donde denotamos por ¢ la clase de equivalencia de (a, s)
(y donde sumamos y multiplicamos “fracciones” de la manera usual).



EJEMPLOS DE LOCALIZACION

@ Sea A dominio entero. Entonces, S := A\ {0} es multiplicativo y
S71A :=Fr(A) es el cuerpo de fracciones de A (e.g. Fr(Z) = Q).

@ Sea fe Ay S:={f"}en conjunto multiplicativo, ST A := A es la
localizacién de A respecto a f. Notar que Ay # 0 siy sélo si f no
es nilpotente. Ademas, hay un isomorfismo

Ap= A[X]/(fX - 1).

Asi, si X ¢ A" variedad algebraica afin y Uy = X \ V(f) abierto
principal definido por f € &(X), entonces

Ox(Us) 2 O(X)y.

© Sea p c A un ideal primo, i.e., S := A\ p conjunto multiplicativo.
Entonces S™' A := A, es la localizacién de A en p. Més atin, A, es
un anillo local con tnico ideal maximal pA, «f Sconaepysép}.



DICCIONARIO ENTRE ALGEBRA Y GEOMETRIA

Teorema

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Hay una equivalencia entre:

Q La categoria Aff),;cq de variedades algebraicas (reducidas) afines
definidas sobre k.

O La categoria Algy, ,.q de k-dlgebras conmutativas finitamente
generadas y reducidas (i.e., sin elementos nilpotentes no-triviales).

.

Demostracion: Dada X ¢ A" variedad algebraica afin, el k-dlgebra 0'(X) =
k[ X1,...,X,]/Z(X) es finitamente generada y reducida. Ademis, cada
morfismo f: X — Y induce de manera contravariante f*: 0(Y) - 0(X).

Reciprocamente, dada una k-dlgebra A en Algy, .4 consideramos
X := Specm(A) = {m ¢ A ideal maximal}

con la topologia de Zariski obtenida al declarar como cerrados los conjuntos
V(I):={mc A ideal maximal tal que I ¢ m} para todo I ¢ A ideal.



DICCIONARIO ENTRE ALGEBRA Y GEOMETRIA

Dado f € A~ {0}, los abiertos principales
Uy == {m c A ideal maximal tal que f ¢ m}EX V()
forman una base de la topologia de Zariski, y luego permiten definir O'x:
Para cada f € AN {0}, Ox(Uy) := Ay localizacion respecto a f.
Asi, s € Ox(Uy) tienen la forma s = 7 donde w e Ay n e N. Dado que
UpnU,='Uy,, podemos definir los morfismos de restriccién como
U ug"
— — .
fr (Far
Para probar que Ox es un haz observamos que Uy = Uj;er Uy, cubrimiento
abierto < V(f) = Mies V(9i), i.e.,

ﬁx(Uf)défAf — ﬁx(Ufg)dZefAfg, S =

“Para todo ideal maximal mc A, fem siy sélosig;emViel.”



DICCIONARIO ENTRE ALGEBRA Y GEOMETRIA

Como f invertibleen Ay, 31 € Af maximal con ({g;}ier) € n, ie., ({gi}ier) =
Ay. Como V(gzm")de(gi), m; € N*!, podemos considerar g/ y asi:
() Existen finitos v; € Ay tales que Y. vig;"" =1 en Ay.
finita

Uj

def o o
Pegado: Sean s; = 7 € Ox(Ug,) = Ay, con Si|Ugi9j = Sj|U9i9j Vi,jel

< 3N €N tal que (gigj)N(uig?j —ujg;") =0en Aj.

Sea m; :=n; + N en (x). Multiplicando ¥; vig?”N =1 por gjvuj:
nj+N .

; def i
g5 uj = Y vigig5) N uigrt € Y vilgigy) Vg = g;7 " -,
7 7

donde s:= Y, uivigZ-N en AfdifﬁX(Uf) cumple que s|Ugj = sj pues
n;+N
U g;vuj d_efgj] e

=sen Ag]..

Sj - 77‘j - nj+N - nj+N

9j




DICCIONARIO ENTRE ALGEBRA Y GEOMETRIA

La Unicidad es similar y queda como Ejercicio. Asi, O'x es un haz.

Para ver que (X, Ox) variedad algebraica afin consideramos ay,...,a, € A
generadores como k-dlgebra y consideramos

ﬁ(An)d:efk[Xl, Xl A X —qy

con kernel I ¢ O(A™) tal que A= O (A™)/I. Como A es reducida, I es ideal
radical y luego Y := V/(I) ¢ A" cumple Z(Y)E'Z(V(I)) =T =1, y luego
O(Y)zO(A™)]Z(Y) = A. El Nullstellensatz nos da una biyeccién

Y — X =Specm(A), y—>my, = {f e O(Y) = A tal que f(y) = 0}.
Més adn, para cada f € O(Y) = A no-nula, se tienen homeomorfismos
Yi={yeY tal que f(y) #0} — U;c X,
donde ademas Oy (Yy) = Ay d:efﬁX(Uf). Asi, (X, Ox) variedad algebraica

afin y luego Specm : Algy, ,.q — Aff} o4 equivalencia de categorias. [



ESQUEMAS

La teoria de esquemas busca reemplazar la categoria Algy, .4 por anillos
mas generales, y obtener (usando “espectros”) nuevos objetos geométricos:
los esquemas.

Por ejemplo, si A es una k-algebra finitamente generada no necesariamente
reducida (e.g. A =k[X,Y]/(Y?)) entonces

X :=Specm(A) = {m c A ideal maximal}
es un esquema afin de tipo finito sobre k. Si A = ¢(A™)/I donde I es
un ideal (no necesariamente radical) entonces X es homeomorfo a V(1) :=
Xred €A™, Sin embargo, Ox (Uy) := Ay puede tener elementos nilpotentes.

Teorema

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Hay una equivalencia entre:
Q La categoria Aff;, de esquemas afines (de tipo finito) sobre k.
@ La categoria Alg,, de k-algebras conmutativas finitamente generadas.




EJEMPLOS DE ESQUEMAS

@ Un punto z € X € A" en una variedad algebraica afin es un morfismo
@y : Specm(k) < Specm(0(X))
{x}—ua
Asi, podemos pensar puntos de mayor multiplicidad como morfismos
Yz, Specm(k[ X ]/(X™)) = Specm (0 (X))
{x}—z
Por ejemplo, si D := k[e]/(¢?) con a +¢eb e D son tales que a,bek y

€2 =0, el espacio tangente Tx . de X en x € X puede pensarse como
el conjunto de morfismos

Specm(k[e]/(e?)) <> Specm(4(X))
(+} — 2

lo cual se traduce en resolver las ecuaciones de X en D en lugar de k.
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EJEMPLOS DE ESQUEMAS

@ Consideremos la variedad algebraica afin dada por el grupo ortogonal
X = Op(R)E{A € M,(R) 2 A tales que "AA=1,} c A",

y sea A € X. Entonces, tenemos que A +cB € O, (R[g]/(?)) si y sélo
si (A+eB)(A+eB) =1, ie, "AA+e(*BA+"AB) +¢2*BB =1,, de
donde deducimos que Tx 4 = {B € M, (R) tal que '‘BA = - "AB}.

‘ Teia 26

g:=To,(®)1, = {B € M,(R) tal que ‘B=-B}.

11/ 19



EJEMPLOS DE ESQUEMAS

© Consideremos X = {(x,y,t) € A® tal que yt = x?} y definamos
0: X = A', (x,y,t) »t. Para cada t € A! definimos la fibra
esquematica de o en ¢t como el sub-esquema afin dado por

X, == Specm (k[ X, Y]/(Yt - X?)).
yooX,

){[)

Para t # 0 se tiene que X; sub-variedad afin reducida (parabola),
mientras que X es un esquema afin no-reducido (recta doble).
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ESQUEMAS MAS GENERALES

Figure: ALEXANDER GROTHENDIECK y LAURENT SCHWARTZ.

Para un anillo arbitrario A se define Spec(A) := {p € A ideal primo}, con la
topologia de Zariski con cerrados V(1) := {p € A ideal primo tal que I cp}.

Spec(Z) = (0) u {(p) con p ndmero primo}.
Aqui, @ZH = (p) punto cerrado y WZM = Spec(Z) punto denso.

e (2) (3) (5) (7)
n=(0) = Spec(Z)
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82.5 ATLAS ALGEBRAICOS
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PEGADO DE ESPACIOS ANILLADOS

Analogamente al caso clasico de variedades diferenciables, tenemos:

Teorema (Pegado de espacios anillados)

Sea X un espacio topoldgico. Consideremos dado:
© Un cubrimiento abierto {U; };c; de X.
@ Para cada i € I, un haz de k-algebras 7 en U;.

© Para todos i, j € I, un isomorfismo de haces
@ji : Hilv;nu; — Fjlu,au; que verifica

(a) i =1d.y, para todoicel.
(b) Para todos 4, j, k € I se tiene que @y = pg; © ;i en U;nU; 0 Uy.
Entonces, 3! haz de k-élgebras &7 en X junto con isomorfismos

vi: |y, — o en Uy,

tales que pj; = pj o ;' en U;nUj.
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PEGADO DE ESPACIOS ANILLADOS

Los abiertos U c X contenidos en alguno de los U; forman una base de
abiertos para la topologia de X. Para un tal abierto U ¢ X, definimos

A(U) = 11 4O /-
vel;

con (s,U;) ~ (t,U;), se #(U) y te 5 (U), si t = pji(s) en Fjly,nv, (U).

(a) y (b) aseguran que ~ es relacion de equivalencia, y en el cociente defini-
mos una estructura de haz de k-algebras de tal suerte que

A (U) — o/ (U), s —> [s] sea un isomorfismo.

El hecho que los <7 son haces implica que &7 es un haz y que es dnico. [
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EJEMPLO FUNDAMENTAL

Sea X un espacio topoldgico noetheriano, y supongamos que cada espacio
anillado (Uj;, 2%) es una variedad algebraica (arbitraria, no necesariamente
afin). Entonces, el espacio anillado (X,.2/) es una variedad algebraica.

Pegado de variedades algebraicas

En términos practicos, el ejemplo anterior sefiala que podemos pegar
variedades algebraicas si las funciones regulares son compatibles.
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ATLAS ALGEBRAICO

Sea X espacio topolégico noetheriano. Un atlas algebraico en X consiste
en un cubrimiento abierto X = U;cr U; y una coleccién de homeomorfismos

a;:U; — W
llamados cartas locales, donde (V;, Oy, ) variedad algebraica Vi € I y donde:
Si denotamos por Vi; € V; a la imagen de U; nU; ¢ U; por oy,
entonces para todos i,j € I se tiene un isomorfismo regular
pji = o o0y : Vig — Vi
entre las variedades V;; y Vj;, llamado cambio de cartas.

El espacio anillado (X, ) obtenido al pegar los haces estructurales de
cada abierto U; es la variedad algebraica asociada al atlas algebraico.

En particular, dada otra variedad algebraica Y, una funcién f: X — Y es
regular si y sélo si cada restriccién f; := f|y, : Ui > Y es regular (i.e., la
aplicacion f; o ozi‘l : Vi = Y es regular) para todo i € I.
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EJEMPLO

En el caso en que el espacio topolégico noetheriano X puede ser cubierto por
abiertos afines U;, la nocién de atlas algebraico permite extender al contexto
de la geometria algebraica la construccién de variedades diferenciables.




RECTA PROYECTIVA

Sean [,y] coordenadas homogéneas en P! £ (A2 \ {0})/G,, y sean:
Uo = {[z,y] e P! tal que 2 # 0} y Uy := {[z,y] € P* tal que y # 0}.

Consideremos cartas locales dadas por

ag: Up — Vo = Al, [x,y]'—>%ypor ap:Up = V= Al [x,y]'—>§.

Notar que ag(UpnUy) = a1(UpnUy) = Al < {0}. Mds adn, si z es una
coordenada en A! \ {0}, entonces g1 = ay o a{)l esta dada por

1 .
101(2) = — morfismo birregular.
z

Lo anterior se extiende a P™ (Ejercicio) considerando las cartas locales en

los abiertos estandar U; := {[zo,...,z,] € P" tal que z; # 0}
& Zo Ti-1 Ti+l T
. n
ai.Ui—>A,[xo,...,mn]»—>(—,..., , ,...,—).
z1 Z; Z; Z;
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