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32.1 VARIEDADES ALGEBRAICAS
AFINES Y TOPOLOGIA DE ZARISKI
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EL ESPACIO AFIN

Sea k un cuerpo. Dotaremos al conjunto
k" € {(x1,...,x,) donde z; € k para todo i € {1,...,n}}

de una topologia, llamada la topologia de Zariski, que permitird definir
un haz de k-algebras llamado el haz de funciones regulares. Asi, el espacio
anillado correspondiente se llamaré el espacio afin, y serd denotado A™.

Notacién: En todo lo que sigue, denotamos O/(A™) := k[ X, ..., X,].

Definicién (subvariedad afin)

Sea S C O(A"™) subconjunto. El conjunto
V(S) :={(x1,...,2,) € k" tal que f(x1,...,2,) =0 para todo f € S}

es llamado una subvariedad afin de k™.




EJEMPLOS

Q@ V(1)=0y V(D) =V(0) = k™ son subvariedades afines.

Q@ V(Xi—a,...,Xn—an) ={(a1,...,an)}.

© En k? con O(A?) = k[X, Y], tenemos que V(Y) = V(Y?) es el eje z.
iDos polinomios diferentes pueden definir la misma subvariedad afin!

@ Todo sub-espacio lineal afin de k™ es una subvariedad afin.

Q@ SiT CSCO(A™) entonces V(S) C V(T), i.e., “mientras mas
ecuaciones, menos soluciones”.

Simplificacion

Sea S C O(A"™) subconjunto y (S) el ideal generado por S (i.e., sumas
finitas de la forma ) figi con f; € S'y g; € O(A™) arbitrario). Entonces,

En particular, siempre podemos suponer que S = I C O(A"™) es un ideal.
.




TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT

Teorema (Hilbert, 1890)

El anillo @(A™) £ k[X1,..., X,] es noetheriano, i.e., se verifican las

condiciones equivalentes siguientes:

(i) Toda sucesion creciente de ideales es eventualmente constante, i.e., si
LhchCh<c---CL,C--

son ideales en &(A"™), entonces IN € N tal que I,,, = I;,41 Vm > N.
(i) Todo ideal I C O(A™) esta generado por finitos polinomios.

Luego, si S C O(A"™) subconjunto y si I = (S) ideal asociado, entonces
existen f1,..., fr € O(A") tales que I = (f1,..., fr). En particular,

V(S)=V(fi,---, fr)-

Toda subvariedad afin puede definirse por finitas ecuaciones polinomiales.




TOPOLOGIA DE ZARISKI

Como consecuencia de la definicion de S +— V' (.S) se verifica (Ejercicio):
© Interseccidon arbitraria de subvariedades afines de k™ es también una
subvariedad afin de £": (;c; V(Si) = V(Uer Si)-
@ Union finita de subvariedades afines de k™ es también una subvariedad
afin de k™: V(Sl) U V(Sg) = V(Slsg)
En particular, las subvariedades afines V(S) C k™ verifican los axiomas de
los conjuntos cerrados de una topologia.

Topologia de Zariski

Definimos la topologia de Zariski de k™ como la topologia obtenida al
declarar como cerrados a las subvariedades afines, i.e., conjuntos de la
forma V (S) para cierto S C 0(A™). Los abiertos de Zariski son los

U=£k"\V(S) para cierto S C O(A").

El espacio afin A" es k™ dotado de la topologia de Zariski. )




PROPIEDADES DE LA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Un espacio topolégico X es noetheriano si toda sucesién decreciente de
conjuntos cerrados es eventualmente constante. En otras palabras, si

By 2 IR 2 iy 2 eee Dy D oes
subconjuntos cerrados de X, AN € N tal que F,,, = Fj,,11 Ym > N.

El espacio afin A™ es un espacio topolégico noetheriano. J

En efecto, se tiene que:
@ La funcién I — V(1) es decreciente.
@ La funcién V(1) — Z(V(I)) es decreciente y I C Z(V (1)), donde

Z(V(I)) :=={f € O(A") tal que f(x) =0 para todo z € V(I)}.
Asi, una sucesion decreciente de cerrados en A"
Vo) 2V(I1) 2V(I2) 2+ D V() 2
induce una sucesion creciente de ideales J,,, := Z(V(I,;,)) de O(A™):

JoChCSHhC---CJ,C--- O



PROPIEDADES DE LA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Un espacio topoldgico X es quasi-compacto si todo cubrimiento abierto de
X admite un sub-cubrimiento finito.

Todo espacio topolégico noetheriano X (e.g. A™) es quasi-compacto. )

Sea X = |J,;c; Ui cubrimiento abierto. Parai € I, sea I; := X \ U; cerrado.
Notar que si J C I entonces los {U;}jcs cubren X siy sélo si ﬂjeJ F; =0.

Supongamos, por contradiccién, que toda interseccion finita de cerrados de la
forma F; es no-vacia. Agregando intersecciones si fuese necesario, podemos
asumir que {F}};cs es estable por intersecciones finitas.

Como X es un espacio noetheriano, existe un elemento minimal no-vacio
F,,, en esta familia (Lema de Zorn). En particular, F,, N F; C F,, es una
igualdad Vi € I, i.e., F;,, C F; Vi € I. Esto contradice ();.; Fi = 0. O



TOPOLOGIA DE ZARISKI INDUCIDA

Sea (X, ) espacio topolégicoy Y C X subconjunto. Entonces, la topologia
inducida en Y es la topologia 7y obtenida al declarar que V' € 1y si y sélo
siV =Y NU para cierto U € 7.

X

Asi, un subconjunto de un espacio noetheriano es también noetheriano.

Todo subconjunto del espacio afin A™ es un espacio topolégico noetheriano
respecto a la topologia de Zariski (inducida), y por ende quasi-compacto. J




32.2 FUNCIONES REGULARES Y
MORFISMOS
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IDEAL ASOCIADO A UN SUBCONJUNTO

Sea V' C A" subconjunto. El ideal de V' estd dado por

Z(V) :={f € O(A") tal que f(x) =0 para todo x € V'}.
Por definicion, tenemos que:
Q Z(0) =0(A™).
@ Sea X C A" subconjunto. Entonces, X C V(Z(X)) con igualdad si y
s6lo si X es una subvariedad afin. Asi, para X C A" arbitrario:

Zar

V(X)) =X (adherencia de Zariski)

Q@ Si X CY C A" entonces Z(Y) C Z(X), i.e., “mientras mas puntos,
menos ecuaciones .

Q Si X, Y CA" entonces Z(X UY) =Z(X)NZ(Y).

@ Sea S C O(A™) subconjunto arbitrario. Entonces, S C Z(V(5)) y

dicha inclusién en general no es una igualdad, incluso en el caso en
que S sea un ideal. Por ejemplo, Z(V((Y?))) = (Y) en k[X,Y].



ESPACIOS TOPOLOGICOS IRREDUCIBLES

Sea X un espacio topolégico (no-vacio). Decimos que X es irreducible si
no es la unién de dos subconjuntos cerrados estrictos. En otras palabras, si
X = X1 U X5 con X1, Xy cerrados, entonces X = X o bien Xy = X.

Es un Ejercicio de Topologia demostrar que X es irreducible si y sélo si se
satisface alguna de las condiciones equivalentes siguientes:

@ Todo par de abiertos no-vacios de X se intersectan.

@ Todo abierto no-vacio de X es denso.

En particular, si X espacio topolégico irreducible entonces X no es un es-
pacio de Hausdorff (a menos que sea un conjunto de un elemento).
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IRREDUCIBLIDAD DE VARIEDADES AFINES

Sea X C A" subvariedad afin. Entonces, X es irreducible <
Z(X) C O(A™) es un ideal primo. J

def

Entonces, X C V(fg) = V(f)UV(g) y asi X = X; U X3 con X :
V(f)NX y Xo:=V(g9) N X cerrados en X. Como X irreducible, X; = X
o bien Xy = X, i.e., X CV(f) o bien X C V(g), ie, f € Z(X) o bien
g € L(X). Asi, Z(X) es un ideal primo.

(<) Si X = X1UXo, con X; C X cerrado propio, entonces X; C X implica
que 3f; € O(A™) que se anula en X; pero no en X, i.e., 3f1, fo € O(A")
tales que f; ¢ Z(X). Sin embargo, fifo € Z(X) pues f; se anula en X; y

X = X1 U X,. Esto contradice que Z(X) ideal primo. O

(=): Sean f,g € O(A™) tales que fg se anula en X, ie., fg € Z(X).
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IRREDUCIBILIDAD DE A"

Sea k un cuerpo de cardinal infinito (e.g. k algebraicamente cerrado).
Entonces, Z(A™) = (0) y A" es irreducible. J

Como £k infinito, todo f € &(A™) que se anula sobre A™ es nulo. En efecto,
basta fijar n — 1 variables para obtener un polinomio en una variable con
infinitas raices, que por ende es nulo. La conclusién Z(A™) = (0) se obtiene
por induccién en n. Asi, A" es irreducible pues Z(A™) = (0) ideal primo. [
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IDEALES RADICALES

Sea A un anillo conmutativo con unidad, y sea I C A un ideal. El conjunto
VI :={f € A tal que existe m € N=! tal que f™ e I}

es un ideal de I que verifica I C VI, llamado el radical de I.
Decimos que I es un ideal radical si I = /I.

Mas atin, I C A es un ideal radical si y sélo si A/I es un anillo reducido (i.e.,
el tnico elemento nilpotente de A/I es el 0). En particular, hay inclusiones

{ideales maximales} C {ideales primos} C {ideales radicales}

para todo anillo conmutativo con unidad A.
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HILBERT NULLSTELLENSATZ

Teorema de los ceros de Hilbert (1893)

Sea k = k un cuerpo algebraicamente cerrado (e.g. k = C), y sea
def

I C O(A™) = k[Xy,...,X,] un ideal. Entonces:
@ Nullstellensatz débil. Si I = m es un ideal maximal, entonces

m:<X1—a1,...,Xn—an)

para ciertos aj,...,a, € k.

@ Nullstellensatz. Para todo ideal I se cumple que

(V) = VI.

En particular, V/(I) = () si y sélo si I = O(A").
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CONVENCION: EN TODO LO QUE
SIGUE DEL CURSO, ASUMIREMOS
QUE k£ ES UN CUERPO
ALGEBRAICAMENTE CERRADO



CONSENCUENCIAS DEL NULLSTELLENSATZ

La aplicacion X — Z(X) establece una biyeccion decreciente (con inversa
dada por I — V(1)) entre:

© Subvariedades afines de A™ e ideales radicales de O(A™).
@ Subvariedades afines irreducibles de A™ e ideales primos de &(A™).
© Puntos de A" e ideales maximales de &(A™).
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FUNCION REGULAR

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto A C X es localmente
cerrado si es un subconjunto cerrado de un abierto de X.

En otras palabras, si A = U N F es la interseccion de un abierto U y un
cerrado F' de X. En particular, considerando U = X (resp. F = X), todo
cerrado (resp. abierto) de X es localmente cerrado.

Definicién (funcién regular)
Sea X C A" un subconjunto localmente cerrado. Una funcién regular en
X es una funcién f : X — k tal que para todo punto z € X existe una
vecindad abierta x € U, C X y polinomios P, Q, € O(A") tales que

Qu(z) # 0, y tales que
flo, = 2=
SO

Denotamos por &/(X) := {f : X — k funcidn regular} al k-algebra de
funciones regulares en X.

16 /19
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LOoCAL A GLOBAL

Sea X C A" un cerrado de Zariski (i.e., una subvariedad afin). Entonces,
def

toda f : X — k regular es la restriccion de P € O(A") = k[X1,..., Xy],
i.e., f = P|x. En otras palabras,

0 — Z(X) — O(A") =X 0(X) — 0

es una sucesion exacta, y en particular 0(X) = O(A™)/ Z(X).

Sea X = V(I) € A" cerrado de Zariski, con I C O(A™) ideal. Sea
f : X — k funcién regular, y veamos que f es restriccién de un polinomio:

Fijamos para cada z € X una vecindad abierta U, € X de x € X vy
polinomios P, Q) tales que fQ, = P, en U,. Como U, abierto Zariski,

X\Up=XNV(A1,..., An) E{y € X, Ai(y) =+ = Anly) = 0}

para ciertos A; € O(A™). En particular, (A1fQ.)(y) = (A1P,)(y) Yy € X.



LOoCAL A GLOBAL

Redefiniendo Q. := A1Q, y P, := A1 P,, obtenemos que fQ, = P, ahora
es vélida en todo X. Cambiando la numeracién si fuera necesario para que
Aj(x) # 0, tenemos que Q. (x) # 0 por definicién de Q.

Sea J = ({Qi}rex) € O(A™). Por definicion, los @, no tienen ceros
def def

comunesen X, ie, 0 =V(H)NX=V(J)NV(I)=V(I+J).

Nullstellensatz: V(I +J) =0 < I+ J = O(A™). En particular, existen
Belyy Gy Qq € J talesque B+370_ GuyQuy = 1.

Como X =V(I), B=0en X y por ende
j=1 j=1

La dltima parte se deduce al considerar resy : O(A") - 0(X), P +— P|x
y notar que ker(resx) = Z(X). O
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VARIEDADES AFINES COMO ESPACIOS ANILLADOS

Sea X C A™ un subconjunto localmente cerrado. Definimos el haz de
funciones regulares en X como el haz en k-élgebras &'y que a cada abierto
U C X asocia el k-algebra

def

Ox(U):=0U)={f:U — k funcién regular}.

Maés adn, si dotamos a k de la topologia de Zariski (i.e., lo pensamos como
la recta afin A') entonces toda funcién regular es continua (Ejercicio).

Asi, si denotamos por €’y al haz de funciones continuas f : X — A! respecto
a las correspondientes topologias de Zariski, entonces

Ox C €x

es un subhaz.
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