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31.3 PREHACES Y HACES


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.3

MOTIVACION (JEAN LERAY, 1945)

Hay varias propiedades locales de las funciones. Por ejemplo, si U ¢ C es
abierto no-vacio y g : U — C funcién holomorfa tal que g(z) #+ 0 Vz e U

i Existe f: U — C funcién holomorfa tal que g = e/ ?

La respuesta depende del abierto U. Por ejemplo,

(a) Si U =C la respuesta es si: f(z):= [ 5;,((;)) ds funciona.

(b) Si U =C* la respuesta es no: si g = Idc+, la existencia de f implicaria
que existe un logaritmo complejo definido en C* (imposible).

Localmente la respuesta es simpre afirmativa: tomar cualquier logaritmo en
un pequefio disco D(zp,e) € U y considerar f :=log(g) en D(zp,¢).

Leitmotiv de la Teoria de Haces

Considerar propiedades locales y obtener enunciados globales.
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RECUERDOS DE TOPOLOGIA

Sea (X,7) un espacio topolégico no-vacio. Un sub-conjunto de abiertos
2% c T es una base si:

@ Los elementos de & cubren X, ie., X = U U.
Ue#h

@ Para cada interseccién no-vacia U n'V con U,V € 4, se tiene que:
Para todo x e U NV, existe W € % tal que x e W cUNV.

Ejemplo: Sea X = R" (o cualquier espacio métrico) con la topologia eu-

clideana, entonces # = {bolas abiertas} es una base.

Reciprocamente: si % es una familia de sub-conjuntos de X tales que:
(A1) Para todo x € X, existe U € £ tal que x e U.
(A2) Para toda interseccién no-vacia U NV # @, con U,V € £ se tiene que:

Para todo x e UNV, existe W €  tal quex e W cUNV.

Definimos la topologia generada por % como la topologia de X con abier-
tos dados por todas las posibles uniones (arbitrarias) de elementos de %.
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PREHACES

Un prehaz .% en un espacio topol6gico X consiste en:
@ Para todo abierto U ¢ X, un conjunto .# (U).

@ Para cada inclusién de abiertos U = V', una aplicacion de restriccién
rvy : F (V) — F(U)
def
s—ryu(s)=sly

verificando que

(a) SiU = V = W son inclusiones de tres abiertos en X, entonces las
restricciones

TW,U

FW) w2 F(V) o F(U)

conmutan, i.e., "Wy =Tv,U © rw,v.
(b) Para todo abierto U ¢ X, se tiene que ry,y = Id z(1).



SECCIONES DE UN PREHAZ

Los elementos s € % (U) son llamados secciones de .# sobre U.
Por motivos que discutiremos mas adelante, en la practica se utilizan tres
notaciones para denotar el conjunto de las secciones de .% sobre U:
def def ++0
FU)=T(U,Z7)=H"(U, 7).
Frecuentemente, por “secciones de .#" nos referiremos al caso U = X. Los
elementos de I'(X,.%) son llamados secciones globales de .7

EJERCICIO: Recordemos que Top(X) es la categoria cuyos objetos son los
abiertos de X y cuyos morfismos son inclusiones. Probar que un prehaz es
equivalente a un functor contravariante

Z : Top(X) — Conj.

Cultura general: Esta observacién es clave para definir el concepto de
Topologia de Grothendieck, donde se cambia Top(X') por otras categorias.



EJEMPLOS

@ Sea X =R" (o una variedad diferenciable) y .7 = € el prehaz con
¢ (U):={f:U — R funcién diferenciable},

que es una R-dlgebra. Aqui, 1y : €°(V) > €< (U), f~ flu esla
restriccion usual de funciones.

@ Sea S conjunto fijo. El prehaz constante .% := S esta dado por
S(U)YE.Z(U) := S para todo abierto U € X, y donde rvy =1ds.

© Sea S conjunto fijo. Si U € X abierto, una funcién f: U — S es
localmente constante si Vx € U existe una vecindad abierta z € V, c U
tal que f|y, es una funcién constantel. El prehaz de funciones
localmente constantes .% := S esta dado por

S(U) :={f:U — S funcién localmente constante},

donde las restricciones son las restricciones usuales de funciones.

'e.g. En R* =R {0}, la funcién sgn(z) := z/|z| es localmente constante.
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EJEMPLOS

@ Sea S un conjunto fijo y {*} un singleton fijo, y sea xy € X un punto.
El prehaz rascacielo, denotado ¢4, (S) 0 t4,.+(.5), estd dado por

(@)= U] S0t

Queda como Ejercicio describir las aplicaciones de restriccion 7y.t.

Estructura algebraica adicional

Consideraremos prehaces .# tales que .% (U) posee una estructura extra, y

los morfismos de restriccién la preservan. E.g., un prehaz en grupos es un

prehaz .# tal que % (U) es un grupo para todo abierto U € X, donde las
rvy: F(V)— FU), s slu

son morfismos de grupos, y donde adicionalmente imponemos .% (@) = {0}
es el grupo trivial. De manera anéloga, se define la nocién de prehaz en
grupos abelianos, en k-espacios vectoriales, en k-algebras, etc.




MORFISMO DE PREHACES

Sean .7 y ¢ dos prehaces en X con valores en la misma categoria €. Un
morfismo de prehaces ¢ : .7 — & consiste en:

@ Para todo abierto U ¢ X, un morfismo ¢p : F(U) -4 (U) en €.
@ Para cada inclusién de abiertos U < V, el diagrama
F (V)2 9(V)
TV,U TV,U

F(U) 25 9(U)

es conmutativo, i.e., oy (s)|y = pu(s|y) para toda s e #(V).

2e.g. € =Conjo € = Ab, etc.
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EJEMPLO DE MORFISMO DE PREHACES

Sea G grupo abeliano, y sea G (resp. G) el prehaz de funciones const. (resp.

loc. const.) en X con valores en G. Hay un morfismo de prehaces
p:G—G,

donde para U ¢ X abierto, el morfismo ¢y : G(U) — G(U) envia g €

G(U)= G en la funcién (globalmente) constante f: U — G, z ~ f(z) = g.

Notar que si U = Uy u Uy es unién disjunta de dos abiertos Uy, Us € X,
. "

Uy Us
y si G es un grupo no-trivial con g; # g2 elementos de GG, entonces

g1 sizel;
f(x)_{gg Si:L'EUQ

es loc. constante en U, pero no es constante en U (i.e., ¢y no es isom.)
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OPERACIONES BASICAS

Sean .# y ¢ dos prehaces de grupos abelianos en X, y sea ¢ : F — ¢ un
morfismo de prehaces. Definimos los prehaces
@ ker ¢ que envia el abierto U € X en

(ker p)(U) =ker [y : F(U) — 4(U)].

@ Im p que envia el abierto U ¢ X en
(Imp)(U) =Im[py : F(U) — 4 (U)].
Si & es un prehaz de grupos abelianos, entonces & es un sub-prehaz de %,
y escribimos & ¢ .%, si para todo abierto U € X se tiene &(U) ¢ .Z#(U) es
un sub-grupo abeliano y el diagrama

EV) ——F (V)

TV,UJ er,U

&U) — F(U)

es conmutativo para todo par de abiertos U € V' de X.
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OPERACIONES BASICAS

En particular, ker p € .7 e Im ¢ € ¥ son sub-prehaces.

Para todo sub-prehaz & ¢ .% definimos el prehaz cociente mediante
(Z[6)(U) = F(U)[&U)

para todo abierto U ¢ X.

Definimos el prehaz cokernel mediante

(coker p)(U) =4(U)/(Im ¢)(U)

para todo abierto U ¢ X.
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HENRI CARTAN & JEAN-PIERRE
SERRE NOTAN LA IMPORTANCIA DE
LA NOCION DE HAZ3 EN GEOMETRIA

ALGEBRAICA (1952-1953)

o Gavilla, Sheaf (inglés), Faisceau (francés), Feixe (portugués), Fascio (italiano).



MOTIVACION

Sea X =R" y € el prehaz de funciones diferenciables en X. Dado = € X,
los gérmenes de funciones diferenciables en = son clases de equiv. de pares

{(f,U), donde z € U abiertoy fe € (U)},

con (f,U) ~ (g,V) si existe un abierto x €e W c U nV tal que flw = g|w.

El conjunto de gérmenes de funciones diferenciables en 2 € X se llama el
tallo de € en z, y se denota %,°. Queda como Ejercicio probar que €,°
es un anillo local con ideal maximal dado por m, = {f € €°, f(z) = 0}.
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TALLOS Y GERMENES

Sea .# un prehaz en X. El tallo* de .Z en un punto = € X esta dado por

o def
Fp=1lim F(U)= I ZwW)|/~
Uszx UcX abierto
tal que zeU

donde

Para se Z(U) yte F(V) se tiene que (s,U) ~ (t,V) en F, si
existe un abierto x € W cU NV tal que s|ly = tlw en F(W).
Si U es una vecindad abierta del punto z € X y s € .#(U), denotamos por

sz = [(s,U)] la clase de s en el tallo %, y la llamamos el germen de la
seccion s en el punto x € X.

“En inglés, stalk.
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DEFINICION DE HAZ

Sea .% un prehaz de grupos abelianos en X. Decimos que .% es un haz si
se cumplen las siguientes condiciones para todo abierto U € X:

© Pegado. Si U = U;c; U; es un cubrimiento abierto, y si s; € % (U;) son
secciones tales que s;|y;nu; = Sjlu;nu; para todos i,j € I. Entonces,
existe una seccién s € . (U) tal que s|y, = s; para todo i € 1.

@ Unicidad. Si U = U;e; U; es un cubrimiento abierto, y si s € #(U) es
una seccién sobre U tal que s|y, =0 en .% (U;) para todo i € I.
Entonces, s =0 en .Z(U).

Por definicién, un morfismo de haces ¢ : . % — ¥ es simplemente un
morfismo entre los prehaces subyacentes.

Definicién intuitiva

Un haz es un prehaz donde exigimos que secciones locales s; en abiertos Uj;
que cubren un abierto U, y que coinciden en las intersecciones U; n U,
puedan pegarse de manera Gnica en una seccién s sobre el abierto U.
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EJEMPLOS

@ El prehaz € de funciones diferenciables es un haz.
@ Sean X e Y espacios topolégicos. El prehaz € (X;Y) en X que
asocia a cada abierto U ¢ X el conjunto
C(X;Y)(U)E{f:U - Y funcién continua}
es un haz®.

© Sea G un grupo abeliano. El prehaz constante G no siempre es un
haz. E.g., si U = Uy u U, es unién disjunta de dos abiertos no-vacios,
IG| > 2,y si gi € G(U;) £ G son elementos diferentes con i = 1,2.
Entonces, no existe g € G(U) %G tal que gloy, =91y 9lu, = 9o

@ Sea G un grupo abeliano. El prehaz G de funciones localmente
constantes en X con valores en G, es un haz.

© Ejercicio: Sea G un grupo abeliano y zg € X un punto. Probar que el
prehaz rascacielo ¢5,(G) es un haz.

®Esto es consecuencia del " pasting lemma’ en topologia.
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KERNEL ES UN HAZ

Sea ¢ : # — ¢ un morfismo de haces de grupos abelianos. Entonces, el
prehaz ker ¢ es siempre un haz:

Sea U ¢ X un abierto y U = Uje; U; un cubrimiento abierto. Considere-
mos secciones s; € % (U;) tales que s; € (kerp)(U;) para todo i € I, i.e.,
vy, (si) =0 en 4(U;). Si tenemos que

3i|UmUj = Sj|UmUj en r9“\([]Z N U]) para todos i,j € I,

entonces el hecho que .% es un haz implica que existe una unica seccién
se€ .7 (U) tal que s|y, = s; para todo i € . Mas adn, tenemos que

eu (s)|u; = eu;(slu;) = pu,(si) =0 en 4 (U;) para todo i € .

Dado que ¢ es un haz, tenemos que ¢y (s) =0y luego s € (kerp)(U). [

Ejercicio 1.3.20 del Apunte: Probar que Im ¢ no necesariamente es un haz.
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NOS GUSTARIA PODER DEFINIR UN
HAZ IMAGEN.
., COMO CONSTRUIR UN HAZ A
PARTIR DE UN PREHAZ?



GERMENES COMPATIBLES

Sea .# un prehaz de grupos abelianos en X. Definimos el prehaz .Z#™ en
X como el prehaz que asocia a cada abierto U ¢ X al grupo #*(U) de
“gérmenes compatibles’ de .7 sobre U. Mas formalmente,

F(U) = {(Sx)meU € I—IIng tal que (*)}’

donde la condicién de compatibilidad (x) esta dada por

(%) Para todo x € U, existe una vecindad abierta V.c U de = y
una seccion o € % (V') tal que los gérmenes o, = s, coinciden en
F, para todoyeV.
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GERMENES COMPATIBLES

En términos geométricos, tenemos que:

Mas adn, para todo prehaz .# hay un morfismo natural j : % — . 7% que
para todo abierto U € X y toda seccién s € % (U) asocia jy(s) := (Sz)zev,
el conjunto de gérmenes s, € %, para todo z € U.
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PROPOSICION: #* ES UN HAZ EN X

Definimos el espacio étalé de .# como el conjunto

Et(F) := 1 Z..

reX

que viene dotado de una proyeccién natural 7 : Et(.#) - X.

Et(.7)

Una seccién s € .% (U) define una funcién
U:U—>Et(ﬂ), T —> Sy € Fy
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PROPOSICION: #* ES UN HAZ EN X

Los subconjuntos de Et(.7) de la forma o(U) verifican los axiomas de una
base de una topologia, y permiten ver a Et(.%#) como un espacio topolégico.

Finalmente, notamos que el conjunto .# " (U) coincide exactamente con el

conjunto de funciones ¢ : U — Et(.#) que son continuas respecto a la
topologia que acabamos de definir. En particular, #* es un hazen X. [
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LEI\IA jU : g(U) i y+(U), S = (8;17)176U ST 9 HAZ

Supongamos que % es un haz, y sea U € X abierto.

o INYECTIVIDAD: Sea s € .%Z(U) con jy(s)% (s3)ze =0 en Z+(U).
Por definicién de .%,, 3U = U;e;U; cubrimiento abierto con s|y, =0
para todo i € I. Luego, s =0 pues .% haz. O

@ SOBREYECTIVIDAD: Sean ($;)zcv € % " (U) gérmenes compatibles.
Por definicién, 3U = u;c;U; cubrimiento abierto y o; € % (U;) con
(0i)z = S5 para todo x € U;. Luego, (0;)z = (0j) para z € U; nUj.
Como jy inyectiva, oilu,nu; = ojlu,nu; Vi,j €1y luego 3o e F(U)
con oy, = o; para todo i € I (pues .# haz). Asi, 0, =s; Ve eU. [
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TEOREMA: HAZ ASOCIADO A UN PREHAZ

Sea .# un prehaz de grupos abelianos en X. Entonces, el haz .77 junto
con el morfismo canénico de prehaces j: . % — %" cumplen la propiedad
universal siguiente:
Para todo haz de grupos abelianos 4 en X y todo morfismo de
prehaces ¢ : % — 4, 3! morfismo de haces p* : F+ - 4 tal que

F-—2 g

ﬂ+

es un diagrama conmutativo.

Asi, el par (:Z7,7) es tinico médulo un dnico isomorfismo. Diremos que
F* es el haz asociado a .Z (o hacificacién de .7).




TEOREMA: HAZ ASOCIADO A UN PREHAZ

@ Functorialidad de j: un morfismo de prehaces ¢ : . % — ¢ induce un
morfismo de haces ' : . %" - @™ y el diagrama sgte el conmutativo

F—2 g
i| |s
QO+

T+ @+
® ¢ haz implica j : 4 = ¢* isomorfismo y luego obtenemos

F—2 g (1)

| A

y‘#
@ Unicidad de ¢*: Sea 0 = (s3)zev € F7(U), y sean U = U;c1U; y
oi € F(Uy) tal que (01)s = 55 Y2 € Us. ASi, p5(0)lus = wu,(01) ().
Por dltimo, ¢ haz implica que ¢y, (0;) determinan completamente
" (o) (pues determinan ¢f;(o)|u,). O
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