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31.1 CATEGORIAS Y FUNCTORES


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.1

CATEGORIAS

Una categoria % consiste en:

@ Una coleccién de objetos, denotada Obj(%).

@ Para todo par de objetos A, B en &, un conjunto Homg (A, B) cuyos
elementos f € Hom(A, B) son llamados morfismos, y que cumplen:
(a) Podemos componerlos, i.e., existe una funcién

Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A, C)
(f,9)—gef

(b) La composicién es asociativa, i.e., (go f)oh=go(foh).
(c) Para todo objeto A, existe un (tnico) morfismo Id4 € Hom(A4, A) tal
que Idgof = fy golds =g para todos f,g.

Abuso de Notacién

Los Hom(A, B) son conjuntos arbitrarios, pero es comin denotar
¢ : A — B cuando ¢ € Hom(A, B). Ademas, se utiliza como (abuso de)
notaciéon “A € %" 0" A e Obj(%)" cuando A es un objeto de ¢




[SOMORFISMOS

Un isomorfismo entre A, B en Obj(%’) es un morfismo f € Hom(A, B) tal
que 3! g € Hom(B, A) que cumple

fog=Idp y gof=Ida.
Diremos que A y B son isomorfos, y escribiremos A = B.

Un automorfismo de A es un isomorfismo ¢ € Hom(A, A).



EJEMPLOS DE CATEGORIAS

Las categorias mds comunes que usaremos son:

Conj, la categoria de conjuntos.

Anillos, la categoria de anillos.

An, la categoria de anillos conmutativos con unidad.
Grp, la categoria de grupos.

Ab, la categoria de grupos abelianos.

Vecy, la categoria de k-espacios vectoriales.
A-Mod, la categoria de A-mddulos.

Top, la categoria de espacios topolégicos.

000000000

Man®, la categoria de variedades diferenciables (de clase €’*°).

Cada una con sus morfismos evidentes (Ejercicio: describirlos).
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EJEMPLOS IMPORTANTES

Categoria de A-médulos

La categoria A-Mod cumple que cada Hom 4 (M, N') es un grupo abeliano.
Mas adelante, diremos que A-Mod es una categoria abeliana. Notar que si
A =k entonces k-Mod = Vecy, y si A =Z entonces Z-Mod = Ab.

Categoria asociada a un espacio topolégico

Sea X un espacio topolégico. Definimos la categoria Top(X) como la
categoria cuyos objetos son los abiertos de X, y cuyos morfismos son:

{t:U=>V} siUcV

Hom(U, V) :{ @ SiU¢V

(Ejercicio: describir la composicién de morfismos).
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FUNCTORES COVARIANTES Y CONTRAVARIANTES

Un functor covariante F': € — & entre dos categorias cumple que:
© Asigna a cada A € Obj(%) un objeto F'(A) € Obj(2).
@ Asigna a cada morfismo f: A — B en % un morfismo
F(f):F(A)—> F(B) en 2, i.e., existe una funcién

Homy (A, B) » Homg(F(A), F(B))

VA, B € Obj(%), compatibles con la composicién y la identidad:
(a) Paratodo A € Obj(%), se cumple F(Ids) = Idp(a).
(b) Paracada f: A— B en Hom¢(A,B) ycadag:B—C en
Homg (B, C) se tiene que F(go f) =F(g)o F(f).
En particular, si A= B en €, entonces F'(A) 2 F(B) en 2.

Functor contravariante

El functor F': ¢ — 2 es contravariante si se modifica (2) por
Si f e Homy (A, B) entonces F(f) : F(B) - F(A) es el morfismo
asociado en 9. Ademds, F(go f)=F(f)o F(g) en este caso.




EJEMPLOS DE FUNCTORES

@ Functor identidad: Sea % una categoria. El functor identidad
Idg : € — € esta definido mediante Id(A) = A (resp. Id¢(f) = f)
para todo objeto A (resp. todo morfismo f) en %

@ Functores de olvido: Permiten “olvidar” estructura extra. E.g.,
An — Conj asocia al anillo (A, +,-) el conjunto A subyacente, y
asocia al morfismo de anillos f: A — B la funcién f.

© Extensidon de escalares: Sea A € An anillo abeliano y B una
A-algebra. Entonces

F:A-Mod — B-Mod, M — M ®4 B

es un functor covariante.
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PULLBACK Y PUSHFORWARD

Sea A un anillo abeliano y P un A-médulo.

Q@ F:A-Mod - Ab, M — Hom4 (M, P) es contravariante y se denota
Hom( -, P), el morfismo F(f)< f* es el pullback de f.

Si M, N son A-médulosy f: M — N morfismo en A-Mod
f* : Homy(N, P) — Homa (M, P), o = f*(p)E po f.
es el pullback de f.

@ F:A-Mod — Ab, M ~ Hom (P, M) es covariante y se denota
Hom (P, - ), el morfismo F(f)< f, es el pushforward de f.

Si M, N son A-médulosy f: M — N morfismo en A-Mod
f+: Homa(P, M) — Homa(P,N), ¢ = f.(9) < f o .

es el pushforward de f.



31.2 TRANSFORMACIONES
NATURALES Y FUNCTORES
ADJUNTOS


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2
http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat426/Apunte_MAT426.pdf#section.1.2

., CUANDO DOS CATEGORIAS ¥ ¥ ¥
SON “ISOMORFAS"?



TRANSFORMACION NATURAL ENTRE FUNCTORES

Sean F': ¢ - P2y G: % — 2 dos functores covariantes.

Una transformacién natural ¢ : F — G es una coleccién de aplicaciones
{oa: F(A) - G(A)} aconj#) compatibles con los morfismos entre ellos:

Para todo f: A - B morfismo en Homy (A, B) el diagrama

F(a) 22, p(B)

@Al =
G(f)

G(A) — G(B)
es conmutativo (i.e. ppo F(f)=G(f)owa).

En particular, si cada ¢4 : F(A) = G(A) es un isomorfismo en 2 entonces
decimos que ¢ : F = G es un isomorfismo natural entre F y G.



EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS

SiF:o - By G:%B — € son functores covariantes, definimos
GoF:9/ - ¢
por (G o F)(A) = G(F(A)) para A € Obj(s#), y para f € Hom,y (A1, As)
(GoF)(f)=G(F(f)): G(F(A1)) » G(F(A2)).

Categorias equivalentes

Sean ¥ y 2 dos categorias. Decimos que %" y & son equivalentes si
existen functores covariantes F': 6 - 2y G: 9 — € tales que F oG es
naturalmente isomorfo a Idg y G o F' es naturalmente isomorfo a Idy, i.e.,

existen GoF 5> 1Idy y FoG = Idy

isomorfismos naturales.

En este caso, decimos que F'y G definen una equivalencia de categorias.
v
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EJEMPLO DE ALGEBRA LINEAL

Sea k un cuerpo y considere las categorias
@ 7} cuyos objetos son los k-espacios vectoriales {k" },en, y con
Hom(k™, k™) := My« (k) matrices (respecto a las bases candnicas).
(2] Vecgrl cuyos objetos son k-espacios vectoriales de dimensién finita, y
con Hom(V, W) :={f:V — W lineal}.
Sea F: ¥}, — Veczn que asocia F'(k™) = k™ y para toda matriz A € My«
asociamos F'(A) = fa, con fa: k™ - k™, v+~ Av. El functor “elegir base”

G:Vecit - v,

que envia' V en (V, By ) = k() y £ ¢ Hom(V, W) en Matg,, 2, (f)
cumple que

FoG—ldyem y GoF —ldy.

YPara V = k™ escogemos la base canénica By = (e1,...,en).
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EJEMPLO FUNDAMENTAL

Mas adelante, veremos que para un cuerpo k:

Hay una equivalencia entre las categorias de “variedades algebraicas
afines sobre k" y de “k-algebras (abelianas) finitamente generadas y
reducidas (i.e. sin nilpotentes no-nulos)”.

Esto permitira generalizar al contexto algebraico la equivalencia entre las
dos formas posibles de definir una variedad diferenciable (cf. Clase 0).
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ADJUNCION EN ANALISIS FUNCIONAL

Sea u: H — H es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H,
entonces el Teorema de representacién de Riesz (1907) implica que existe
un dnico u* : H - H lineal acotado tal que

(u(f),9) = (f,u"(9))
para todos f,g € H. Ademds, decimos que u* es el adjunto de u.

Esta nocién se generaliza naturalmente al contexto de categorias:
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FUNCTORES ADJUNTOS

Sean F: € - 2y G: 2 — € functores covariantes. Decimos que (F,G)
es un par de functores adjuntos si YA € Obj(%¢), B € Obj(Z) hay una
biyeccién natural

Tap : Homg(F(A), B) = Homy (A, G(B)),

i.e., si f:As > A1y g: By — By son morfismos en €'y 2, resp., entonces:
Hom@(F(Al), Bl) TNBK HOHIcg(Al, G(Bl))

l

Homgy (F(Az2), B2) WNB; Homg (A2, G(Bz2))

es conmutativo®. En este caso, decimos que F es el adjunto izquierdo de
G, y que G es el adjunto derecho de F', y escribimos F' - G.

2 a flecha vertical izquierda se obtiene mediante F(f): F(As) - F(A;) al
considerar un morfismo h: F(A1) - By y asociarle goho F(f): F(A2) — Bs.
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ADJUNCION ENTRE (-)®4 N Y Homu(N, -)

Sea A un anilloy M, N, P tres A-mé6dulos. Recordemos que
Bila(M x N,P)<{B: M x N - P aplicacién A-bilineal}.
Por un lado, la propiedad universal del producto tensorial ® 4 nos dice que

Bily(M x N, P) xHomg(M ®4 N, P) en A-Mod.

Por otro lado, fijando la primera variable de B : M x N — P obtenemos una
aplicacién A-lineal B: M - Hom (N, P), m ~ B(m, -) y por ende

Bily(M x N, P) 2 Hom 4 (M,Hom4 (N, P)) en A-Mod.

Luego, para todos M, N, P obtenemos un isomorfismo

Homy (M ®4 N, P) 2 Homa(M,Homyu (N, P)) (*)
S N —
=F (M) =G(P)
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ADJUNCION ENTRE (-)®4 N Y Homu(N, -)

HOInA(M@AN,P)EHOIHA(M,HOIHA(N,P)) (*)
—_— | —
=F(M) :=G(P)

Con un poco de paciencia, se verifica que () es functorial, y asi

F: A-Mod — A-Mod y G : A-Mod — A-Mod
M— M@ N P +—— Homu(N, P)

son adjuntos para todo N fijo, i.e., (-)®4 N y Hom4 (N, -) son adjuntos.
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ESPACIO DUAL EN GEOMETRIA ALGEBRAICA

Caso particular importante

Cuando A =k es un cuerpo y U, V, W son k-espacios vectoriales de
dimensién finita. Entonces?, Homg (V, W) 2 V* ®; W. Luego,

Homy (U @4 V, W) = Homy (U, V* @, W).

En geometria, la notacién (- )* se utiliza para denotar al pullback, por lo
que el espacio dual de un k-e.v. serd denotado V'V (en lugar de V™).

En particular, el isomorfismo anterior se reescribe como:

Homy, (U ®; V,W) = Homy (U, V" &, W).

?Explicitamente, V* ®; W — Homy (V, W) envia el tensor simple ¢ ® w en la
aplicacién lineal v — p(v)w. Dicha aplicacién anterior es inyectiva, y esta definida entre
dos e.v. de dimensién finita de la misma dimensién, y luego es un isomorfismo.
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