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En cada problema, debe escoger solamente un ejercicio para resolver, excepto en el Bonus (ver ultima pagina).
Durante todo el Certamen denotamos por k un cuerpo algebraicamente cerrado, de caracteristica arbitraria a menos
que se especifique lo contrario. Todas las variedades algebraicas estan definidas sobre k y, tal como se mencioné
en curso, las supondremos reducidas y separadas, pero no necesariamente irreducibles ni suaves.

1. Categorias (10 pts). Dar una definicion rigurosa, usando la notacion del curso, de una de las siguientes
nociones y dar un ejemplo.

(a) Categorias aditivas y categorias abelianas.
(b) Producto fibrado en una categoria.

(

¢) Limite inductivo y proyectivo en una categoria.
(d) 2-categoria.

2. Prehaces y haces (10 pts).

(a) Sea X un espacio topologico y sea G un grupo abeliano. Dado un punto xg € X, definimos el prehaz
rascacielos i,,(G) por
. [ {0} sizog¢U
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para todo abierto U C X. Probar que i,,(G) es un haz.
(b) Sea .# un prehaz de grupos abelianos en un espacio topolégico X, y sea .# su haz asociado. Probar

que para todo x € X se tiene un isomorfismo de grupos abelianos %, = Z.I.

(¢) Sea # un haz de grupos abelianos en un espacio topologico X, y sea s € T'(X,.#) una seccion global.
Probar que el soporte de s, definido como

Supp(s) :={x € X | s, # 0 en Z,}

es un subconjunto cerrado de X.

(d) Sea U C X un abierto de un espacio topologico X, y sea 0 - % — 4 — 5 — 0 una sucesion exacta
de haces de grupos abelianos en X. Probar que la sucesion de grupos abelianos

0= D(U, ) = D(U,%) — T(U, )

es exacta, y mostrar un ejemplo tal que T'(U,¥) — T'(U, 5) no sea sobreyectivo.
Indicacion: Para el ejemplo, considerar la sucesion exponencial de Kodaira-Spencer.

3. Espacios anillados y 0x-moédulos (10 pts).

(a) Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios topologicos y sea % (resp. ¢) un haz en X (resp.
en Y). Probar que el prehaz imagen directa f..# es un haz en Y, y dar un ejemplo que muestre que el
prehaz imagen inversa (f~'%)pe NO es necesariamente un haz en X.

(b) Sea (X, Ox) un espacio anillado, y sea .Z un haz invertible (i.e., localmente libre de rango 1). Probar
que £ @ LV = 0Ox.

(c) Sea (X, 0x) un espacio anillado, U C X un abierto no-vacio y i : U — X la inclusion. Dado .# un
Oy-modulo, definimos el prehaz extensién por cero it °.% en X mediante

.pre . {0} siVQEU
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Probar que el haz asociado 4.# = (if"°.#)T es un Ox-modulo y que para todo z € X se tiene que

(iyF)o=FpsizelUy (1), = {0} siz ¢ U.
4. Variedades algebraicas afines y morfismos regulares (10 pts).
(a) Sean F,G € k[X,Y] dos polinomios sin factores irreducibles comunes. Probar que V(F)NV(G) C A? es
un conjunto finito.

Indicacion: Usar la identidad de Bézout' en el dominio de ideales principales k(X)[Y] para probar que
existen polinomios A(X,Y), B(X,Y) y D(X), con D no-nulo, tales que D = AF + BG.

IVer aqui el enunciado de la identidad de Bézout para dominios de ideales principales.


https://en.wikipedia.org/wiki/B�zout's_identity

(b) Calcular el ideal de S = {(0,0),(0,1)} en AZ.
(c) Probar que la sub-variedad afin de A® definida por las ecuaciones X2 =Y Z y XZ = X tiene 3 compo-
nentes irreducibles.
5. Variedades algebraicas proyectivas (10 pts).
(a) Sea X una variedad algebraica proyectiva y supongamos que f : X < Y es una incrustacion cerrada,
donde Y es una variedad algebraica afin. Probar que f(X) es un conjunto finito de puntos.

(b) Supongamos que car(k) # 2 y sea P? = P(V) la proyectivizacion de V = k3. Sea C' C P? una cénica,
i.e., una hipersuperficie de P? dada por un polinomio homogéneo f € k[X,Y, Z] de grado 2. Probar que,
en una base conveniente de V', podemos suponer que

C = {[z,y,2] € P* | ax® + by* + ¢2* = 0},

para ciertos a, b, c € k. Deducir que si abc # 0 entonces C' = P*.

(c) Consideremos la inscrustacion de Veronese vz : P! < P3| [z,y] — [23, 2%y, 29, 9°], y sea C = v3(P!) la
ctibica torcida de P3. Sea
I = (ToTs — ThTo, T — ToTo, T3 — T1 T3)

ideal homogéneo de k[Ty, Ty, Ty, T3]. Probar que C = V(I) C P3.
6. Atlas algebraicos, producto de variedades y separaciéon (10 pts).

(a) Describir un atlas algebraico en P? y deducir que es una variedad separada.
(b) Sean n,m € NZ1. Probar que el producto P* x P™ no es isomorfo a P"™,

(¢) Sea X una variedad algebraica separada. Probar que todo abierto U C X y todo cerrado Y C X es una
variedad algebraica separada.

7. Componentes irreducibles y aplicaciones racionales (10 pts).

(a) Sea f : P? --» P2 [xg, 21,79, 73] — [ToT3, 7173, 273,05 — 1122 aplicacién racional. Determinar el
dominio de definicion Dom(f) C IP3, probar que f € Bir(P3) y determinar f=1:P3 --» P3.

(b) Probar que la curva C' = {(x,y) € A? | 4> = 23 — 1} no es birracional a A! (i.e., no es racional).
Indicacion: Suponer por contradiccion que existe una aplicacion birracional Al --» C, t — (x(t),y(t)),
donde z(t) = p(t)/q(t), y(t) =r(t)/s(t), y donde p,q,r,s € k[t] cumplen (p,q) = (r,s) = 1.

(c) Sea f: P2 -——s P4, [x,y, 2] = [22,y2, 2y, 22, yz] aplicacion racional definida en U = Dom(f) = P2\ {p},
donde p = [0,0,1]. Sea X = Bl,(P?) =5 P? el blow-up de P? en p. Probar que existe un morfismo regular?
g : X — P* tal que el diagrama

X
N

g

p2. L p

es conmutativo, i.e., g = foe.
8. Dimension y morfismos finitos (10 pts).
(a) Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas. Probar que si dim(X) < dim(Y") entonces f

no es dominante.

(b) Sea X = {(x,y) € A% |22 +y? =1} ysea f: X — Al, (2,y) — 2 morfismo regular. Probar que f es un
morfismo finito.

(¢) Probar que la composicion de morfismos finitos es un morfismo finito.
(d) Sea X = V(I) C P™ variedad algebraica proyectiva definida por el ideal homogéneo I C k[Xy, ..., X,],
y sea C(X) := V(I) C A" el cono afin asociado a X. Probar que dim(C(X)) = dim(X) + 1.
9. Espacio tangente de Zariski (10 pts).

(a) Sea X una variedad algebraica suave. Probar que X es irreducible si y solo si X es conexa.

(b) Supongamos que car(k) # 2. Sea @ : k"' — k una forma cuadritica no-nula, y sea X = {x €
P | Q(z) = 0} la hipersuperficie cuadrica asociada. Probar que X es suave si y solo si @) es no-
degenerada.

2De hecho, se puede probar que g : Blp(]P’Q) < P* es un incrustamiento cerrado.



10.

(c) Supongamos que car(k) = 0. Sea C,p, = {[x,y,2] € P? | y?2 = 2% + az2? + b23} C P? cibica plana,
donde a,b € k constantes. Determinar un polinomio A(X,Y) € k[X,Y] tal que C,p C P? es suave si y
solo si A(a,b) # 0.

(d) Sea G un grupo algebraico y sea X un espacio homogéneo respecto a G (i.e., X es una variedad
algebraica dotada de una accién regular y transitiva G x X — X, (g,z) — gz). Probar que X es una
variedad suave.

Morfismos suaves, Teoremas de Bertini y Zariski (10 pts).

(a) Sea X una variedad algebraica proyectiva normal e irreducible, y sea C' C X una curva algebraica
irreducible. Probar que existe una curva algebraica suave C y un morfismo f : C — X tal que f (5) =C.
(b) Sea X C P" una hipersuperficie irreducible de dimension > 2, definida por un polinomio homogéneo de
grado d > 1, y sea H C P™ un hiperplano general. Probar que X N H es irreducible.
Indicacion: Dada la incrustacion de Veronese X — Pm <% PN, probar que cada hiperplano H C P"
define un hiperplano H' C PN tal que X N H = v4(X) N H'. Aplicar el teorema de Bertini a vq(X).

(c) Dar un ejemplo de un morfismo f : Al \ {0} — A!\ {0} que sea étale pero cuyas fibras no sean
irreducibles.

Bonus (30 puntos): El objetivo de este problema es estudiar mas profundamente hipersuperficies del espacio
proyectivo. Supongamos que car(k) = 0 y sea d € N22,

Sea V = k[Xy, ..., Xn]q el k-espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado d en las variables Xy, ..., X,
y consideremos la proyectivizacion PV = P(V), donde N = ("zd) — 1. Dado que V(f) = V(Af) C P" para todos
f €V \{0} y X € kX, tenemos que los puntos de PV parametrizan hipersuperficies de grado d en P". Por abuso de
notacién, denotaremos por [X] € PV al punto [f] de P(V) que corresponde a la hipersuperficie X = V(f) C P".

(i)

(iii)

Consideremos la sub-variedad de incidencia, cerrada® en PN x G(r,n), dada por
I={([X],[A]) € PY x G(r,n) | A C X}.

Probar que I es irreducible y determinar su dimension.
Indicacion: Probar que la fibra pry “([A]) € PV es un subespacio lineal y determinar su dimension. Notar
que, mddulo cambio de coordenadas, se puede suponer que A ={xg=...=xzp_r_1 =0} CP".

Deducir que si 6 := (r +1)(n —r) — (d:fr) < 0, entonces una hipersuperficie general de grado d en P™ no
contiene subespacios lineales A = P" de dimension r. En particular, una superficie general de grado > 4 en
P3 no contiene rectas.

Indicacion: Considerar la fibra F.(X) := pr; ([X]) = {[A] € G(r,n) | A € X} C G(r,n).

Consideremos la sub-variedad de incidencia, cerrada® en PV x P*, dada por
J={([X],2) € PN x P" | 2 € Xying},

y donde 7 := pry; : J — PV y 0 := pry : J — P" son las dos proyecciones. Probar que o~ !(z) = PN-7~!
para todo z € P", y deducir que que J es irreducible de dimensiéon dim(J) = N — 1.

Indicacion: Utilizar el criterio Jacobiano para deducir que o~ *(z) estd dada por n + 1 ecuaciones lineales
independientes en PN . Notar que, mddulo cambio de coordenadas, se puede suponer x = [1,0,...,0].

Con la notaciéon del punto (i), sea Z := 7w(J) C PY. Probar que si dim(Z) < N — 1 entonces toda
hipersuperficie singular de grado d en P" tiene infinitos puntos singulares.

Sea Y = V(g) C P*~! hipersuperficie suave en P"~! dada por el polinomio homogéneo g € k[X1, ..., X,],
y consideremos el cono proyectivo ¥ (Y) := V(g) C P, obtenido al considerar g € k[Xy, ..., X,]. Probar
que %(Y) es una hipersuperficie de grado d en P™ con un tnico punto singular en p = [1,0,...,0], y deducir
que necesariamente dim(Z) = N — 1.

Deducir que el conjunto de hipersuperficies singulares de grado d de P™ esta parametrizado por una hiper-
superficie irreducible A C PN-1,

3Puede usarse directamente, sin demostracioén, el hecho que I es cerrada.
4Puede usarse directamente, sin demostracion, el hecho que J es cerrada.



