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Problema 1

Sea X = S' C C el circulo, sea .# = Z el haz de funciones localmente constantes a

valores en Z (notar que este haz no es quasi-coherente pues no es un &'x—modulo).
Calcular H'(S', 7).

Solucién:
Tomemonos el cubrimiento % usual de S, U = S"\{(0,1)},V = S"\{(0, —1)}, notemos que
UNV =S"{(0,£1)} tiene dos componentes conexas

I'(U, #) = {funciones localmente constantes de U en Z} ~ Z
['(V,.7) = {funciones localmente constantes de V en Z} ~ 7Z

['(U NV,.%#) = {funciones localmente constantes de UNV en Z} ~Z x Z

Recordemos la definicion de cocadenas de Cech

e, F)= ] ZW,n---nU,)

i9<--<ip
asi en este caso tenemos

CNU,F)=FU)x F(V)=T(U,Z)xT(V,.F) =7 x L
W, F)=7ZUnV)=T({UNV,Z)=7Zx 7L

Q

Y obtenemos el complejo

do

0 y OV y C1

~
[a=)

y concluimos que la cohomologia es
HY %, F) =kerdy = {(a,b) € COb|lyny — alpny = 0} = {(a,a)|a € Z} ~ Z

HY %, F) =C"/Im(dy) = {(a,b) € C*}/{bluav — alvnv|(a,b) € C°Y ~ (Z x Z)/{(1,1)) ~ 7Z
HP(%,.F) =0, para p > 1
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Problema 2

Probar que A™\{0} no es afin para n > 2.

Demostracion:

Si n > 2 entonces tenemos un incrustamiento cerrado de A*\{0} en A"\{0}, por lo que bas-
taria con analizar el caso n = 2 (cerrado dentro de una variedad afin es afin por definicion).
Como X = A?*\{0} es variedad algebraica, el haz Ox es un haz coherente (directo de la
definicién) y tenemos el cubrimiento abierto, afin, finito % = {U; = A*\{y = 0},U, =

A*\{z = 0}}

entonces el Teorema Fundamental del Cdlculo de Cohomologia de Haces Coherentes nos da:
HY ~ HP(X, ), ¥p >0
y H'(X, Ox) no es nada sino el cokernel del mapa

do : ﬁx(Ul) X ﬁx(Uﬁ — ﬁx(Ul N Ug)
(P17P2) — P1|U10U2 - P2|U1HU2

y tenemos

ﬁX(Ul) = Ox({y # 0}) = k[X1, X, X5
[X1’X27 ]
Ox (U1 NU,) = [X1J<'2,X1 , X577

puesto que X; ' X;? ¢ Im(dy) tenemos que H'(X, Ox) # 0, asi que X no es afin.
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Problema 3
Calcular Pic(P').

Solucién:

Sabemos que P! esta cubierto por abiertos afines U;, U,. Tenemos HY(U;, 0%) = 0 para
q > 2 por el Teorema de anulacion de Grothendieck pues U; tiene dimension 1y para g = 1
pues Pic(U;) = Pic(A!) = 0. Similarmente H4(U; N Uy, %) = 0 para ¢ > 1. Asi, se cumplen
las hipotesis para el Teorema de Leray, que nos permite calcular la cohomologia usando la
cohomologia de Cech.

Notemos que

L(U;, O%) = k[X;]* ~ k¥, pues k es algebraicamente cerrado
DU, N Us, 6%) = K[X, X ~ k* x (X1 ~ k* x Z

por tanto el cokernel de la aplicacion

do : F(Ul, ﬁ;&”) X F(UQ, ﬁ;() — F(Ul N UQ, ﬁ;})

(81, 82) —> 81/82

es isomorfo a Z y por tanto, Pic(P') ~ H' (X, 0%) ~ Z.
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