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Problema 1. Sean Ly, ..., L, € Pic(X) fibredos en rectas, y sean s; € H°(X, L;) \ {0} secciones no-nulas para
cada i € {1,...,7}, de tal suerte que Y := V(sy, ..., 8,) C X es suave de codimx (Y) = r. Probar que

wy & (wx ® L1 ®---® L,)|y en Pic(X).

Demostracion. Consideremos el fibrado
EFE=L,®---®L,
sobre X . Por el ejemplo 3.6.12 del apunte, tenemos
Nx)yy 2L @S L) |y ZLily - @ Lyly

y por la formula de adjuncion,

wy = wX|y ®det(JVx/y)
Zwxly ® Lily ® - -- @ Ly |y
(Wwx®L1® - @ L)y

1%

Ejemplo 1. Consideremos el fibrado
E = ﬁ]P’n (dl) b---P ﬁ]pn (d’r‘)

sobre P". Entonces, si s € H°(P", E) \ {0} tenemos
s=(Py,...,P)
donde P; € HY(P™, Opn(d;)) \ {0}, i.e, P; son polinomios homogeneos de grado deg(d;). Luego, si
X :=V(s)=V(P,...P)
es suave y dim(X) = n — r, es decir, es una interseccion completa, se tiene
Nonyx = (Opn(dr) @ -+ @ Opn(dy)) |y

y por el problema anterior,

wx 2 Ox (—n—l—i—i:di)

i=1

Problema 2. Determinar las posibles intersecciones completas suaves e irreducibles X4,
de dimensiéon < 3.

4, € P™ de Calabi-Yau

.....

Demostracion. Sabemos que X es una variedad de Calabi-Yau si wx =2 Ox, usando el ejemplo anterior esto
equivale a que

T
i=1
Denotemos dim(X) :=m. Como X es una interseccion completa, se debe cumplir
m=n—r (2)

donde r es el numero de ecuaciones en P" que definen X. Juntando 1y 2,

S di=m+r+1 (3)

i=1



Haremos algunas suposiciones sobre los d;. Primero, vamos a suponer que d; > 2 para todo ¢ € {1, ...,7}. Podemos
suponer esto sin perdida de generalidad, ya que si d; = 1 para algin 4, estamos intersectando un hiperplano en P"
que es isomorfo a P"~!, es decir, si por ejemplo d; = 1,

X:=V(P,.,P)CV(P,...P_) CV(P) =P CP"

entonces, podemos ignorar tal polinomio de grado 1 y considerar el incrustamiento de X en P"~! (ignorando una
coordenada).

Ademas, podemos suponer sin perdida de generalidad que
dy <dy <...<d,
ya que, no cambia la definicién de X al reordenar los polinomios. Esta suposiciéon implica,

2r§dﬂ’§2di:m+r+1:>1§r§m+l (4)
i=1

Por otro lado, por la desigualdad de las medias aritmética y geométrica,
1 - 1/r
=> di> (dy---dy) (5)
[t
donde se alcanza la igualdad si y sélo si todos los d; son iguales. Usando 5, obtenemos
o <r(dy--d)VT <Y di=mAr 41 (6)

i=1

Podemos ver que, en 6, la igualdad se alcanza si r = m + 1, lo que implicaria la igualdad en la desigualdad de las
medias. Entonces, en el caso que 7 = m + 1, obtenemos que todos los d; son iguales,y se obtiene que d; = 2 para
todo i en este caso.

Ahora iteramos sobre m < 3.

= m =1: Aqui, 1 < r < 2. El tnico caso es 7 = 1, entonces, de 2 y 3 obtenemos n = 2y d; = 3. Es decir, X es
una curva eliptica.

s m=2:Aqui, 1 <r<3.Sir=1,de2y 3 obtenemosn=3yd; =4.Sir=2,n=4yd;+ds =05, usando
las suposiciones sobre los d;, tenemos que el tinico par posible es dy =2y do = 3.

sm =3 Aquil<r<4Sir=1,n=4yd; =5 Sir=2,n=>5yd; +dy =6, usando las suposiciones
tenemos dos posibles pares para dyi,ds, que son dy = 3y do =3060d; =2ydy=4.Sir=3n=6y
dy +do +ds = 7, y por las suposiciones la tnica tripleta posible es dy = 2, do =2 y d3 = 3.

Este analisis, mas el caso r = m + 1 que fue visto antes, cubre todos los casos posibles. O
Problema 3. Sea X una variedadd algebraica proyectiva suave e irreducible, y sea £ — X un fibredo vectorial
de rg(E) = r. Probar que P(F) es una variedad algebraica suave e irreducible de

dim(P(F)) = dim(X) +r — 1.
Demostracion. Notemos que P(E) localmente es U; x P""1, i.e, es un producto de variedades algebriacas suaves,

por lo tanto es suave, ya que ser suave es una propiedad local. Para el resto de las propiedades que queremos
probar, basta aplicar el Teorema 2,12,13. Por hipotesis, se tiene que X es irreducible, el morfismo

m:P(E) » X

es regular, sobreyectivo y cerrado, y ademas, como P(F) 5 X es un fibrado de rango 7, tenemos que todas las
fibras son irreducibles y de dimensiéon r. Entonces, por el Teorema, obtenemos que X es irreducible, y

dim(P(F)) = dim(X) +r — 1.



Ejemplo 2. Consideremos X = P! y E = Op1 @ Op1(—1), cuyas matrices de transicion estan dadas por

1 0
9ij(x) = <0 w) :

Luego, la superficie algebraica S := P(Op1 @© Op1(—1)) se obtiene al pegar los V; := U; x P! = Al x P, con
i € {0,1}, usando el cambio de cartas

¢ (AT {0}) x Pt =5 (AN {0}) x P!, (s, [u,v]) — (i, [u,sv])

Veamos que S = Bl,(P?). En efecto, si consideramos p = [1,0, 0] entonces,
Bl,(P?) := {([z,y, 2], [t1,t2]) € P? x P' tal que yty = zt;} C P? x PL.
Por otra parte, hay isomorfismos

Vo = A x P! =5 {t5 # 0} N BL,(P?), (s, [u, v]) = ([u, sv,v],[s,1]) con y = 2ty,
Vi =2 Al x P () # 0} N BL,(P?), (s, [u,v]) = ([u,v, sv],[1, s]) con yty = 2,

que son compatibles con 1, i.e, P(Op1 & Op1(—1)) = BL,(P?).



