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Ejercicio 4.1.2

Sea C C P? una curva proyectiva suave de grado 3 (i.e; una curva
eliptica). Probar que la sucesién exacta:

0— Oc(=3) = Qalc = Q. =0

provee otro contraejemplo a la exactitud por la derecha de la
sucesion de secciones globales inducida.
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Ejercicio 4.1.2

Sea C C P? una curva proyectiva suave de grado 3 (i.e; una curva
eliptica). Probar que la sucesién exacta:

0— Oc(=3) = Qalc = Q. =0

provee otro contraejemplo a la exactitud por la derecha de la
sucesion de secciones globales inducida.

Sea X C P” una hipersuperficie suave de grado d, sea el morfismo

. . ! : ./
inclusion X — P". Consideramos la sucesion exacta de Euler para
el haz cotangente Qllpn de P,

0 — Qb — Opn(—1)20*) 5 O = 0
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Ahora, consideramos el pullback del morfismo inclusién, tomamos
secciones globales y obtenemos

0 — [(X, *Qb,) = [(X, Opn(—1)2( 1)y 5 ...

Pero Opn(—1) no tiene secciones globales ya que solamente hay
secciones para d > 0, por lo que (X, i*Q3,) no tiene secciones
globales.
Tenemos

0 — Ox(—d) = i*Qf. — Q% — 0,

tomando secciones globales obtenemos
0 — (X, 0x(—d)) = T(X,i*Qp.) = T(X, Q%) — -,

En nuestro caso, para C C IP? curva eliptica la férmula de
adjuncién y (3.7.6) implica Q% = Oc.
Asi T(X,Q%) = k # 0, por lo que la sucesién anterior no es exacta.
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Ejercicio 4.1.30

Sea n € N con n > 2. Probar que la variedad algebraica
Xn := A"\ {0} no es una variedad algebraica afin.

Javier Silva Ayudantia 7 Geometria Algebraica



Ejercicio 4.1.30

Sea n € N con n > 2. Probar que la variedad algebraica
Xn := A"\ {0} no es una variedad algebraica afin.

Notar que X, es una subvariedad cerrada afin de X,, para todo
n > 2, y una subvariedad cerrada de una subvariedad afin es afin,
por lo que basta demostrar el ejercicio para X».
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Ejercicio 4.1.30

Sea n € N con n > 2. Probar que la variedad algebraica
Xn := A"\ {0} no es una variedad algebraica afin.

Notar que X, es una subvariedad cerrada afin de X,, para todo

n > 2, y una subvariedad cerrada de una subvariedad afin es afin,
por lo que basta demostrar el ejercicio para X».

Cubrimos a Xz por los abiertos afines U; := Al x (Al {0}),

U := (A \ {0}) x Al y consideramos sus haces de funciones
regulares O(Ur) = k[T1, To, T, Y], O(Us) = k[ Ty, T{ L, T2l
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Ejercicio 4.1.30

Sea n € N con n > 2. Probar que la variedad algebraica
Xn := A"\ {0} no es una variedad algebraica afin.

Notar que X, es una subvariedad cerrada afin de X,, para todo

n > 2, y una subvariedad cerrada de una subvariedad afin es afin,
por lo que basta demostrar el ejercicio para X».

Cubrimos a Xz por los abiertos afines U; := Al x (Al {0}),

U == (A1) {0}) x Al y consideramos sus haces de funciones
regulares O(U1) = k[ Ty, To, T, Y], O(Ua) = k[ Ty, T{ L, To). El
haz estructural Ox, es coherente, por lo que podemos calcular su
grupo de cohomologia (de Cech) H(Xz, Ox,) usando el teorema
de Leray para la aplicacién

r(Ul,Oul) X F(Ug, OU2) — F(U1 N Us, OUng)

(s1,9)—s1— %
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Curvas Elipticas

Tenemos entonces I'(Uy, Oy,) = k[T1, Ta, T, 1,

F(Uz,Ou,) = k[ Ty, T{ L, Tol,

F(Ur N U, Oynu,) = k[T1, Ty Y, To, Ty Y. Asi HY(Xa, Ox,) es un
k—espacio vectorial de dimensién infinita, con base

(T{", T3)m,n<0. Concluimos usando el teorema de Serre.
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Curvas Elipticas

Definiciones

Una curva eliptica es una

expresién de la forma y? = x3 + ax + b sobre un cuerpo K,
tal que el lado izquierdo de la ecuacién no tiene raices dobles
y char(K) # 2, 3.

- curva algebraica suave proyectiva de género 1, con un punto
especificado O.
- variedad abeliana de dimensién 1.

- curva plana proyectiva suave e irreducible de grado 3, a la
cual se le puede asignar una ley de grupo.
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Curvas Elipticas

Definiciones

Una curva eliptica es una

- expresién de la forma y? = x3 + ax + b sobre un cuerpo K,
tal que el lado izquierdo de la ecuacién no tiene raices dobles
y char(K) # 2, 3.

- curva algebraica suave proyectiva de género 1, con un punto
especificado O.

- variedad abeliana de dimensién 1.

- curva plana proyectiva suave e irreducible de grado 3, a la
cual se le puede asignar una ley de grupo.

fasd
o~

y2=x3-x+1

1

i
A

y2=x -
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Curvas Elipticas

Definicién
1. Un reticulado en C es un sub-grupo discreto de rango 2.

2. Consideramos el reticulado
Nop :=aZ+ bZ = {am+ bn, m,n € Z}, con a,b € C
linealmente independientes sobre R. La curva eliptica
asociada a A es el grupo abeliano cociente (C/A, +).

Topoldégicamente, una curva eliptica es un toro obtenido de
identificar (pegar) los lados opuestos del paralelogramo
[0, a] x [0, b] a través de este cociente.
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Curvas Elipticas

Definicidon

Una superficie de Riemann es una variedad compleja de dimensidon
(compleja) 1.

Proposicion

La curva eliptica C/A tiene estructura de superficie de Riemann.

Teorema

Para todo reticulado, C/A es isomorfa, como superficie de
Riemann, a una curva algebraica suave de grado 3 en P?, es decir
existe f € C[X, Y, Z] no nulo, deg(f) = 3, tal que

C/A= V(F) = {Ix.y.2] € B2, f(x,y,2) = O}.

Ademias, Vf(p) # 0, para todo p € V/(f).
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Curvas Elipticas

Definicidén

Sea A = aZ + bZ un reticulado. La funcién eliptica de Weierstrass
asociada a A es:

p(Z)iZ%Jr ) ((z—lA)2_>\12>

AeN\{0}
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Curvas Elipticas

Definicidén

Sea A = aZ + bZ un reticulado. La funcién eliptica de Weierstrass
asociada a A es:

p(Z)iZ%Jr ) ((z—lA)2_>\12>

AeN\{0}

La funcién g converge uniformemente sobre compactos en C \ A.
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Curvas Elipticas

Definicidén

Sea A = aZ + bZ un reticulado. La funcién eliptica de Weierstrass
asociada a A es:

p(Z)iZ%Jr ) ((z—lA)2_>\12>

AeN\{0}

La funcién g converge uniformemente sobre compactos en C \ A.

Observar que g tiene polos de orden 2 en A.
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Curvas Elipticas

Definicidén

Sea A = aZ + bZ un reticulado. La funcién eliptica de Weierstrass
asociada a A es:

@(Z)iZ%Jr ) ((z—lA)2_>\12>

AeN\{0}

La funcién g converge uniformemente sobre compactos en C \ A.

Observar que g tiene polos de orden 2 en A.

Proposiciéon

La funcién g es meromorfa y periédica con (dnico) grupo de
periodos A; p(z + \) = p(z) para todo A € A.
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Curvas Elipticas

Para el circulo unitario S, existe la parametrizacién (no racional)
usando el seno y su derivada V : R/277Z — St,

t —(sen(t),cos(t)). Dado que ambas funciones son periddicas, se
escogié un dominio en particular para que la funcién sea biyectiva.
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Curvas Elipticas

Para el circulo unitario S!, existe la parametrizacién (no racional)
usando el seno y su derivada V : R/277Z — St,

t —(sen(t),cos(t)). Dado que ambas funciones son periddicas, se
escogié un dominio en particular para que la funcién sea biyectiva.
Similarmente, la funcidn eliptica de Weierstrass nos permite
parametrizar la curva eliptica C/A.

4
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Curvas Elipticas

Corolario

La funcién g se factoriza a través de la proyeccién candnica al

cociente
p:C—C\A— CU{o0},

donde
p:C\A— ]P’l((C), [z] = p(2).

es holomorfa con un tnico polo (de orden 2), el cual es [0] € C\ A.
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Curvas Elipticas

Teorema

La funcién
¢ :C\A— P?C)

[0] # z = [(2), ¢/(2),1]
[0] — [0, 1,0]

define un isomorfismo entre la curva eliptica C\ Ay la curva
algebraica suave de grado 3

T = {[x,y,2] € P*(C) tal quey®t = 4x> + axt® + b*},

que es la compactificacién proyectiva de la curva algebraica afin

M= {(x,y) € C%tal quey? = 4x> + ax + b}.
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