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INTRODUCCION

El presente texto tiene como principal objetivo complementar el curso de
Curvas Algebraicas en la Universidad Técnica Federico Santa Maria.

El objetivo de este curso es que las y los estudiantes se introduzcan a la
geometria algebraica. El principal objeto de estudio de la geometria algebraica
son las variedades algebraicas, las cuales son objetos geométricos que estan
definidos (localmente) por sistemas de ecuaciones polinomiales. Un ejemplo
notable es la ecuacién

z? +yt =20
Si suponemos que las soluciénes (z,y,z) son enteras entonces se sabe que
dicha ecuacién no posee soluciones no-triviales (Euler, 1760). Por otra parte,
si suponemos que las soluciones son complejas entonces se sabe que el objeto
geométrico que describe las soluciones de la ecuaciéon es una curva eliptica
(objeto muy importante en geometria, teoria de nimeros, criptografia, etc).

Dado que en general existen demasiadas ecuaciones polinomiales a consid-
erar, generalmente se imponen restricciones para estudiar dichas variedades
algebraicas. Ejemplos de dichas restricciones pueden ser la cantidad de vari-
ables, la cantidad de polinomios, el grado de los polinomios, etc. Finalmente,
otro tipo de restricciones interesantes son aquellas que involucran la geometria
de la variedad algebraica definida por dichas ecuaciones polinomiales, como
por ejemplo que el objeto sea suave (o que no tenga singularidades demasi-
ado malas), que tenga una dimensién determinada, que posea ciertas formas
diferenciales, etc.

Estas primeras restricciones sobre los polinomios son el objeto de interés de
la geometria algebraica cldsica, mientras que el segundo punto de vista ha sido
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el predominante desde la reformulacién de la geometria algebraica en los anos
60 por la escuela de Grothendieck, y es por lo cual es que nos referimos a él
como geometria algebraica moderna.

En otras palabras, y mas precisamente, el objetivo de este curso es introducir
las nociones bésicas de la geometria algebraica moderna. En particular, se es-
tudiaran algunos de los invariantes geométricos mas importantes tales como los
divisores, grupos de cohomologia y el haz dualizante. Adicionalmente, se estu-
diardn algunos ejemplos remarcables provenientes de la geometria algebraica
clasica tales como las hipersuperficies en espacios proyectivos, las variedades
grassmannianas y los blow-up de variedades a lo largo de sub-variedades, en-
tre otros. Finalmente, aplicaremos los resultados y métodos estudiados para
analizar el caso de curvas algebraicas (i.e., variedades algebraicas de dimen-
sién 1).

El Capitulo 1 busca introducir el lenguaje de Categorias y Haces, que seran
las nociones fundamentales para todo lo que sigue a lo largo del texto. El
Capitulo 2 es una de las partes centrales del curso, y tiene por objetivo estudiar
las variedades algebraicas, asi como sus propiedades geométricas y morfismos
entre ellas. El Capitulo 3 busca introducir la teoria de fibrados vectoriales en
geometria algebraica y la nociéon de divisores, que es la herramienta principal
para la clasificacion de variedades. Finalmente, los Capitulos 4 y 5 estan
dedicados a la cohomologia de haces coherentes y aplicaciones de esto ultimo
al estudio de curvas algebraicas.

Finalmente, quisiera agradecer a mis profesores, amigos y colegas que han
influenciado de manera directa e indirecta la escritura y la intucién geométrica
que traté de plasmar en estas notas. No puedo dejar de mencionar los nombres
de Victor GONZALEZ-AGUILERA, Rubén HIDALGO, Maximiliano LEYTON-
ALvAREZ, Alvaro LIENDO y Giancarlo URZUA, de quienes continuo apren-
diendo hasta el dia de hoy.

Agradezco de antemano por cualquier tipo de comentario, sugerencia o cor-
reccién, para lo cual pueden comunicarse directamente conmigo al correo elec-
trénico pedro.montero@usm.cl.

Pedro MONTERO

Departamento de Matematica
Universidad Técnica Federico Santa Maria
Valparaiso, 2021


pedro.montero@usm.cl

CAPITULO 1

TEORIA DE CATEGORIAS Y HACES

En geometria diferencial, una variedad diferenciable M esta dada por cartas
locales definidas por homeomorfismos ¢; : U; — Vj := vi(U;) € R™, las cuales
se “pegan” en las posibles intersecciones U; N U; mediante cambios de carta
dados por funciones ;; := ;o apj_l que son de clase € en ¢;(U;NU;) C R™.

R’n

vi(Us)

Ademaés, una funcién diferenciable f : M — R es una funcién tal que para
toda carta local U; C M la restriccién f; := f|y, : U; — R verifica que

E; ::fio¢;1:‘/i—>R, (X1, .y zpn) = Fi(z1,...,2p)
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es una funcién de clase € (en el sentido usual). Por ejemplo, si para todo
punto p € U; escribimos

ei(p) = (x1(p), - .-, zn(p)) € R,
entonces para cada j € {1,...,n}la funcion coordenada xj : Uy — R, p — x;(p)
es una funcién diferenciable. En particular, si conocemos todas las posibles
funciones diferenciables en una variedad M, entonces podemos conocer dicha
variedad al determinar las funciones coordenada en cada carta.

Mas formalmente, hay dos formas equivalentes de definir una variedad difer-
enciable M:

(1) A partir de un atlas: definimos M como un espacio topolégico junto
con un cubrimiento abierto {U;}icr (i.e. M = U;c; U;) tal que para
todo ¢ € I existe un homeomorfismo

@i : Uy — V; CR",
donde V; es un abierto de R"™, y donde para todo par de indices ¢,5 € I
tales que U; N U; # B existen difeomorfismos
0jUiNU;) — UiNUj «— ¢i(U; N Uj)
—_——— . O] ——

J k3

CV;CRn < CV;CR®

hij
con inversa dada por %}1 = Vj;.
(2) A partir de un haz de funciones diferenciables: definimos M como un

espacio topolégico junto con un haz .# = €;y tal que para todo abierto
U C M dicho haz asocia una R-dlgebra de “funciones regulares”

CEU) = {f: U — R},

y tal que para todo punto p € M existe una vecindad abierto U, C M
de p y un abierto V, C R" tales que
def

Cri(Up) =€ (V,) = {F : V, — R funcién diferenciable}
son isomorfas como R-algebras.

La ventaja del segundo punto de vista, menos tradicional que el primero,
es que se adapta perfectamente a otras situaciones. Notablemente, podremos
reemplazar R por otros cuerpos. Para formalizar este punto de vista, nece-
sitaremos introducir el lenguaje de categorias y haces.
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1.1. Categorias y functores
La siguiente definicién nos acompaifiara por el resto del curso.

Definicion 1.1.1. — Una categoria % consiste en:

(1) Una coleccién de objetos, denotada Obj(%).
(2) Para todo par de objetos A, B en %, un conjunto Homg¢ (A, B) (o sim-
plemente Hom(A, B) si € es clara en el contexto) cuyos elementos
f € Hom(A, B) son llamados morfismos, y que cumplen:
(a) Podemos componerlos, i.e., existe una funcién

Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A, C)
(f;9) —gof
(b) La composicion es asociativa, i.e., (go f)oh =go (foh).
(c) Para todo objeto A, existe un (uinico) morfismo Id4 € Hom(A, A)
tal que Idgof = f y goldy = g para todos f,g.

Notacion 1.1.2. — A pesar de que los Hom(A, B) son conjuntos arbitrar-
ios (jy sus elementos no son necesariamente funciones!), es comin denotar
¢ : A — B cuando ¢ € Hom(A, B). Ademads, en ocasiones se utiliza como
(abuso de) notacion “A € €7 o “A € Obj(¥)” para referirse a que A es un
objeto de la categoria %.

Terminologia 1.1.3. — Un isomorfismo entre dos objetos A, B en
Obj(¥) es un morfismo f € Hom(A, B) tal que existe un (tinico) morfismo
g € Hom(B, A) que cumple

fog=Idg y gof=1da.
En tal caso, diremos que A y B son isomorfos, y escribiremos A = B. En
particular, un automorfismo de A es un isomorfismo ¢ € Hom(A, A).

Ejemplo 1.1.4. — A continuacién listamos algunas de las categorias mas
comunes, cuya notacién puede variar en la literatura:

(1) Conj, la categoria de conjuntos.

(2) Anillos, la categoria de anillos.

(3) An, la categoria de anillos conmutativos con unidad.
(4) Grp, la categoria de grupos.

(5) Ab, la categoria de grupos abelianos.

(6) Vecy, la categoria de k-espacios vectoriales.

(7) A-Mod, la categoria de A-mddulos.

(8)

8) Top, la categoria de espacios topoldgicos.
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(9) Man®, la categoria de variedades diferenciables (de clase €).
Cada una con sus morfismos respectivos (que dejamos como ejercicio de-
scribir).
jAtencion! — La categoria A-Mod tiene la propiedad adicional que cada
Hom4 (M, N) es un grupo abeliano. Mas adelante, diremos que A-Mod es

una categoria abeliana. Notar ademés que si A = k entonces k-Mod = Vecy,
vy si A = Z entonces Z-Mod = Ab.

Veamos a continuacién algunos ejemplos mas exdticos, que aparecen en la
naturaleza.

Ejemplo 1.1.5. — Sea % una categoria.

(1) Si A € Obj(¥) es un objeto. La categoria fibrada, definida por
Grothendieck en 1959 y denotada %4, esta dada por:
(a) Objetos: Pares (B, ¢), donde B € Obj(%) y ¢ € Hom(B, A).
(b) Morfismos: Diagramas de la forma

B—>C

N A

i.e., Homeg, (B, ), (C,1)) = {f € Hom (B, C) tal que ¢ = pof}.
En particular, la composicién g o f estd dada por

BmD
NIz

donde p = 0o (go f) puestoque bog=1vy p=1po f.
(2) La categoria opuesta ¢°P, estd dada por:
(a) Objetos: Obj(€°P) := Obj(%), i.e., posee los mismos objetos que
la categoria original.
(b) Morfismos: Homgop(A, B) := Homy (B, A), i.e., se “dan vuelta”
todas las flechas de los morfismos de %'.

El siguiente ejemplo serd muy importante al momento de discutir de haces.
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Ejemplo importante 1.1.6. — Sea X un espacio topoldgico. Definimos la
categoria Top(X) como la categoria cuyos objetos son los abiertos de X, y
cuyos morfismos son:

{t: U=V} siUCV
0 siUgZV

i.e., es un conjunto cuyo tnico elemento es la funcién inclusién si U C V| o

Hom(U,V) = {

bien el conjunto vacio en caso contrario.

Ejercicio 1.1.7. — Describir geométricamente la composicién de morfismos
en la categoria Top(X).

Tal como consideramos morfismos entre objetos, podemos considerar “func-
tores” entre categorias.

Definicion 1.1.8. — Sean ¥ y Z dos categorias. Un functor covariante
F : ¢ — & consiste en una aplicaciéon que:
(1) Asigna a cada objeto A € Obj(%) un objeto F'(A) € Obj(2).
(2) Asigna a cada morfismo f : A — B en % un morfismo F(f): F(A) — F(B)
en 7, i.e., existe una funciéon Hom¢ (A, B) — Homgy(F(A), F(B)) para
todos A, B € Obj(%), y ademas son compatibles con la composicién y
la identidad:
(a) Para todo A € Obj(%), se cumple F'(Ids) = Idp(4)-
(b) Para cada f : A — B en Homg(A,B) y cada g : B — C en
Homy (B, C) se tiene que F(go f) = F(g) o F(f).
En particular, los functores preservan isomorfismos: si A = B en €, entonces
F(A)= F(B) en 2.

Observacion 1.1.9. — Para definir un functor contravariante F' : ¢ — &
se requiere la misma informacién, excepto que en (2) intercambiamos la di-
reccién de las flechas:

Sif:A— Besunmorfismoen %, entonces F(f) : F'(B) — F(A)

es el morfismo asociado en 2. Ademas, F(go f) = F(f) o F(g)

en este caso.
Notar que un functor contravariante F' : € — 2 es lo mismo que un functor
covariante F°P : €°P — 2 desde la categoria opuesta €°P.

Veamos algunos de los ejemplos tipicos que aparecen en cursos de algebra.

Ejemplo 1.1.10. —
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(1) Los functores de olvido sirven para “olvidar” estructuras adicionales.
Por ejemplo, el functor de olvido An — Conj asocia al anillo (4, +, -)
el conjunto A subyacente, y asocia al morfismo de anillos f : A — B la
funcion f entre los conjuntos subyacentes. Otros ejemplos del mismo
estilo son Vecp — Conj, A-Mod — Ab, Man™>™ — Top, etc.

(2) Sea A € An un anillo abeliano con unidad, y sea B una A-algebra.
Entonces

F:A-Mod — B-Mod, M — M ®4 B

es un functor covariante, llamado el functor de extensién de es-
calares.
(3) Sea A un anillo abeliano con unidad, y sea P un A-médulo. Entonces
el functor
(a) F: A-Mod — Ab, M — Homyu(M, P) es contravariante y se
denota Hom 4 (-, P), el morfismo F'(f) &' £+ es llamado el pullback
de f. Asi, si M, N son A-médulos y f: M — N morfismo de A-
moédulos, entonces

£*: Homu(N, P) — Homu(M, P), ¢ f*(¢) = po f.
es el pullback de f.

(b) F: A-Mod — Ab, M — Homy (P, M) es covariante y se denota
Hom 4 (P, - ), el morfismo F(f) & £, es llamado el pushforward
de f. Asi, si M,N son A-médulos y f : M — N morfismo de
A-médulos, entonces
f.: Homy(P, M) — Homa(P,N), ¢ = filp) € fo .

es el pushforward de f.
(4) Sea A un objeto de €. Definimos el functor de puntos (o functor
de Yoneda) h* : ¥ — Conj mediante
h(B) := Homy (B, A) para todo B € Obj(%),
y para un morfismo f: B — C en %, definimos
hA(f) : Homg (C, A) — Homg (B, A), {g: C — A} — {go f: B — A}

el morfismo asociado en Conj.

(5) Sea ¢ una categoria. El functor identidad Idy : 4 — % estd definido
mediante Idg(A) = A (resp. Id¢(f) = f) para todo objeto A (resp.
todo morfismo f) en %.



1.2. TRANSFORMACIONES NATURALES Y FUNCTORES ADJUNTOS 15

1.2. Transformaciones naturales y functores adjuntos

Para poder definir cudndo dos categoria son “isomorfas”, se requiere la
nocién de transformacion natural.

Definicion 1.2.1. — Sean F : ¢ — Py G : € — Z dos functores covari-
antes. Una transformaciéon natural ¢ : ' — G entre los functores F'y G
consiste en una coleccién de aplicaciones p4 : FI(A) — G(A), una para cada
objeto A € Obj(¥), y que son compatibles con los morfismos entre ellos:

Para todo f: A — B morfismo en Homg (A, B) el diagrama

a2 p(py
os l PB
a(4) 2L ()

es conmutativo (i.e. oo F(f) = G(f)opa).

En particular, si cada ¢4 : F(A) = G(A) es un isomorfismo en 2 entonces
decimos que ¢ : F' = G es un isomorfismo natural entre F' y G.

Observacion 1.2.2 (composicién de functores)
Notar que si .7, 28y % son tres categorias, ysiF : o/ - By G: B — €
son functores covariantes, entonces podemos definir el functor

GoF:o/ %€

mediante (G o F')(A) := G(F(A)) para todo objeto A € Obj(«/), y para
f: A1 — A morfismo en Hom,/ (A1, A2) se define

(G o F)(f):=G(E(f)) : GIF(A1) = G(F(Ag)).

Tal como se mencion6 previamente, las transformaciones naturales permites
formalizar la intuicién detras de la frase “las categorias € y Z son esencial-
mente las mismas”.

Definicion 1.2.3. — Sean € y & dos categorias. Decimos que ¥ y Z son
equivalentes si existen functores covariantes F': ¢ — P2y G : 9 — € tales
que F o G es naturalmente isomorfo a Idy y G o F' es naturalmente isomorfo
a Idy (i.e., existen Go F = Idy y F o G = Idy isomorfismos naturales). En
este caso, decimos que F' y G definen una equivalencia de categorias.

Ejemplo 1.2.4. — Sea k un cuerpo y consideremos las categorias % y Vec%n
dadas por:
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(1) La categoria ¥} cuyos objetos son los k-espacios vectoriales {k"},cn, ¥
cuyos morfismos son Hom (k" k™) := M, x» (k) matrices (respecto a las
bases candnicas).

(2) La categoria Vechi® cuyos objetos son k-espacios vectoriales de dimen-
sién finita, y cuyos morfismos son Hom(V, W) := {f : V.— W lineal}.

Luego, hay un functor F : ¥, — Vec%’f1 que asocia F'(k™) = k™ y para toda
matriz A € M,y asociamos F(A) = fa, donde f4 : k" — k™, v+— Av es la
aplicacién lineal asociada a A.

Por otro lado, si consideramos el functor “elegir una base”

G : Vecl® — ¥,

que envia V en (V,%By) = kd(V) y f ¢ Hom(V,W) en Matg, 4, (f) (v
donde para V = k™ escogemos la base canénica Byn = (e1,...,ey)), entonces
tenemos que

FoG;IdVechn y GoF = 1dy, .

Luego, F' (y G) define una equivalencia entre las categorias ¥} y Vecfgn.

Observacion 1.2.5. — Mas adelante, veremos que hay una equivalencia en-
tre las categorias de “variedades algebraicas afines sobre k” y de “k-algebras
(abelianas) finitamente generadas y reducidas (i.e. sin nilpotentes no-nulos)”.
Esto generaliza al contexto algebraico la equivalencia entre las dos formas posi-
bles de definir una variedad diferenciable presentada al comienzo del Capitulo.

Recuerdo 1.2.6. — Recordemos que si u : H — H es un operador lineal
acotado en un espacio de Hilbert H, entonces el Teorema de representacion
de Riesz implica que existe un tnico u* : H — H lineal acotado tal que

(u(f),g) = (f,u*(9))

para todos f,g € H. Ademads, decimos que u* es el adjunto de u.

Esta nocién de Anélisis Funcional se generaliza naturalmente al contexto
de categorias.

Definicion 1.2.7. — Sean F : ¢ — Py G : 2 — € dos functores covari-
antes. Decimos que (F,G) es un par de functores adjuntos si para todos
A € Obj(¥¢) y B € Obj(2) hay una biyeccion natural

7ap : Homg(F(A), B) = Homg (A, G(B)).
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Aqui, biyeccion natural significa que si f : Ay — A1y g : By — By son
morfismos en ¥ y Z, respectivamente, entonces:

Homg(F (A1), Br) fNBf Homg (A1, G(B1))

| |

Homgy (F(Az), Ba) WNB; Homg (A2, G(Bs2))

es conmutativ En este caso, decimos que F' es el adjunto izquierdo de
G, y que G es el adjunto derecho de F'. Escribimos F' - G en este caso.

Ejemplo importante 1.2.8. — Sea A un anillo abeliano con unidad, y sean
M, N, P tres A-médulos. Recordemos que
def

Bilg(M x N,P)={B: M x N — P aplicacién A-bilineal}.
Por un lado, la propiedad universal del producto tensorial ® 4 nos dice que
Bily(M x N, P) = Homs(M ®4 N, P)

como A-médulos. Por otro lado, fijando la primera variable de la apli-
cacion bilineal B : M x N — P obtenemos una aplicacién A-lineal
B: M — Homa(N, P), m+ B(m, -) y por ende un isomorfismo

Bily(M x N, P) = Homy4(M,Homy (N, P))

de A-médulos. Luego, para todos M, N, P obtenemos un isomorfismo

(%) Homa(M ®4 N, P) = Hom(M,Homa (N, P))
—— —_—
=F(M) =G(P)

Con un poco de paciencia y dedicacién, se verifica que el isomorfismo (*) es
functorial, y asi los functores

F: A-Mod — A-Mod y G : A-Mod — A-Mod
M— M®&sqN P —— Homy(N, P)
son adjuntos para todo N fijo, i.e., F = (-)®4 N y G = Homy(N, -) son

functores adjuntos. Este ejemplo nos acompanara el resto de nuestras vidas.

M Aqui, la flecha vertical izquierda se obtiene mediante F(f) : F(A) — F(A;) al considerar
un morfismo h : F(A1) — Bi y asociarle g o ho F(f) : F(A2) — Ba. La flecha vertical
derecha es similar.
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jAtencion! — Un caso particular importante del Ejemplo anterior es el caso
cuando A = k es un cuerpo, y donde U,V, W son k-espacios vectoriales de
dimensién finita. Entonced®| Homy(V, W) 2 V* @, W. Luego,

Homk(U RV, W) = Homk(U, V* Qu W)

/\ Dado que en geometria la notacién (-)* se utiliza usualmente para denotar
al pullback, es que el espacio dual de un k-espacio vectorial serd denotado
VYV (en lugar de V*). En particular, el isomorfismo anterior se reescribe como:

Homy (U ® V, W) = Homy (U, VY @5 W).

1.3. Prehaces y haces

Existen varias propiedades de las funciones que son de caracter local. Por
ejemplo, si U C C es un abierto no-vacio y g : U — C es una funcién holomorfa
tal que g(z) # 0 para todo z € U, es natural preguntarse:

;Existe f : U — C funcién holomorfa tal que g = ef?
En general, la respuesta depende del abierto U. Por ejemplo,
(a) Si U = C la respuesta es si: basta considerar la funcién holomorfa
/
f(z):= /z g(s) ds.
1 9(s)
(b) Si U = C* la respuesta es no: basta considerar ¢ = Idc+ y notar
que la existencia de f implicaria que podriamos encontrar un logaritmo
complejo definido en C* (lo cual es imposibl.

Por otro lado, localmente la respuesta es simpre afirmativa: basta tomar
cualquier logaritmo en un pequeno disco D(zg,e) C U y considerar f := log(g)
en D(zp,e€).

La nocién de haz, introducida por Jean Leray en 1945, fue creada para tomar
en cuenta estas propiedades locales, y obtener a partir de ellas enunciados
globales.

(@ Explicitamente, el isomorfismo V* @ W = Homy (V, W) envia el tensor simple ¢ ® w en
la aplicacién lineal v — @(v)w. Se tiene que dicha aplicacién anterior siempre es inyectiva, y
al estar definida entre dos espacios vectoriales de dimensién finita y de la misma dimension,
deducimos que es un isomorfismo.

(3) Tendriamos una anti-derivada holomorfa para la funcién h(z) = é en C* y esto implicaria
que fﬂ{ h(s) ds = 0, donde ~ es cualquier circulo entorno al origen del plano complejo. Por

otra parte, un calculo estandar de anélisis complejo nos senala que fv h(s) ds = 2mi.
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Durante toda esta seccién, (X, 7) serd un espacio topolégic (no-vacio)
que denotaremos simplemente por X.

Recuerdo 1.3.1. — Un sub-conjunto de abiertos % C 7 es una base si:
(1) Los elementos de & cubren X, ie., X = |J U.
Ue%h

(2) Para cada interseccién no-vacia U NV con U,V € A, se tiene que:
Para todox e UNV, existe W € Btalquex e W CUNV.
Por ejemplo, si X = R™ 6 C™ (0 més generalmente, cualquier espacio métrico)
con la topologia euclideana, entonces 4 = {bolas abiertas} es una base.

Reciprocamente, si X es un conjunto no-vacio entonces podemos definir una
topologia en X declarando una base %. Explicitamente, si & es una familia
de sub-conjuntos de X tales que:

(A1) Para todo = € X, existe U € # tal que z € U.
(A2) Para toda interseccién no-vacia U NV # (), con U,V € A se tiene que:
Paratodox e UNV, existe W € Btalquex €¢ W CUNV.

Entonces, definimos la topologia generada por % como la topologia de X cuyos
abiertos estdn dados por todas las posibles uniones (arbitrarias) de elementos
de #A. Por ejemplo, si X es un conjunto no-vacio y

2 := {complementos de conjuntos finitos},

entonces A satisface los axiomas (Al) y (A2) anteriores, y por ende define
una topologia en X. En particular, si X es un conjunto infinito entonces la
topologia definida por 4 no es Hausdor

Pasemos ahora a dar las primeras definiciones que nos llevaran a desarrollar
el concepto de haz (también conocido como gavilla en algunos paises hispanoh-
ablantes, como sheaf en inglés, y como faisceau en francés). Debido al nombre
original en francés, es que usualmente se utiliza la letra % .

Definicion 1.3.2. — Un prehaz % en un espacio topolégico X consiste en:
(1) Para todo abierto U C X, un conjunto .% (U).

®i.e., 7 = {Ui}icr es una familia de sub-conjuntos de X verificando que (1) 0 € 7y X € ;
(2) Para cada J C I la unidn arbitraria UjeJ U; € 7; (3) Para U,V € 7 la interseccion finita
uUnver.

(5)Recordemos que (X,7) es un espacio topolégico de HausdorfT si para todo par de
puntos =,y € X con x # y, existen abiertos z € U e y € V tales que UNV = 0.
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(2) Para cada inclusion de abiertos U < V', una aplicacion de restriccion
TV,U Q(V) — 9([])
def
s—rvu(s) = slu

verificando que
(a) Si U — V — W son inclusiones de tres abiertos en X, entonces
las restricciones

Tw,u

TN

FW)—— F(V)—F )

Tw,v Tv,Uu

conmutan, i.e., Tw,y = Tv,y © Tw,v.
(b) Para todo abierto U C X, se tiene que ry,y = Id # (1)

Terminologia 1.8.3. — Los elementos s € .Z(U) son llamados secciones
de .% sobre U. Es muy importante sefialar que, por motivos que discutiremos
mas adelante, en la practica se utilizan tres notaciones para denotar el conjunto

de todas las secciones de % sobre U:
def

FZU) €W, 7) EHoU, 7).

Ademés, por convencién, cuando hablemos de “secciones de .%” nos referire-
mos implicitamente al caso U = X, i.e., elementos de I'(X,.%#). Los elementos
de I'(X, .#) son llamados secciones globales de .7.

Ejercicio 1.3.4. — Recordemos (ver Ejemplo [1.1.6) que Top(X) es la cat-
egoria cuyos objetos son los abiertos de X y cuyos morfismos son inclusiones.
Probar que un prehaz es equivalente a un functor contravariante

Z : Top(X) — Conj.

Observacion 1.3.5. — La reinterpretacion del concepto de prehaz pre-
sentada en el Ejercicio [1.3:4] es 1til e interesante desde un punto de vista
matematico, puesto que puede generalizarse al reemplazar la categoria
Top(X) por otras categorias ¢ méas generales. Esto tltimo es la idea crucial
detras del concepto de topologia de Grothendieck, algo que se escapa de los
objetivos de este curso.

Veamos algunos ejemplos concretos de prehaces.

Ejemplo 1.3.6. —
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(1) Sea X = R™ (o una variedad diferenciable) y .# = € el prehaz de
funciones diferenciables, donde

¢°(U) :={f: U — R funcién diferenciable}

es una R-algebra. Aqui, la restriccion € (V) — ¢€>°(U), f — flu es
la restriccién usual de funciones.

(2) Sea S un conjunto fijo. El prehaz constante .7 := S estd dado por
S(U) & FU ) := S para todo abierto U C X, y donde las restricciones
estan dadas por Idg.

(3) Sea S un conjunto fijo. Para todo abierto U C X, decimos que una
funcion f : U — S es localmente constante si para cada punto z € U
existe una vecindad abierta V, tal que x € V, C U y tal que f|y,
es una funcién constantd®)| El prehaz de funciones localmente
constantes .# := S estd dado por

S(U):={f:U — S funcién localmente constante},

donde las restricciones son las restricciones usuales de funciones.

(4) Sea S un conjunto fijo y {*} un singleton (i.e., conjunto de un elemento)
fijo, y sea zg € X un punto. El prehaz rascacielo asociado, denotado
Lao (S) 0 bien iy «(S), esta definido por

{x} sixzog¢U
S sizgeU

(2o (9)(U) =

Dejamos como ejercicio al lector el describir explicitamente las aplica-
ciones de restriccion.

Indicacion: Notar que existe una unica funcion S — {x}. En jerga de
categorias, decimos que {*} es un objeto terminal de la categoria Conj.

jAtencion! — La mayoria del tiempo consideraremos prehaces .# tales que
Z (U) posee una estructura adicional, y los morfismos de restriccién preservan
dicha estructura. Por ejemplo, un prehaz de grupos es un prehaz .# tal que
Z(U) es un grupo para todo abierto U C X las restricciones

TV,U : y(V) — ﬁ(U)
son morfismos de grupos, y donde adicionalmente se impone que .7 (0)) = {0}

sea el grupo trivial. De manera completamente andloga, podemos definir la

®)e.g. En R* = R\ {0}, la funcién sgn(z) := 2 es localmente constante, pero no constante.

||
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nocioén de prehaz en grupos abelianos, en k-espacios vectoriales, en k-algebras,
etc. En términos categéricos, consideramos functores contravariantes
F : Top(X) — €,

donde % es una categoria cuyos objetos son conjuntos que poseen estructuras
algebraicas adicionales.

Deﬁnzczon 1 3.7. — Sean .Z y ¢ dos prehaces en X con valores en la misma
categoria ¥ Un morfismo de prehaces ¢ : ¥ — ¢ consiste en:

(1) Para todo abierto U C X, un morfismo ¢y : % (U) — 4(U) en €.

(2) Para cada inclusién de abiertos U < V, el diagrama

FV)——9(V)
o
F(U)——9(U)
es conmutativo, i.e., v (s)|ly = ¢u(s|y) para toda s € F (V).
Ejercicio 1.3.8. — Probar que un morfismo de prehaces es equivalente a

una transformacion natural ¢ : % — ¢ entre los functores contravariantes
F :Top(X) > €y ¥ :Top(X)— F.

Ejemplo 1.3.9. — Sea G un grupo abeliano, y sea G (resp. G) el prehaz
de funciones constantes (resp. localmente constantes) en X con valores en G.
Entonces, hay un morfismo de prehaces

p:G— G,
donde para cada abierto U C X, el morfismo de grupos ¢y : G(U) — G(U)

def

envia el elemento ¢ € G(U) = G en la funcién (globalmente) constante

f:U=G, x— f(zx)=g
Notar que ¢y no es necesariamente un isomorfismo de grupos. Por ejemplo,
si U = Uy 1 Uy es unién dlsJunta de dos abiertos U1, Uy C X.

W/
)7

7,
Us

(Me.g. € = Conj o € = Ab, etc.
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Luego, si G es un grupo no-trivial (i.e. |G| > 2) y g1 # g2 son elementos de
G, entonces la funcién

g1 sizel;
go sixz e lUs

es localmente constante en U, pero no es constante en U.

Ejercicio 1.3.10. — Con la misma notacién del Ejemplo probar que
wy es un isomorfismo de grupos si U C X es conexo.

Definicion 1.3.11. — Sean .% y ¢ dos prehaces de grupos abelianos en X,
y sea ¢ : % — ¢4 un morfismo de prehaces. Definimos los prehaces

(1) ker ¢ mediante
(ker p)(U) :=ker [py : F(U) — 4(U)].
(2) Im ¢ mediante
(Imp)(U) :=Impy : F(U) — 4(U)].
para todo abierto U C X.
Maés atn, si & es un prehaz de grupos abelianos, decimos que & es un sub-

prehaz de %, en cuyo caso escribimos & C %, si para todo abierto U C X
se tiene que &(U) C .# (U) es un sub-grupo abeliano, y ademas el diagrama

V) s F(V)
&) —— Z(U)

es conmutativo para todo par de abiertos U C V de X.
Para todo sub-prehaz & C .% definimos el prehaz cociente mediante

(7/6)U) = F(U)/&(U)

para todo abierto U C X. En particular, kerp C .% e Imp C ¥ son sub-
prehaces, y definimos el prehaz cokernel mediante

(coker )(U) := 4 (U)/(Im ¢)(U)
para todo abierto U C X.

Antes de definir el concepto de haz, recordemos la definiciéon de germen de
una funcién diferenciable en un punto.
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Recuerdo 1.3.12. — Sea X = R" (o una variedad diferenciable) y sea
F = € el prehaz de funciones diferenciables en X. Dado un punto z € X,
los gérmenes de funciones diferenciables en x son clases de equivalencia de
pares de la forma

{(f,U), donde z € U abiertoy f € €(U)},

donde (f,U) ~ (g,V) si existe un abierto W C UNYV tal que x € Wy
flw = glw.

El conjunto de gérmenes de funciones diferenciables en x € X se llama el tallo
de € en x, y se denota €.:°.

FEjercicio 1.3.13. — Verificar que %€.° es un anillo y que
m, = {f € €° tal que f(z) =0}

es un ideal de €;°. Ma4s aln, si consideramos el morfismo sobreyectivo de
anillos

evy : 60 — R, fr— f(x)
entonces m, = ker(ev,) y luego m, es un ideal maximal. De hecho, es el dnico
ideal maximal de €2° (pues todo germen en €,.° \ m, es invertible). En otras
palabras, €2° es un anillo local (i.e., un anillo con un tnico ideal maximal).

Definicién 1.8.14. — Sea .# un prehaz en X. El talld®)|de .Z en un punto
x € X esta dado por

Fo=limFO)= | I FWO) |/~
Usx UCX abierto
tal que x€eU

donde
Para todas s € Z(U) y t € .Z(V) se tiene que (s,U) ~ (t,V)
en .#, si existe W C U NV abierto tal que x € W y tal que
slw = tlw en F(W).

®En inglés, stalk.
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Si U es una vecindad abierta del punto x € X y s € .#(U) es una seccién de
F sobre U, entonces denotamos por s, = [(s,U)] a la clase de s en el tallo
Z, vy la llamamos el germen de la seccién s en el punto x € X.

Finalmente, estamos listos para definir qué es un haz. Intuitivamente, es un
prehaz donde exigimos que secciones locales s; en abiertos U; que cubren un
abierto U dado, y que coinciden en las intersecciones U; N U;, puedan pegarse
de manera Unica en una seccién s sobre el abierto U.

Definicion 1.3.15. — Sea .# un prehaz de grupos abelianos en X. Decimos
que .# es un haz si se cumplen las siguientes condiciones para todo abierto
UCX:

(1) Pegado. Si U = J;c; U; es un cubrimiento abierto, y si s; € .% (U;) son
secciones tales que s;|y;nu; = sjlu,nu; para todos i,j € I. Entonces,
existe una seccién s € . (U) tal que s|y, = s; para todo i € I.

(2) Unicidad. Si U = J;c; U; es un cubrimiento abierto, y si s € Z(U)
es una seccién sobre U tal que s|y, = 0 en .#(U;) para todo i € I.
Entonces, s =0 en .Z#(U).

Ejercicio 1.3.16. — Escribir la condicién de Unicidad (2) en el caso donde
& es un prehaz con valores en una categoria arbitraria &.

Ejemplo 1.3.17. —

(1) El prehaz € de funciones diferenciables es un haz.
(2) Sean X e Y espacios topologicos. El prehaz €(X;Y) en X que asocia
a cada abierto U C X el conjunto
def

¢ (X;Y)U)={f:U —Y funcién continua}

es un haz@

(3) Sea G un grupo abeliano. El prehaz constante G no es necesariamente
un haz. En efecto, si U = U; I Uy es unién disjunta de dos abiertos
no-vacios, G es un grupo no-trivial, y si g; € G(U;) & & son elementos

diferentes con i = 1,2. Entonces, no existe ¢ € G(U) £ G tal que

gloy =91y 9lvz = 2.

Por otra parte, si todo abierto no-vacio de X es conexo entonces GG
es un haz. Mas adelante, veremos que esto ocurre en una variedad
algebraica irreducible.

) Esto es consecuencia del “pasting lemma” en topologia.
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(4) Sea G un grupo abeliano. El prehaz G de funciones localmente con-
stantes en X con valores en GG, es un haz.

Ejercicio 1.3.18. — Sea G un grupo abeliano y 9 € X un punto. De-
mostrar que el prehaz rascacielo ¢z, (G) dado por

{0} sizg ¢ U
(tag (S)(U) := '
G sixgeU
es un haz.
jAtencion! — Sean .# y ¢ haces de grupos abelianos en X. Por definicién,

un morfismo de haces ¢ : F — ¢ es simplemente un morfismo entre los
prehaces subyacentes.

Observacion 1.3.19. — Sea ¢ : F — ¢ un morfismo de haces de grupos
abelianos. Entonces, el prehaz ker ¢ es siempre un haz.

En efecto, veamos las condiciones de pegado y unicidad simultaneamente:

Sea U C X un abiertoy U = (J;c; U; un cubrimiento abierto. Consideremos
secciones s; € Z (U;) tales que s; € (ker ¢)(U;) paratodoi € I, i.e., py,(s;) =0
en ¢4(U;). Si tenemos que

silu;nu; = sjluinu, en F (U N U;) para todos 4,5 € I,
entonces el hecho que .# es un haz implica que existe una tnica seccién
s € Z(U) tal que s|y, = s; para todo 7 € I. Més atn, tenemos que
wu(s)|lu, = e, (slu,) = ¢u,(si) = 0 en ¥ (U;) para todo ¢ € I.

Dado que ¢ es un haz, tenemos que pr(s) =0y luego s € (ker ¢)(U).
Ejercicio 1.3.20. — El objetivo de este ejercicio es probar que el prehaz
Im ¢ no necesariamente es un haz. Para esto, sea X = C (o una variedad
compleja) y sea Ox (resp. O) el haz de funciones holomorfas (resp. el haz

de funciones holomorfas que no se anulan) con estructura de grupo dada por
la adicién (resp. multiplicacién). Consideremos el morfismo exponencial

exp: Ox — 0%

dado por expy; : Ox(U) = O%(U), f+ €™/, Probar que ker(exp) = Z, pero
que el prehaz Im(exp) no es un haz (la condicién de pegado falla) y que el
prehaz coker(exp) tampoco es un haz.
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El ejercicio anterior nos pone en una posicién incomoda, puesto que nos
gustaria poder definir un haz imagen. Es natural entonces preguntar, ;cémo
construir un haz a partir de un prehaz?

Definicion 1.3.21. — Sea .% un prehaz de grupos abelianos en X. Defini-
mos el prehaz .# T en X como el prehaz que asocia a cada abierto U C X al
grupo .Z 1t (U) de “gérmenes compatibles” de .F sobre U. M4s formalmente,

FHU) = {(Sl«)meU € H F tal que (*)}>

zeU
donde la condicién de compatibilidad () estd dada por
(%) Para todo = € U, existe una vecindad abierta V C U de z y
una seccién o € F (V) tal que los gérmenes o, = s, coinciden en
F, para todo y € V.

En términos geométricos, tenemos que:

Ma4s atin, para todo prehaz .# hay un morfismo natural j : . % — ZF T que
para todo abierto U C X y toda seccién s € .Z (U) asocia ji(s) := (Sz)zev,
el conjunto de gérmenes s, € %, para todo z € U.

Proposicion 1.3.22. — Sea % un prehaz de grupos abelianos en un espacio
topolégico X. Entonces, FT es un haz en X.

Demostracion. — Definimos el espacio étalé de .% como el conjunto
Et(F) := H F s
rzeX

que viene dotado de una proyeccién natural 7 : Et(.#) — X.
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Una seccién s € .# (U) define una funcién
0:U— Et(F), 2+ s, € .7,

Ademas, los subconjuntos de Et(.%) de la forma o (U) verifican los axiomas de
una base de una topologia, y por ende permiten ver a Et(ff ) como un espacio
topolégico.

Finalmente, notamos que el conjunto .Z(U) coincide exactamente con el
conjunto de funciones o : U — Et(ﬁz ) que son continuas respecto a la topologia
que acabamos de definir. En particular, .# T es un haz en X. ]

Lema 1.3.23. — Sea % un haz de grupos abelianos en X. Entonces, para
todo abierto U C X se tiene que

ju F(U) = F(U)
es un isomorfismo.

Demostracion. — Para la inyectividad, consideramos una seccién s € Z#(U)
tal que jy(s) &f (82)zev = 0 en FT(U). En particular, por definicién del tallo
Fy, existe un cubrimiento abierto U = |J;c; U; tal que s|y, = 0 para todo
1 € I. Dado que % es un haz, tenemos que esto implica que s = 0.

Para la sobreyectividad, consideramos (s;)zcpy € - 1 (U) gérmenes compat-
ibles. La condicién de compatibilidad (%) implica la existencia de un cubrim-
iento abierto U = J;e; U; y de secciones o; € Z(U;) tales que (0;); = sg
para todo x € U;. En particular, tenemos que (0;); = (0j); para todo
x € U; N Uj. Asi, la inyectividad de jy probada en el parrafo anterior im-
plica que O'Z"UimU]. = Uj\UmUj para todos 7,5 € I. Dado que .% es un haz, esto
ultimo implica que las secciones o; se pegan en una unica seccion o € F(U)
que verifica o|y, = o; para todo ¢ € I. En particular, o, = s, para todo
zel. O
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Teorema 1.3.24 (propiedad universal). — Sea % un prehaz de grupos
abelianos en X. Entonces, el haz FT junto con el morfismo canénico de
prehaces j : F — FT cumplen la propiedad universal siguiente:

Para todo haz de grupos abelianos 4 en X y para todo morfismo

de prehaces ¢ : F — &, existe un unico morfismo de haces

ot FT = G tal que el diagrama

F- 2 g
F+
es conmutativo.

En particular, el par (F,7) es tinico médulo un inico isomorfismo. Diremos
que F es el haz asociado a .F (o bien que es la hacificacién de .7 ).

Demostracién. — Primero que todo, notamos que la construccién de .F 1 y
de j: F — .F* es functorial, i.e., un morfismo de prehaces ¢ : .# — ¢ induce
un morfismo de haces p* : FT — ¢T tal que

F—2 g
i| s
+
Ft+ L gt

es conmutativo. Luego, si ¢4 es un haz, entonces j : 4 — 4 es un isomorfismo
por el lema anterior, y asi obtenemos el diagrama conmutativo deseado

(1) 72 g

| 7

j+

Para verificar la unicidad del morfismo ¢, consideremos o = (s;)zcy una
secciéon de F1(U), y sea U = J;c; U; cubrimiento abierto junto con secciones
o; € F(U;) tales que (0;), = s; para todo = € U;. La conmutatividad de ()
implica que ¢f;(0)|y, = ¢u,(0;). Finalmente, el hecho que ¢ es un haz implica
que ¢y, (0;) determina completamente o™ (o) (pues determina o7 (0)|y,). O

Ejercicio 1.3.25. — Sea % un prehaz de grupos abelianos en X. Probar
que F, = Z. para todo z € X.

Veamos algunos ejemplos tipicos.
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Ejemplo 1.3.26. —

(1) Sea G un grupo abeliano. El haz asociado al prehaz constante G es
exactamente el haz G de funciones localmente constantes, i.e., GT = G.

(2) Sea # un haz de grupos abelianos en X y sea & C % un sub-haz
(i.e. un sub-prehaz que ademads es un haz). Definimos el haz cociente
F /& como el haz asociado al prehaz cociente (% /& )pre que definimos
anteriormente como

(F /& )pre(U) défﬂ(U)/éa(U) para todo abierto U C X,
ie., (/&) :=(F/&)

pre*
(3) Sea ¢ : ¥ — % un morfismo de haces de grupos abelianos, y sea

(coker ¢)pre €l prehaz cokernel que definimos anteriormente como

(coker @) pre(U) & coker(py ) para todo abierto U C X.

Asi, definimos el haz cokernel como el haz asociado al prehaz cokernel,

+
pre*

i.e., coker ¢ = (coker )

Ejemplo importante 1.3.27. — Sea ¢ : % — ¢ un morfismo de haces de
grupos abelianos, y sea (Im ¢)pe €l prehaz imagen que definimos anteriormente
como

(Im ) pre(U) d:EfIm(wU) para todo abierto U C X.
Luego, definimos el haz imagen como el haz asociado al prehaz imagen, i.e.,
Im ¢ = (Im ) .-
En términos practicos, una seccién o € ¢ (U) pertenece a (Im ¢)(U) si existe
un cubrimiento abierto U = |J;c; U; y existen secciones s; € .Z (U;) tales que
©(s;) = o|y, para todo i € I. En otras palabras, son las secciones de & que

provienen localmente de secciones de F.

Definicion 1.8.28. — Sea ¢ : F — % un morfismo de haces de grupos
abelianos en X. Decimos que ¢ es:
(a) inyectivo si ker(y) = 0, donde 0 denota el haz asociado al grupo trivial.
(b) sobreyectivo si Im ¢ & (Im O)he =9
(c¢) un isomorfismo de haces si es inyectivo y sobreyectivo.

La siguiente proposicién es muy util en la practica, pues senala que para
comprender morfismos de haces basta observar el morfismo inducido a nivel
de tallos.
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Proposicion 1.8.29. — Sea ¢ : F — 4 un morfismo de haces de grupos
abelianos en X. Entonces, ¢ es un isomorfismo si y solo si para todo x € X
el morfismo inducido

Qg Fp — Y,

es un isomorfismo.

Demostracion. — Dado x € X, el morfismo inducido a nivel de tallos
Oy Ty — Y,

se define considerando para todo germen s; € %, un abierto U C X tal que
x € U y una seccién s € % (U) tal que s, = [(s,U)]. Asi, definimos ¢, (s;)
como el germen de ¢(s) € 9(U) en ¥, i.e., pz(sz) = [(¢(s),U)]. Luego, si ¢
es un isomorfismo entonces ¢, también lo es para todo z € X.
Reciprocamente, si ¢, : .%, — ¥, es un isomorfismo de grupos abelianos
para todo x € X entonces tenemos que ¢ es inyectivo, puesto que si s € F(U)
es una seccién sobre un abierto U C X y se verifica que ¢(s) = 0 en 4(U),
entonces tenemos que ¢,(sy) = 0 en ¥, para todo z € U. Dado que ¢, es
inyectivo, tenemos que s, = 0 para todo x € U, de donde se deduce que s =0
puesto que .% es un haz. La sobreyectividad se deja como ejercicio al lector

(cf. Ejemplo [1.3.27)). O

Corolario 1.3.30. — Sea ¢ : % — 94 un morfismo de haces de grupos
abelianos en X. Entonces, hay un isomorfismo de haces

F [ ker v = Im .

Demostracion. — Basta utilizar para todo x € X el teorema del isomorfismo
(para grupos) para cada morfismo de grupos abelianos ¢, : %, — 9. ]

Gracias a la discusién anterior, podemos hablar de kernel, cokernel e imagen
de morfismos de haces. En particular, tiene sentido hablar de sucesiones
exactas.

Definicion 1.3.31. — Sea {%,}ncz una coleccion de haces de grupos
abelianos en X, y sean ¢, : %, — %,1 morfismos de haces para todo n € Z.
Decimos que la sucesién
Pn—2 ©n—1 ¥ Pnt1
...n—>§n71 n—><g6‘n_n>§n+1 LRI
. def .

es exacta si ker ¢, = Imp,_1 = (Im gon_l)gre para todo n € Z. Mas aln, una
sucesion exacta corta de haces es una sucesion exacta de la forma

0 FZ5HgY% v o,
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i.e.,  es inyectivo, ¥ es sobreyectivo, y ademés ker ¢ = Im .

Ejemplo importante 1.3.32. — Sea X = C (o una variedad compleja).
La sucesiéon exponencial, introducida en 1953 por Kodaira y Spencer, esta
dada por

Qi
02—t ox 2P, gx o,
donde Ox (resp. 0%) el haz de funciones holomorfas (resp. el haz de funciones
holomorfas que no se anulan). Dicha sucesién es exacta.

1.4. Espacios anillados y 0x-mdédulos

Recordemos que si A es un anillo (conmutativo con unidad), entonces un
A-médulo M es esencialmente un A-espacio vectorial. Méas precisamente, es
un grupo abeliano (M, +) donde adicionalmente podemos multiplicar por “es-
calares” en el anillo A.

En esta seccién generalizaremos lo anterior permitiendo que el anillo A
dependa del abierto U del espacio topolégico X que estemos considerando.
Comencemos por usar funciones continuas para conectar (pre)haces entre dos
espacios topoldgicos X e Y.

Observacion 1.4.1. — Si f : X — Y es una funcién continua y V C Y es
un abierto, entonces (por continuidad) f~(V) es un abierto de X. Luego, a
partir de un prehaz % en X podemos definir naturalmente un prehaz f,.% en
Y mediante:

(f«Z)(V) := Z(fH(V)) para todo V C Y abierto.
Sin embargo, la imagen f(U) C Y de un abierto U C X no es necesariamente
un abierto de Asi, dado un prehaz ¢4 en Y no podemos utilizar la

férmula “inocente” 4(f(U)), donde U C X abierto, para definir un prehaz en
X.

(9En caso de serlo para todo U C X, decimos que f es una funcién abierta.
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Lo mejor que podemos hacer es aprorimar la imagen f(U) C Y por abiertos
de Y, i.e., considerar vecindades abiertas de f(U) y gérmenes de secciones:
(f_lg)pre(U) = hﬂ g(V)

VCY abierto
tal que f(U)CV

Concretamente, los elementos de (f719)pe(U) son (clases de equivalen-
cia de) gérmenes (s,V) con s € 4(V) y f(U) C V abierto de Y, y donde
(s1,V1) ~ (s2,V2) si existe W C Y abierto tal que f(U) CW C VinNnlyy
stlw = salw.

La discusién anterior decanta en la siguiente definicién.

Definicion 1.4.2. — Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios
topolégicos. Sea .# (resp. ¢) un prehaz en X (resp. en Y') entonces definimos

(1) El prehaz imagen directa f..# en Y mediante
(f«Z)(V) := Z(f1(V)) para todo V C Y abierto.
(2) El prehaz imagen inversa (f~'9),.. en X mediante

(f 1Y) pre(U) = lim 4 (V) para todo V C Y abierto.
VCY abierto
tal que f(U)CV

En general (f719),e no es un haz (ver Ejercicio [1.4.3). Por lo anterior, si
% es un haz en Y, entonces definimos el haz imagen inversa f~!'% como el
haz asociado al prehaz (f~19) e, ie., f19 = (f~19)]

pre*
Ejercicio 1.4.3. — Con la notacién anterior
(1) Probar que si .# es un haz en X, entonces f,.# es un haz en Y.
(2) Dar un ejemplo que muestre que incluso si ¢ es un haz, no necesaria-
mente (fflg)pre es un haz en X.
Indicacion: Considerar' Y = {pt} un punto.
(3) Sea x € X y sea y = f(x) € Y. Probar que hay morfismos

([T )y — T y (f_lg)r — Gy,
y que (f719), = 9, es un isomorfismo.

(4) Sean .7 y ¥ haces de grupos abelianos en X e Y, respectivamente.
Probar que hay un isomorfismo de grupos abelianos

Hom(f'9,.7) = Hom(¥, f..7),

i.e., los functores f~!y f. son adjuntos.
Indicacion: Este ejercicio es mds astucioso. Ver [Vak17, 2.7.B].
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Ejemplo importante 1.4.4. — Un caso particular muy relevante es el caso
de X C Y un sub-espacio topolégico. Sea ¢ : X — Y la funcién continua dada
por la inclusién.

Dado un haz ¢ en Y, denotamos el haz imagen inversa :~'% en X mediante
9|x, y lo llamamos la restriccién de ¥ a X.

En el caso en que X =V sea un abierto de Y, tenemos que ¥|y es el haz
en V que asocia a todo abierto U C V el grupo abeliano ¢4(U).

Ejercicio 1.4.5. — Probar que si X = {y} es un punto de Y, entonces ¥,
es el haz constante ¢, en {y}.

La siguiente nocién serd crucial para dar la definicién formal de variedad
algebraica.

Definicion 1.4.6. — Sea k un cuerpo. Un espacio anillado en k-dlgebras
es un par (X, Ox) donde X es un espacio topolégico y un haz Ox de k-algebras
(conmutativas con unidad) llamado el haz estructural.

Ademés, un morfismo de espacios anillados en k-algebras

(X, ﬁx) — (Y, ﬁy)

es un par (f,¢) formado por una funcién continua f : X — Y y un morfismo
de haces de k-algebras

2 Oy — f* Ox,
al cual usualment nos referiremos como el pullback de funciones regulares
de'Y a X. Dado que la composicion de morfismos de espacios anillados esta
bien definida, obtenemos una categoria y, en particular, la nocién de isomor-
fismo de espacios anillados en k-algebras tiene sentido.

jAtencion! — En nuestra definicién “oficial” de espacio anillado (X, Ox) se
pide que Ox sea un haz de k-algebras. Sin embargo, se puede considerar sin
problemas Ox como un haz de anillos abelianos. Esto serd ttil al final del
curso, cuando tomaremos Ox = Z en algunas situaciones de interés.

Observacion 1.4.7. — Sea (X, Ox) un espacio anillado en k-algebras. Si
U C X es un abierto, entonces podemos considerar el haz de k-dlgebras
Oy -} Ox|y que permite considerar a U como un espacio anillado también.
Dejamos como ejercicio al lector construir un morfismo de espacios anillados

(U, 0y) — (X, Ox) en este caso.

(D La terminologia sera explicada cuando discutamos el caso de variedades algebraicas. En
muchos textos, ¢ se denota f* : Oy — f.Ox.
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Ejemplo 1.4.8. — Sea M una variedad diferenciable, y sea Oy = €57
el haz de funciones diferenciables en M. Entonces, (M, O)r) es un espacio
anillado en R-algebras.

Tal como anticipamos al comienzo de esta seccién, si pensamos Ox como un
anillo que varfa a medida que variamos los abiertos U de X, entonces podemos
considerar médulos sobre cada uno de los anillos Ox (U).

Definicion 1.4.9. — Sea (X, Ox) un espacio anillado en k-élgebras. Un
Ox-moédulo es un haz % de k-espacios vectoriales tal que para todo abierto
U C X el k-espacio vectorial .7 (U) es un Ox (U)-médulo. Més ain, para
cada inclusién de abiertos V' C U C X las aplicaciones lineales de restriccion
FU) — F(V), s— s|y son compatibles con las estructuras de médulos

Ademds, un morfismo de Ox-médulos ¢ : . F — ¥4 es un morfismo de
haces de k-espacios vectoriales tal que para todo abierto U C X la aplicacion

wv: FU)—Y4(U)

es Ox(U)-lineal. Dado que la composicién de morfismos de &x-mddulos esta
bien definida, obtenemos una categoria ¢'x-Mod, donde los conjuntos de mor-
fismos se denotan por

Homg, (#,9) = {¢: F — 4 morfismo de Ox-mbdulos}.

Los conjuntos Homg, (.%,%) son grupos abelianos que ademas pueden ser
dotado de una estructura de Ox (X )-médulo (i.e., de I'(X, Ox)-mdbdulo).

Observacion importante 1.4.10. — Todas las construcciones validas para
modulos sobre un anillo poseen analogos en el contexto de &'x-modulos. Sin
embargo, en ocasiones hay que considerar el haz asociado al prehaz en cuestion.
Los principales ejemplos son:

(1) La nocién de sub-Ox-médulo & C .7, y el Ox-mdbdulo cociente F /&
Para este ultimo, se considera el haz asociado.

(2) Dado un morfismo de &x-médulos ¢ : F — ¥, los haces ker(¢), Im(p)
y coker(p) son Ox-mddulos, donde para los dos tltimos se considera el
haz asociado. En particular, tiene sentido hablar de sucesiones exactas
de Ox-modulos.

(2 Bjercicio: Escribir la condicién de compatibilidad explicitamente.

I Dado ¢ : F — ¥ morfismo de Ox-médulos y A € (X, Ox) seccién global, definimos A
como el morfismo de Ox-mddulos que en el abierto U C X estd dado por (Ap)(s) := Mu - s
para toda seccién s € .#(U).



36 CAPITULO 1. TEORIA DE CATEGORIAS Y HACES

(3) Dados .# y ¢ dos Ox-médulos, la suma directa .# @ ¢ es un Ox-
moédulo. Maés generalmente, si {.%;};c; es una coleccién arbitraria de
Ox-mdbdulos, entonces la suma directa @,c; -#; es un Ox-médulo.

(4) Dados .# y ¢ dos Ox-mébdulos, el producto tensorial .7 ®4, ¢ (tam-
bién denotado .# ® ¢ si el haz estructural Ox es claro en el contexto)
es el haz asociado al prehaz

U F(U) €y 9 (V)

para todo abierto U C X.

(5) Sean .# y ¢ dos Ox-mobdulos y sea U C X un abierto. Entonces, .# |
y 9|y son Oy-médulos. El Ox-mdédulo dado por el prehaz de grupos
abelianos

U s Homgy (Fl,90)
es de hecho un haz, que denotamos o, (%,9) (o también
Hom(F ,9) si el haz estructural Ox es claro en el contexto).
(6) Sea .# un Ox-moédulo. El Ox-médulo dual de .# estd dado por

FV = Home (F,Ox).

(7) Podemos hablar del algebra tensorial, algebra exterior, y algebra
simétrica de Ox-médulos. Por ejemplo, para d € N=! la potencia
exterior A\?.% de un Ox-moédulo % es el haz asociado al prehaz

U— N\ ().

(8) Un Ox-médulo .Z es libresi F = 03! &f @;c1 Ox para cierto conjunto
de indices I. El cardinal de I es el rango de F.

(9) Un Ox-mo6dulo Z es localmente libre si existe un cubrimiento abierto
X = Uier U; tal que F|y, es un Opy,-moédulo libre, ie., F|y, = ﬁgi”.
Si el espacio topoldgico X es conero, entonces todos los rangos r; son
iguales a un mismo valor r, llamado el rango del &'x-mddulo localmente
libre .%.

(10) Un haz invertible en X es un Ox-médulo localmente libre . de
rango 1, i.e., tal que X puede cubrirse por abiertos {U;}icr tales que
ZL\u, = Oy, para todo i € I. En particular, si .# es un Ox-mddulo,
entonces 7 |y, Ray, ZLu, = F |y, para todo i € I.

(11) Un haz de ideales 7 es un sub-0x-moédulo de Ox. En otras palabras,
para todo abierto U C X se tiene que Z(U) es un ideal de Ox (U).

Ejercicio 1.4.11. — Sea £ un haz invertible en X.  Probar que
LV @Y = Ox. Mis aiun, probar que . es un haz reflexivo, i.c.,
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(V)Y =L
Indicacion: Si .F es un Ox-moddulo localmente libre de rango ﬁnit yY
es un Ox-mddulo arbitrario, entonces #Homeo (F,9)r = Homgy (Fu,Yy).

Terminemos por discutir cémo podemos hacer pullback y pushforward de
haces de médulos utilizando morfismos de espacios anillados. Para esto, sea

(X, ﬁx) — (Y, ﬁy)

un morfismo de espacios anillados dado por el par (f,¢), donde f : X — Y
es una funcién continua y donde ¢ : Oy — f.Ox es un morfismo de haces de
k-algebras, i.e., para todo abierto V' C Y tenemos un morfismo de k-algebras

v Oy (V) — fOx(V)E Ox(F71 (V).
Consideremos % un Ox-mébdulo definido en X y ¢4 un Oy-médulo definido
en Y. Entonces:

(1) Por definicién, el haz imagen directa f..# es un f,Ox-médulo. Més
aun, dado que poseemos un morfismo de haces ¢ : Oy — f.Ox podemos
definir una estructura de Oy-mdédulo en f,Z.

(2) Por definicién, el haz imagen inversa f~'% es un f~!@y-médulo. Por
otra parte, la adjuncién entre f~1y f. (ver Ejercicio implica que
hay un isomorfismo

Hom(f 0y, Ox) = Hom(Oy, f.Ox).

Luego, el morfismo ¢ : Oy — f.Ox corresponde via la adjuncién a un
tnico morfismo ¢ : f~10y — Ox. Asi, Ox es dotado de estructura de
f~1Oy-médulo a través de 1. Luego, para obtener un &x-médulo a
partir de f~'¢ basta considerar la extensién por escalares (cf. Ejemplo
)

9 .= g ®f-10, Ox.

La discusion anterior puede resumirse en la siguiente definicion.
Definicion 1.4.12. — Sea (f,p) : (X,0x) — (Y, 0y) un morfismo de

espacios anillados en k-dlgebras, y sea . (resp. ¥) un Ox-médulo (resp.
Oy-mbdulo). Definimos

(1) El Oy-médulo imagen directa mediante f,.%.
(2) El Ox-médulo imagen inversa (o pullback) mediante

19 = fﬁlg Df-10y Ox.

(9De hecho, esto es cierto para .% localmente de presentacion finita. Sin embargo, es falso
para Ox-moédulos en general.
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Observacion 1.4.13. — Tal como antes, hay un isomorfismo functorial
Homg, (f*Y, #) = Homg, (9, f.7)
de donde obtenemos que f* y fi son functores adjuntos.

Ejemplo importante 1.4.14. — Sea X = R" (o una variedad diferenciable)
y Ox := €5 el haz de funciones diferenciables en X.

Si elegimos coordenadas (locales) zi,...,z, de X y denotamos por
dzq,...,dz, sus diferenciales, entonces el haz cotangente Qﬁ( (a veces
denotado x) esta definido de la forma siguiente:

Para cada abierto U C X, los elementos de Q% (U) son 1-formas diferenciales
de la forma

w(x) = zn:f](a:) dz;, donde f; € Ox(U).
j=1

En particular, Q% |y = 65" y luego Q) es un haz localmente libre de rango
Més generalmente, podemos considerar el haz Q4 := A?QL de d-formas
diferenciales, cuyas secciones sobre el abierto U C X son de la forma

w(x) = Z Fivja(@) dajy A--- Adxy,, donde f;, ., € Ox(U).
1<ji<<ja<n

Asi, le( es un haz localmente libre de rango (Z) En particular,

wy == 0% €N 0k
es un haz invertible, que llamamos el haz canénico de X. Ademés, el haz
dual
TIx 1= Home, (Vx, Ox)
es llamado el haz tangente de X, y cuyas secciones son llamadas tradicional-
mente campos vectoriales.

Ejercicio 1.4.15. — Con la notacién del Ejemplo anterior, probar que para
todo d € {1,...,n} se tiene

wx ® (Q%)Y =y,
y en particular tenemos que wxy ® Ty = Q}_l. Debido a esta identidad, y

por motivos que veremos mas adelante cuando discutamos sobre la dualidad
de Grothendieck-Serre, es que wx es llamado el haz dualizante de X.



CAPITULO 2

VARIEDADES ALGEBRAICAS

2.1. Variedades algebraicas afines y Topologia de Zariski

Sea k un cuerpo (que méas adelante asumiremos algebraicamente cerrado).
En esta seccién, dotaremos al conjunto
K" déf{(;m, ...,Zp) donde z; € k para todo i € {1,...,n}}

de una topologia, llamada la topologia de Zariski. Esto nos permitird definir
un haz de k-algebras llamado el haz de funciones regqulares. Asi, el espacio
anillado correspondiente se llamara el espacio afin, y serd denotado A" (k) (o
simplemente A", si el cuerpo k es claro en el contexto).

Notacion 2.1.1. — A partir de esta seccién, denotaremos por O(A") al
anillo de polinomios k[X1,...,X,] en n variables con coeficientes en k.

La definicién méas importante en este contexto es la siguiente.

Definicion 2.1.2. — Sea S C O(A™) un subconjunto de polinomios. FEl
conjunto

V(S) :={(z1,...,zy) € k" tal que f(z1,...,2,) = 0 para todo f € S}
es llamado una subvariedad afin de k™.

Veamos algunos ejemplos explicitos.

Ejemplo 2.1.3. —
(1) V(1) =0y V(@) =V (0) = k™ son subvariedades afines.
(2) V(X1 —a1,...,Xn —an) ={(a1,...,a,)}, i.e., todo punto es una sub-
variedad afin.
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(3) En k% con 0(A?) = Kk[X,Y], tenemos que V(Y) = V(Y?) es el eje
z. En particular, dos polinomios diferentes pueden definir la misma
subvariedad afin.

(4) Todo sub-espacio lineal afin de k" es una subvariedad afin.

Observacion 2.1.4. —
(1) Por definicién, si T C S C O(A"™), entonces V(S) C V(T). En otras
palabras, “mientras méas ecuaciones, menos soluciones”.
(2) Sea S C O(A™) subconjunto arbitrario, y sea (S) el ideal generado por
S (i.e., sumas finitas de la forma Y f;g; con f; € Sy ¢g; € O(A")
arbitrario). Entonces,

V(S) = V((S)).

En particular, siempre podemos suponer que S = I C ¢(A") es un
ideal.

En vista de lo anterior, es til recordar el siguiente resultado de Hilbert.

Recuerdo 2.1.5 (Teorema de la base de Hilbert)
El anillo k[ X}, ..., X,] es noetheriano. En otras palabras, se verifican
las condiciones equivalentes siguientes:

(i) Toda sucesién creciente de ideales es eventualmente constante, i.e., si
IhCchclh<c---Cl,C---

son ideales en k[ X7, ..., X,], entonces existe N € N tal que I,, = I;4+1
para todo m > N; o bien,
(ii) Todo ideal I de k[X7,...,X,] estd generado por un nimero finito de
polinomios.
En términos précticos, si S C O(A™) es un subconjunto de polinomios y si
I = (S) es el ideal asociado, entonces existen fi,...,f, € O(A™) tales que
I={f1,...,fr). Enparticular, V(S) = V(f1,..., fr) y luego toda subvariedad
afin de k™ puede definirse por un ntmero finito de ecuaciones polinomiales.

Proposicion 2.1.6. —

(1) Interseccion arbitraria de subvariedades afines de k™ es también una
subvariedad afin de k™.

(2) Union finita de subvariedades afines de k™ es también una subvariedad
afin de k™.
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Demostracion. — Para (1), basta notar que por definicion se tiene la identidad
AV(S)=V (U Sz-> :
icl icl

Para (2), probaremos que
V(Sl) U V(SQ) = V(Slsg),

donde 5152 es el conjunto formado por todos los posibles productos
fife, con f; € S;. En efecto, notamos que por definicién se tiene que
V(S1) UV(S2) C V(S1S2). Por otro lado, si ¢ V(S1) U V(S2) entonces
existen f; € S1y fa € Sy tales que fi(x) # 0y fa(z) # 0, lo cual implica que
(fif2)(x) #0 y con ello x ¢ V(5152). O

Corolario 2.1.7. — Las subvariedades afines V(S) C k™ wverifican los az-

iomas de los conjuntos cerrados de una topologia.

Demostracién. — Por definicién, basta probar que &™ y () son de la forma
V(S) para cierto S, que la interseccién arbitraria de subvariedades afines es
subvariedad afin, y que la unién finita de subvariedades afines es una subvar-
iedad afin. Lo anterior es consecuencia del Ejemplo y de la Proposicién
[2.1.6] respectivamente. O

Estamos listos para dar la primera definicién del espacio afin.

Definicion 2.1.8. — Definimos la topologia de Zariski de £" como la
topologia obtenida al declarar como cerrados a las subvariedades afines, i.e.,
conjuntos de la forma V' (S) para cierto S C ¢(A™). En particular, los abier-
tos de Zariski son los conjuntos de la forma

U = k" \ V(S) para cierto S C O(A").

Denotamos por A" a k™ dotado de la topologia de Zariski (i.e., los cerrados
son ceros de polinomios y los abiertos sus complementos), que llamaremos el
espacio afin.

Veamos algunas de las propiedades de la topologia de Zariski. Para esto,
recordemos la siguiente definicién de topologia.

Definicion 2.1.9. — Un espacio topolégico X es noetheriano si toda suce-
sién decreciente de conjuntos cerrados es eventualmente constante. En otras
palabras, si

FooF 2DF 2 2 F, 2
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son subconjuntos cerrados de X, entonces existe N € N tal que F;;, = Fiq1
para todo m > N.

Ejemplo importante 2.1.10. — El espacio afin A™ es un espacio topologico
noetheriano. En efecto, todo cerrado (de Zariski) en A" es de la forma V(1)
para cierto ideal I C 0(A"™). Ademas, se tiene que

(1) La funcién I — V(1) es decreciente.
(2) La funcién V(I) — Z(V(I)), donde

Z(V(I)) :={f € O(A") tal que f(xz) =0 para todo z € V(I)},
es decreciente, y cumple I C Z(V(I)).

Asi, una sucesién decreciente de cerrados

V(o) 2V(I) 2V(I2) 22V (L) D+

induce una sucesion creciente de ideales de O'(A™)
JCNhCHhC--CJ T

donde J,,, := Z(V (I,,)). Notamos que si la sucesiéon decreciente de cerrados no
es eventualmente constante, entonces la sucesion creciente de ideales tampoco,
lo cual es una contradiccién al Teorema de la base de Hilbert.

Definicion 2.1.11. — Un espacio topoldgico X es quasi-compacto si todo
cubrimiento abierto de X admite un sub-cubrimiento finitd ]

Teorema 2.1.12. — Todo espacio topoldgico noetheriano es quasi-compacto.
En particular, el espacio afin A™ es quasi-compacto.

Demostracion. — Sea X un espacio topolégico noetheriano y sea X = (J;c; U;
un cubrimiento abierto. Queremos probar que existe J C I subconjunto finito
tal que X = U;cs Uj.

Para ello, consideramos para cada i € I al conjunto cerrado F; := X \ U;.
Notamos, considerando complementos, que si J C I entonces los abiertos
{U;}jes cubren X siy sélo si

N F=0.

jeJ
Supongamos, por contradiccion, que toda interseccién finita de cerrados de la
forma F; es no-vacia. Ademds, agregando todas las intersecciones finitas si

WEs comin reservar el término compacto para referirse a un espacio topolégico quasi-
compacto y de Hausdorff. Veremos que la condicién de Hausdorff falla (salvo en casos
triviales) para la topologia de Zariski.
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fuese necesarid?)] podemos suponer sin pérdida de generalidad que la familia
{F;}icr es estable por intersecciones finitas. Como X es un espacio noetheri-
ano, existe un elemento minimal no-vacio F}, en esta familia®| En particular,
la minimalidad de F},, implica que la inclusiéon F),, N F; C F,, es una igualdad
para todo ¢ € I, i.e., F,;, C F; para todo ¢ € I. Esto tltimo es imposible, pues
por hipétesis (;c; Fi = 0. O

Recuerdo 2.1.13. — Sea (X, 7) un espacio topolégico, y sea ¥ C X un
subconjunto arbitrario. Entonces, la topologia inducida o topologia traza
en Y es la topologia 7y obtenida al declarar que los cerrados (resp. abiertos)
de Y son la interseccién de cerrados (resp. abiertos) de X con Y, ie., V € 1y
siysélosi V =Y NU para cierto U € 7.

En particular, un subconjunto de un espacio noetheriano es también noethe-
riano (respecto a la topologia inducida).

Corolario 2.1.14. — Todo subconjunto del espacio afin A™ es un espacio
topoldgico noetheriano respecto a la topologia de Zariski (inducida). En par-
ticular, toda subvariedad afin X C A™ es un espacio topoldgico noetheriano, y
por ende quasi-compacto.

<2>Equivalentemente, agregando todas las uniones finitas al cubrimiento abierto original.
®)Esto tltimo es una aplicacién clasica del lema de Zorn: basta considerar el conjunto &
cuyos elementos se obtienen a partir de uniones finitas de abiertos U;, ordenado parcialmente
mediante la inclusién. La hipotesis de noetherianidad implica que toda cadena en & posee
una cota superior, y luego el lema de Zorn implica que & posee un elemento maximal U,,.
Asl, Fry i= X\ Un,.
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2.2. Funciones regulares y morfismos

Sea k un cuerpo y O(A") = k[X1,...,X,]. Comencemos por definir una
construccion “dual” a S — V(S) discutida en la seccién anterior (cf. Ejemplo

EL0)

Definicion 2.2.1. — Sea V C A" un subconjunto arbitrario. Definimos el
ideal de V' como

Z(V):={f € O(A") tal que f(z) =0 para todo z € V'}.
Tal como lo indica la terminologia, Z(V') es un ideal de O(A").

Ejemplo 2.2.2. —

(1) Z(0) = O(A™).

(2) Sea X C A™ subconjunto arbitrario. Entonces, X C V(Z(X)) con
igualdad si y sélo si X es una subvariedad afin. Asi, para X C A"
subconjunto arbitrario tenemos que

VII(X) =X
es la adherencia de Zariski de X.

(3) Por definicién, si X C Y C A", entonces Z(Y) C Z(X). En otras
palabras, “mientras mas puntos, menos ecuaciones”.

(4) Si X, Y C A" entonces Z(X UY) =Z(X)NZ(Y).

(5) Sea S C O(A™) subconjunto arbitrario. Entonces, S C Z(V(S)) y dicha

inclusion en general no es una igualdad, incluso en el caso en que S sea

un ideal. Por ejemplo, Z(V((Y?))) = (Y) en k[X,Y].

Zar

Notemos que la subvariedad afin V/(XY) C A? se descompone en la unién
V(X)UV(Y) de los ejes coordenados. Sin embargo, si k es un cuerpo infinito,
entonces V(X) y V(YY) no pueden descomponerse. El fenémeno anterior mo-
tiva la siguiente definiciéon fundamental (la cual discutiremos en detalle mas
adelante).

Definicion 2.2.3. — Sea X un espacio topologico (no-vacio). Decimos que
X es irreducible si no es la uniéon de dos subconjuntos cerrados estrictos. En
otras palabras, si X = X7 U X5 con X1, X5 cerrados, entonces necesariamente
X = X7 o bien Xy, = X.

Ejercicio 2.2.4. — Sea X un espacio topolégico no-vacio. Probar que X
es irreducible si y sOlo si se satisface alguna de las condiciones equivalentes
siguientes:
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(1) Todo par de abiertos no-vacios de X se intersectan.
(2) Todo abierto no-vacio de X es denso.

En particular, si X espacio topoldgico irreducible entonces X no es un espacio
de Hausdorff (a menos que sea un conjunto de un elemento).

Teorema 2.2.5. — Sea X C A" subvariedad afin. FEntonces, X es irre-
ducible si y sélo st T(X) C O(A™) es un ideal primo.

Demostracion. — Supongamos primero que X C A” es una subvariedad afin
irreducible, y sean f,g € ¢(A™) polinomios tales que fg se anula en X i.e.,
fg € Z(X). Entonces, tenemos que

def

X CV(fg) =V(HuVig),

y en particular X = X; U X5 con X7 :=V(f)NX y X9 :=V(g)NX cerrados
en X. Dado que X es irreducible, tenemos que X; = X o bien Xy, = X, i.e.,
X CV(f) obien X CV(g), ie., f€Z(X) o bien g € Z(X). Asi, concluimos
que Z(X) es un ideal primo.

Reciprocamente, si suponemos que Z(X) es un ideal primo de O(A") y
suponemos que X = X3 U Xy, con X; C X cerrado propio para i € {1,2},
entonces el hecho que X; C X implica que existe f; € O(A"™) que se anula
en X; pero que no se anula en X. En otras palabras, existen fi, fo € O(A™)
tales que f; ¢ Z(X). Sin embargo, fifo € Z(X) pues f; se anula en X; y
X = X; U Xs. Esto tltimo es una contradiccién con el hecho que Z(X) es un
ideal primo. O

Corolario 2.2.6. — Sea k un cuerpo de cardinal infinito (e.g. k algebraica-
mente cerrado). Entonces, T(A™) = (0) y A" es irreducible.

Demostracion. — Dado que k es infinito, todo polinomio f € O(A™) que se
anula sobre A" es nulo. En efecto, basta fijar n — 1 variables para obtener un
polinomio en una variable con infinitas raices, que por ende debe ser nulo. La
conclusién Z(A™) = (0) se obtiene por induccién en n. Finalmente, el hecho
que A" es irreducible se desprende del hecho que Z(A™) = (0) es un ideal
primo. ]

Recuerdo 2.2.7. — Sea A un anillo conmutativo con unidad, y sea I C A
un ideal. El conjunto

VT :={f € A tal que existe m € N=! tal que f™ e I}

es un ideal de I que verifica I C v/I, llamado el radical de I. Decimos que I
es un ideal radical si [ = /1.
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Maés atn, I C A es un ideal radical si y s6lo si A/I es un anillo reducido
(i.e., el nico elemento nilpotente de A/I es el 0). En particular, hay inclu-
siones

{ideales maximales} C {ideales primos} C {ideales radicales}

para todo anillo conmutativo con unidad A.

Utilizando la terminologia anterior, podemos enunciar (sin demostracion)
el Teorema de los ceros de Hilbert, considerado uno de los resultados funda-
mentales de la geometria algebraica clasica.

Teorema 2.2.8 (Hilbert, 1893). — Sea k = k un cuerpo algebraicamente
cerrado (e.g. k = C, Fp, Q, Cp, etc), y sea I C O(A") def k[X1,...,Xn] un
ideal. Entonces:

(1) Nullstellensatz débil. Si I =m es un ideal mazimal, entonces
m = <X1—a17...,Xn—an)

para ciertos ai,...,a, € k.
(2) Nullstellensatz. Para todo ideal I se cumple que

(V1)) = VI
En particular, V(I) =0 si y sélo si I = O(A™).

jAtencion! — Debido a la gran importancia del resultado anterior:

A En todo lo que sigue del curso, supodremos que k es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Observacion importante 2.2.9. — Como consecuencia del Hilbert Null-
stellensatz, tenemos que la aplicacion X — Z(X) establece una biyeccion
decreciente (con inversa dada por I — V/(I)) entre:

(1) Las subvariedades afines de A™ y los ideales radicales de O'(A™).

(2) Las subvariedades afines irreducibles de A™ y los ideales primos de
O(A™).

(3) Los puntos de A™ y los ideales mazimales de O(A").

Recuerdo 2.2.10. — Sea X un espacio topologico. Un subconjunto A C X
es localmente cerrado si es un subconjunto cerrado de un abierto de X.

En otras palabras, si A = U N F es la interseccién de un abierto U y un
cerrado F' de X. En particular, considerando U = X (resp. F = X), todo
cerrado (resp. abierto) de X es localmente cerrado.

Estamos listos para dar la definicién mas importante de esta seccién.
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Definicion 2.2.11. — Sea X C A" un subconjunto localmente cerrado.
Una funcién regular en X es una funcién
f: X —k

tal que para todo punto x € X existe una vecindad abierta x € U, C X y
polinomios P,, Q. € O(A™) tales que Q,(x) # 0, y tales que
Py

f’UI:@UI-

Denotamos por
O(X):={f: X — k funcién regular}
al k-algebra de funciones regulares en X.

El siguiente resultado justifica el hecho que la definicién anterior sea com-

patible con la notacién &(A™) def kE[X1,...,X,] introducida anteriormente.

Proposicion 2.2.12. — Sea X C A" un cerrado de Zariski (i.e., una sub-

variedad afin). Entonces, toda funcion regular f : X — k es la restriccion

de un polinomio P € O(A™) def E[X1,...,X,] a X, ie., f = Plx. En otras

palabras,
0— I(X) == O(A") =X (X)) — 0
es una sucesion exacta, y en particular 0(X) = O(A™)/ I(X).

Demostracion. — Sea X = V(I) C A" cerrado de Zariski, donde I C O(A"™)
ideal (radical). Sea f : X — k funcién regular, y veamos que f es restriccién
de un polinomio.

Para ello, fijamos para cada € X una vecindad abierta U, C X de x € X
y polinomios P,, Q. tales que fQ, = P, en U,.

Dado que U, es un abierto de Zariski, tenemos que

X\Uw:XﬂV(Al,...,Am)d:ef{yeXtalque A1(y) == An(y) =0}

para ciertos polinomios A; € ¢(A™). En particular, tenemos la igualdad
(41/Q.)(y) = (A1P.)(y) para todo y € X.

Luego, redefiniendo @, := A1Q, v P, := A1 P,, obtenemos que la igualdad
anterior fQ, = P, ahora es vilida en todo X. Maés aun, cambiando la nu-
meracién si fuera necesario para que Aj(z) # 0, tenemos que Q. (x) # 0 por
definicién de Q.

Sea J := ({Qz}zex) C O(A™) ideal generado por los Q. Por definicién, los

def def

Q. no tienen ceros comunes en X, i.e., ) = V(J)NX =V (J)NV (1) =V (I+J).
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Por otro lado, gracias al Hilbert Nullstellensatz, tenemos que V(I + J) = ()
siy sélosi I+ J = O(A"). En particular, existen B € I'y >7%_ Gz;Qqz; € J
tales que

T
B+ Gy,Qu, =1.
=1

Dado que X = V(I), tenemos que B = 0 en X y por ende deducimos (al
multiplicar por f) que f = f-1=37"_ Gy, (fQu;) = 21 G, Pr; =: P, de
donde se obtiene lo pedido.

La 1ultima parte se deduce al considerar

resx : O(A") - 0(X), P— Plx
y notar que por definicién se tiene ker(resx) = Z(X). O

La importancia de la Definicién [2.2.11| radica en que no sélamente permite
definir la nocién de funcién regular para cerrados de Zariski (donde la situacién
es particularmente simple, de acuerdo a lo discutido en la Proposicién ante-
rior), sino que también para abiertos. Esto ultimo, es de suma utilidad al
momento de definir la nocién de haz de funciones regulares.

Definicion 2.2.13. — Sea X C A" un subconjunto localmente cerrado.
Definimos el haz de funciones regulares en X como el haz en k-algebras
Ox que a cada abierto U C X asocia el k-dlgebra

def

Ox(U):=0U)={f:U — k funcién regular}.

Més atn, si dotamos a k de la topologia de Zariski (i.e., lo pensamos como
la recta afin A') entonces toda funcién regular es continua. Es decir, si
denotamos por €x al haz de funciones continuas f : X — A! respecto a las
correspondientes topologias de Zariski, entonces 0x C %x es un subhaz.

Lo anterior se extiende naturalmente al contexto mas general siguiente.

Definicion 2.2.14. — Sean X C A" e Y C A™ subvariedades afines. Una
funcién f : X — Y es llamada un morfismo regular si es la restricciéon de
una funcién polinomial F': A” — A™ tal que FI(X) C Y.

En particular, decimos que un morfismo regular f : X — Y es un isomor-
fismo (o también, un morfismo birregular) si es una funcién biyectiva y
f~':Y — X es un morfismo regular. En tal caso, escribimos X =Y.

Observacion 2.2.15. — Gracias a la Proposicién [2.2.12] tenemos que
0(X)={f: X — A morfismo regular}.



2.2. FUNCIONES REGULARES Y MORFISMOS 49

Ademas, notamos que si f : X — Y es un morfismo regular, entonces el
pullback de f, dado por

ffoo0Y)— O0X), p—pof,
es un morfismo de k-algebras.

Ejemplo 2.2.16. —

(1) Toda funcién polinomial f : A" — A™ x — (fi(z),..., fm(x)) es
regular.

(2) Todo morfismo regular es continuo para la topologia de Zariski.

(3) Supogamos que car(k) =p > 0 (e.g. k =F,). La funcién

Fr: Al — Al 2+ 2P

es un morfismo regular biyectivo, llamado el morfismo de Frobenius.
Sin embargo, veremos mas adelante que no es un isomorfismo (i.e., la
funcién inversa no es regular). El morfismo de k-dlgebras asociado esta

dado por
Fr*: k[ X] — k[X], X — XP.

Ejercicio 2.2.17. — Consideremos la pardbola C C A% dada por

C = {(z,y) € A? tal que y = 2%}.
Probar que Z(C) = (X?—Y) en 0(A?%) = k[X, Y], y deducir que C es una sub-
variedad afin irreducible. Demostrar que las funciones f : C' — Al, (z,y) —
y g: Al — C, t — (t,t?) son morfismos regulares e inversas una de la otra.
En particular, f es un isomorfismo. Finalmente, describir

oA = 0(C)

el pullback de f.

El siguiente importante resultado sefiala que todo morfismo de k-algebras
abstracto entre dlgebras de funciones regulares es en realidad geométrico, i.e.,
proviene de un morfismo regular.

Teorema 2.2.18. — Sean X C A" e Y C A™ subvariedades afines. En-
tonces, hay una correspondencia biyectiva

Morfismos regulares -~ Morfismos de k-algebras .
— ) f — f
f:X—Y p:0Y) — 0(X)

~Y

En particular, X 2Y son isomorfas si y solo si O(X) = O(Y) son isomorfas
como k-dlgebras.
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Demostracion. — Para la inyectividad, debemos probar que f* determina al
morfismo f : X — Y. Para ello, consideremos (yi,...,¥ymn) coordenadas en
A™ y notemos que cada una de ellas y; : A™ — k puede ser vista como una
funcién regular en A™. Asi y;|y : Y — k son funciones regulares en Y, que
denotaremos por abuso de notacién y; € O(Y).

Por otro lado, si escribimos f(x) = (fi(x),..., fm(z)) donde f; € O(X) es
la i-ésima componente de f, entonces por definicién

Fu) Eyiof <
para todo ¢ € {1,...,m}, de donde deducimos que f* determina a f.

Para la sobreyectividad, comenzamos con un morfismo ¢ : 0(Y) — 0(X)
de k-algebras arbitrario, y debemos probar que existe f : X — Y morfismo
regular tal que f* = . Para ello, y con el abuso de notacién anterior, consid-
eramos para cada y; € O(Y) la imagen f; := ¢(y;) € 0(X). Asi, construimos

f: X — A" z (fi(z),..., fm(x))

morfismo regular entre X y A™. Asi, basta probar que f(X) CY.

Por otro lado, notemos que f(X) C Y equivale a que f(z) € Y &f V(Z(Y))
para todo x € X, lo cual equivale a su vez que g(f(x)) = 0 para todo g € Z(Y)
y todo x € X. Consideremos entonces g € O(A™) tal que gly = 0 (ie.,

g € Z(Y)), y notemos que para todo x € X se tiene

g(f@) E g(f1(@), -, fn(@) E 9((0 (1) (@), -, @ (ym) ()
= @(g(y1, -, ym))(z) =0
donde la pentltima igualdad se deduce del hecho que ¢ es un morfismo de k-
algebras, y donde la tltima igualdad se deduce del hecho que g = 0 para todo
(Y1,---,Ym) €Y. Asi, f: X — Y es un morfismo regular y por construccién
tenemos que f* = . O

Como consecuencia del resultado anterior, basta comprender las k-algebras
de funciones regulares para entender las subvariedades afines. En particular,
podemos distinguir clases de isomorfismo de subvariedades analizando dichas
algebras.

Ejercicio 2.2.19. — Consideremos la cubica cuspidal dada por
C = {(z,y) € A? tal que y* = 2}.

Probar que C' es una subvariedad afin irreducible y calcular Z(C'). Deducir
que C no es isomorfa a Al
Indicacion: Para lo dltimo, basta probar que €(C') no es isomorfo a k[T], por
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ejemplo, notando que no todo ideal de O(C) es principal (i.e., generado por
un elemento).

2.3. Variedades algebraicas
Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicion 2.3.1. — Una variedad algebraica afin sobre k es un espacio
anillado (X, Ox) que es isomorfo (en la categoria de espacios anillados en
k-algebras) a un cerrado de Zariski de un espacio afin, junto con su haz de
funciones regulares.

jAtencion! — Tipicamente el haz estructural Oy se omite si es claro en el
contexto, por lo que es comun escribir “la variedad algebraica afin X7 sim-
plemente. Notamos que el tallo Ox , formado por los gérmenes de funciones
regulares en x € X es una k-algebra local, i.e, posee un tnico ideal maximal
dado por
m, = {f € Ox, tal que f(z) = 0}.
En efecto, todo germen fuera de m, es invertible. Méas atn, el morfismo de
evaluacion
evy 1 Ox g — k, fr— f(2)

induce un isomorfismo Ox ,/m, = k para todo z € X.

Finalmente estamos listos para dar la definicion méas importantes del curso.
Definicion 2.3.2. — Una variedad algebraica (reducida) sobre k es un
espacio anillado (X, Ox) tal que:

(1) X es un espacio topoldgico noetheriano.
(2) Todo punto de X admite una vecindad abierta U C X tal que el espacio

anillado (U, Op) es una variedad algebraica afin, donde 0y, o x|v. En
tal caso, decimos que U es un abierto afin de X.

Observacion 2.3.3. — En la préactica, agregaremos una condicién extra de
“separacion” que serd explicada més adelante.

Definicion 2.3.4. — Un morfismo de variedades algebraicas
(X, ﬁx) — (Y, ﬁy)

es un morfismo entre los espacios anillados subyacentes.



52 CAPITULO 2. VARIEDADES ALGEBRAICAS

Ejemplo importante 2.3.5. — Sean X e Y dos variedades algebraicas.
Una funcién continua

f:X—=>Y
es un morfismo regular si

Para toda funcién regular u : V' — k definida sobre un abierto
V CY (ie., u € Oy(V)), la funcién definida mediante el pull-
back f*(u) := uo f : f7}(V) — k es una funcién regular en
FHV) € X (e, f7(u) € LOx (V) E Ox(f71(V).
Luego, un morfismo regular define un morfismo de haces en k-algebras dado
por el pullback
f* Oy — f*ﬁ X

y por ende define un morfismo de espacios anillados
<f7 f*) : <X7 ﬁX) — (Y7 ﬁy)

La importancia de este ejemplo radica en que veremos que todo morfismo entre
variedades algebraicas es regular, i.e., para todo morfismo

(f,0) : (X, O0x) — (Y, Oy).

de espacios anillados entre variedades algebraicas se tiene que f: X — Y es
un morfismo regular (en el sentido anterior) y ¢ = f*.

En la categoria de variedades algebraicas con morfismos dados por los mor-
fismos regulares, tenemos la nocién de isomorfismo siguiente.

Definicion 2.3.6. — Un morfismo regular f : X — Y entre variedades
algebraicas es un isomorfismo (o también un morfismo birregular) si f
es una funcién biyectiva y f~! : ¥ — X es un morfismo regular. En otras
palabras, el morfismo (f, f*) es un isomorfismo en la categoria de espacios
anillados.

Comencemos por el siguiente resultado de utilidad.

Proposicion 2.3.7. — Sea X wuna variedad algebraica. Entonces, todo
abierto y todo cerrado de X posee una estructura inducida de varitedad
algebraica.

Demostracion. — Sea U C X un abierto no-vacio. Entonces, sabemos que
(U, Oy) es un espacio anillado, donde Oy o x|u. Ademéds, U es un espacio
noetheriano. Luego, basta probar que U esta cubierto por abiertos afines (i.e.,
abiertos isomorfos a cerrados de Zariski en algtin espacio afin):
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Sabemos que X = |J;c; Ui, donde U; es un abierto afin de X. Asi,
U=JVi dondeV;:=UnNUj;
el
y luego V; es un abierto de la variedad algebraica afin U;. Luego, basta probar
que todo abierto V' de una subvariedad afin Y C A" (i.e., un cerrado de
Zariski) puede ser cubierto por abiertos afines.
Para esto ultimo, consideramos un abierto de Zariski V' C Y. Por definicién,

existen polinomios f1,..., fi, € O(A™) tales que
Y\V:Ymv<fla'-->fm)c§f{ye Y tal que fi(y) =+ = fi(y) = 0}
En particular, si para cada i € {1,...,m} consideramos el abierto

def

Up, =Y \V(fi) ={y €Y tal que fi(y) # 0}
entonces tenemos que V = [Ji; Uy,. Veamos que cada Uy, es un abierto afin
(i.e., isomorfo a una subvariedad afin de algiin espacio afin):

t

3

.Ql}w{y#O}CAl

En A" con coordenadas (y, t) oef (Y1, .-+, Yn,t) consideramos el cerrado de

Zariski
Wi = {(y,t) € A" x Al = A" tal que y € Y y tal que fi(y)t = 1},

y notamos que W; — Uy,, (y,t) — y es un morfismo regular biyectivo con in-
versa regular dada por y — (v, ﬁ) Asi, (U, Oyy) es una variedad algebraica.

Veamos ahora el caso de subconjuntos cerrados. Para ello, consideremos
Y C X cerrado no-vacio y notemos que Y es un espacio topolégico noetheriano.

Es importante destacar que la definiciéon del haz estructural Oy es mas sutil:
la idea crucial es que si Y € X C A" son subvariedades afines entonces Y estd
determinada por el ideal

Ix(Y):=Z(Y)/Z(X) en el anillo cociente 0(X) = O(A")/ I(X).
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En el caso general, la idea serd ver Y como un cerrado dentro de un abierto
afin y repetir la idea anterior.

Concretamente, si Zy C Ox es el haz de ideales (i.e., un sub-0x-mdédulo)
de funciones regulares que se anulan en Y, i.e.,

Iy (U) :={f € 0x(U) tal que f(z) =0 para todo x € U NY},

entonces definimos'*| Oy := (Ox/ Iy)|y.

Asi, (Y, Oy) es un espacio anillado y por ende basta chequear que Y puede
ser cubierto por abiertos afines. Para ello, consideremos X = |J;c;U; un
cubrimiento afin, y notemos que

Y=[JZ  donde Z; :=Y NU,
i€l
y luego Z; es un cerrado de la variedad algebraica afin U;, y luego Z; es
también una subvariedad afin. Mas atun, dado que si Z C X C A" son sub-
variedades afines entonces tenemos que Ox|z = 07 (jdada por la restriccién
de polinomios!), y por ende Oy |z, = Oyz,. Asi, (Y, Oy) es una variedad alge-
braica. O

Ejemplo importante 2.3.8. — Gracias a la demostracion del resultado
anterior, tenemos que si X C A" es una variedad algebraica afin y f € 0(X)
es una funcién regular, entonces se tiene que

Up:={z e X tal que f(x) #0} C X

es un abierto afin (i.e., es isomorfo como espacio anillado a una variedad
algebraica afin). Dichos abiertos son llamados abiertos principales de la
topologia de Zariski de X, pues forman una base de dicha topologia.

Mas generalmente, una variedad quasi-afin es por definiciéon un abierto
de una variedad algebraica afin. Es importante notar que, en general, una
variedad quasi-afin no es una variedad afin.

Por ejemplo, si consideramos X = A2\ {(0,0)} la variedad algebraica
definida a partir del cubrimiento afin

UUV ={(z,y) c A? tal que x # 0} U{(z,y) € A? tal que y # 0},

entonces I'(X, Ox) &of Ox(X) = O(A?). En efecto, una seccién global
f e T'(X, Ox) puede escribirse como
P Q

I=% "y

) Notar que, a diferencia de Ox|y, el haz (Ox/Zy )|y tiene la ventaja de que sus secciones
pueden ser vistas como funciones regulares en Y, y no en una vecindad abierta de Y.
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para ciertos P,Q € 0(A?), y en particular P-Y™ = Q- X™. Asi, Y™ divide a
Q y X" divide a P, i.e., f € O(A?). Por otra parte, si X fuera una variedad
algebraica afin, entonces el Hilbert Nullstellensatz nos daria una biyeccion
entre los puntos de X y los ideales maximales de &'(X) = ¢/(A?). Sin embargo,
mo C O(A?) = 0(X), mientras que (0,0) ¢ X. En conclusién, X no es
una variedad algebraica afin.

El siguiente es un ejemplo fundamental en geometria algebraica, y nos acom-
panara por el resto del curso.

Ejemplo importante 2.3.9. — Consideremos la siguiente relacion de equiv-
alencia en el conjunto k"1 \ {0}:
Dos vectores z,y € k™! no-nulos son equivalentes si y sélo si son
colineales, i.e., si existe A € k* tal que y = Ax.
El conjunto cociente (cuyos elementos son las clases de equivalencia por esta
relacién), se llama el espacio proyectivo de dimension n sobre k, y serd
denotado P"(k) (o simplemente P, si el cuerpo k es claro en el contexto).

Tradicionalmente, se denota la clase de z = (g, ..., z,) € k"1 \ {0} en P
mediante
[0, ..., zn] € P"
(o también [zg : ... : xy,]), vy se dice que zg,...,z, son “las” coordenadas

homogéneas de [z] € P" (ja pesar que s6lo estdn definidas médulo multipli-
cacién por una constante no-nulal).

Mas generalmente, si V' es un k-espacio vectorial no-nulo, se define el espacio
proyectivo asociado a V', también llamado la proyectivizacién de V como
el conjunto

P(V) := {¢ C V sub-espacio vectorial tal que dimg(¢) = 1}.
Notar que si W C V es un sub-espacio vectorial no-nulo, entonces tenemos
una inclusion P(W) C P(V).
Para probar que el espacio proyectivo es en realidad una variedad algebraica,

debemos recordar cémo dotar a un conjunto cociente de una topologia.

Recuerdo 2.3.10. — Sea X un espacio topoldgico y ~ una relacién de equiv-
alencia en X. Si denotamos por Y := X/ ~ al conjunto cociente y por
m: X — Y, z+— [z] la proyeccién candnica, entonces la topologia cociente
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en Y es la topologia obtenida al declarar que los abiertos de Y son los sub-
conjuntos V C Y tales que

7 (V) € {2 € X tal que [z] € V}
es un abierto en X.
Gracias a lo anterior, podemos probar el siguiente resultado fundamental.
Proposicion 2.3.11. — FEl espacio proyectivo P es una variedad algebraica.

Demostracion. — Consideremos el grupo multiplicativo G,, := (k*, x) y
la accién en A1\ {0} dada por

A (zo, ..., zn) = (Ao, ..., A\xy,) para todo A € Gyy,.
Asi, el espacio proyectivo de dimensién n se identifica con el conjunto cociente
P = (A" {0}) /G,
y la proyeccién candnica estd dada por
7 AP\ {0} = P, (20,. .., 20) — [Z0, - - ., Tn).

Luego, dotamos a P™ de la topologia de Zariski (cociente). Mas atn, definimos
el haz estructural de P mediante

Opn 1= 1 (Opoer\(o))™™),

ie., Opn = m,(F) es la imagen directa por 7w del sub-haz .% &f (ﬁAnH\{O})Gm
de Oyn+1\ oy dado por las funciones regulares que son Gy,-invariantes.
Concretamente, una seccién (local) de Opn+1\ {0y es una funcién racional de

la forma ()
x
u(x) = donde P,Q € 0(A™1).
@)= 50 (am+)
Por otra parte, las secciones G,,-invariantes deben cumplir que
. P(\x) P(x)
u(Az) = u(x), i.e., = .
) = e ke o) ~ Q)

No es dificil nota que esto tltimo equivale a que P(\x) = MP(x) y
Q(A\r) = MQ(z) para cierto d € N. En otras palabras, una seccién local
de Oprn es una funcién racional dada por el cociente de dos polinomios ho-
mogéneos del mismo grado.

®e.g. escribiendo P y @ como suma de polinomios homogéneos, y pensando u(Az) = u(x)
como una identidad entre polinomios en la variable .



2.3. VARIEDADES ALGEBRAICAS 57

Finalmente, veamos que el espacio anillado (P, Opn) es efectivamente una
variedad algebraica:

Sea A; = A" el subespacio afin
A; = {(w0,...,2n) € A" tal que z; = 1} € A"\ {0}.
Consideremos el abierto U; C P dado por

Ui := {[zo,...,zn] € P" tal que x; # 0},

y notar que w(A;) = U;. M4as aun, podemos encontrar una inversa
©; : U; = A; al definir
T def [ X0 Ti—1 Tit1 Iy
QD@([l']):(,Dl([ZUO,,Q?n])::<,, >17 7"'7)7
X; 1 X X Ty

la cual estd bien definida y nos da un homeomorfismo entre U; y A; (de inversa
7|4, + Ai = Us).

Por otro lado, si V' C A; = A" es un abierto de Zariski y f € O4,(V) es
una funcién regular, entonces la funcién

def —
PiN)E fopigi (V) — k
es regular en el abierto ¢, L(V)). Asi, obtenemos un isomorfismo de haces en
k-algebras ¢f : Oa, — (¢i)«(Opn|u,) que esta dado explicitamente por

(Genlu ) (97 (V) = O, (V)

P(:L'(), ... ,l’n) I(go;-*)_l P(l’o, vy i1, Ly, .. ,:L'n)
t 7
Q(.Io,. ,CL‘n) Q(xo,...,xi,1,1,$i+1,...,$n)
T T
@*(f)gA(%”él) o} ‘ :A(ZL‘O,...,ZL‘Z',l,QS‘iJrl,...,l‘n)
' B(%,,%ﬂ) B(20, .-+ Ti-1,Tit1, .-, Tn)
1 1

Luego, obtenemos un isomorfismo de espacios anillados

(@i, 7))« (Ui, Opnly,) — (As, Oa,)

para cadai € {0,1,...,n}, de donde concluimos que (P", Opn ) es una variedad
algebraica. O
Ejercicio 2.3.12. — Probar que toda funcién regular en el espacio proyec-

tivo definida globalmente es constante, i.e.,
L(P", Opn) =k,

y deducir que P no es una variedad algebraica afin.
Indicacion: Una funcion reqular definida globalmente puede restringirse a
cada uno de los abiertos U; C P".
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Recordemos que una funcién continua f : X — Y entre dos variedades
algebraicas es un morfismo regular si para todo abierto V' C Y y toda
funcioén regular w : V' — k, la funcién continua f*(u) Lo f: FYV) = kes
regular, i.e., si se tiene

[f:0y — fiOx C fi€x
a nivel de haces en k-algebras.

El siguiente resultado fundamental senala que en realidad todo morfismo de
variedades algebraicas es regular.

Teorema 2.3.13. — Sean X e Y wvariedades algebraicas, y sea
(f7 90) : (X7 ﬁX) — (Y') ﬁY)

un morfismo de espacios anillados dado por f : X — Y funcion continua y
por ¢ : Oy — foOx morfismo de haces en k-dlgebras. Entonces, f: X =Y
es un morfismo reqular y ademds o = f*.

Idea de demostracion. — La afirmacién es local en Y, por lo que podemos
suponer que Y es una variedad afin, i.e., Y C A™. Ademas, cubriendo X por
abiertos afines
X=UU
icl
obtenemos f,Ox — @;c;(f|v,)«Ov,, por lo que podemos suponer sin pérdida
de generalidad que X = U; es una variedad afin, i.e., X C A",

Sean A = 0(X)y B = O(Y) anillos de funciones regulares, y sea ¢ : B — A
morfismo de k-algebras. Dado z € X, consideramos m, C A el ideal maximal
correspondiente. Luego, sabemos que la preimagen 7 := ¢~ !(m,;) es un ideal
primo en B.

Sin embargo, se puede Veriﬁcar@ que el morfismo natural B/n — A/m, =k
es en realidad un isomorfismo, y por ende n C B es un ideal maximal. En
particular, el Hilbert Nullstellensatz nos asegura que 1 = 7, corresponde a un
punto y € Y, que por construccién verifica y = f(x) € Y. Asi, para toda

©)gj ¢ : B — A es un morfismo de k-dlgebras finitamente generadas y m C A es un
ideal maximal, entonces 7 := ¢ *(m) es un ideal maximal de B. En efecto, el Hilbert
Nullstellensatz implica que A/m = k y luego el morfismo inyectivo B/n < A/m = k permite
ver B/n como una k-dlgebra de dimensién 1, y luego B/n 2 k, i.e., n es maximal.
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funcién regular v € B Lo (Y') tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T € T ‘ A3 p(u)
u, € Oy, Ox.z 2 p(u)z

uw(y) € Oyy/ny =k k= Ox./my 3 p(u)(x)

Asi, para todo z € X se cumple (f*(u))(x) &of u(f(z)) &f u(y) = e(u)(x) y
luego ¢ = f* en B. O

Idg

2.4. Introduccién a los esquemas

La teoria de esquemas comienza en 1960, cuando Alexander Grothendieck
(asistido por Jean Dieudonné) establece los fundamentos de la geometria al-
gebraica moderna en su serie de obras “Eléments de géométrie algébrique”
(1960-1967, ~ 1500 péginas).

Recuerdo 2.4.1. — Sea A un anillo conmutativo con unidad. Recordemos
que S C A es un conjunto multiplicativo si 1 € S y si para todos s,s’ € S
se tiene que ss’ € S. Luego, si en A x S definimos la relacién de equivalencia
(a,s) ~ (a/,s) siy solo si existe t € S tal que t(as’ —a's) = 0.
entonces definimos la localizacién de A respecto a S como el anillo cociente
S71A:=(AxS)/ ~, donde denotamos por ¢ la clase de equivalencia de (a, s)
(y donde sumamos y multiplicamos “fracciones” de la manera usual). Por
ejemplo,
(1) Sea A un dominio entero. Entonces, S := A\ {0} es un conjunto mul-
tiplicativo y en este caso S~'A := Fr(A) es el cuerpo de fracciones
de A (e.g. Fr(Z) = Q).
(2) Sea f € Ay S := {f"}nen conjunto multiplicativo. Entonces
S71A = Ay es la localizacién de A respecto a f. Notar que Ay # 0
si y sélo si f no es nilpotente. Ademads, hay un isomorfismo

Ap = AX]/(FX —1).

En particular, si X C A" es una variedad algebraica afiny Uy = X\V(f)
es un abierto principal definido por f € &(X), entonces

Ox(Uy) = O(X)y.
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(3) Sea p € A un ideal primo, y sea S := A\ p conjunto multi-
plicativo. Entonces S™!A := A, es la localizacién de A en p.

Mas atn, A, es un anillo local con tnico ideal maximal dado por
pA, &f {%conacpys¢p}, puesto que todo elemento fuera de pA,

es invertible en A.

Ademas, se verifica la propiedad universal siguiente:

Seatg: A— S71A a— ¢ el morfismo canénico asociado a la localizacion.
Entonces,
Para todo morfismo de anillos ¢ : A — B tal que la imagen
de S es invertible en B (i.e., ¢(s) € B* para todo s € S),
existe un tnico morfismo de anillos ¢ : S™'A — B tal que
8(%) = w(a)e(s) ™.
En otras palabras, el diagrama

A L4 B
S—1A

es conmutativo.
La localizacion de anillos sera crucial para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. — Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, hay
una equivalencia de categorias entre:

(1) La categoria Affj,eq de variedades algebraicas (reducidas) afines
definidas sobre k.

(2) La categoria Algy, ,.q de k-dlgebras conmutativas finitamente generadas
y reducidas (i.e., sin elementos nilpotentes no-triviales).

Demostracion. — Dada una variedad algebraica afin X C A", el algebra de
funciones regulares
O(X) =2 k[Xy,..., X,/ T(X)

es finitamente generada y reducida. Ademads, a cada morfismo f : X — Y
entre variedades algebraicas afines asociamos (de manera contravariante) un
morfismo f*: O(Y) — O(X) entre las k-algebras correspondientes.

Para obtener la equivalencia de categorias, asociaremos (de manera functo-
rial) a cada k-dlgebra reducida y finitamente generada A una variedad alge-
braica afin (X, Ox), llamada el espectro maximal de A:
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Consideremos el conjunto
X := Specm(A) & {m C A ideal maximal}
de ideales maximales de A. Dotamos a X de la topologia de Zariski obtenida
al declarar que los cerrados de X son los conjuntos de la forma
V(I) := {m C A ideal maximal tal que I C m}
para algin ideal I C A. Mas adin, notamos que dado f € A no-nulo los
abiertos de la forma
Us :={m C A ideal maximal tal que f ¢ m} = X \ V(f)

forman una base de la topologia de Zariski, y por end pueden ser utilizados
para definir un haz Oy:

Para cada f € A no-nulo, definimos
Ox(Uy) == Ay,

la localizacién de A respecto a f. Asi, una seccion s € Ox(Uy) es un elemento
de la forma s = ﬁ para ciertos u € A y n € N. Para definir los morfismos de

restriccién, notamos que por definicién se tiene que Uy N Uy, iy tg> ¥ por ende
basta considerar las inclusiones de la forma Uy, C U,. En tal caso, definimos
el morfismo de restriccion mediante

def def

Ox(Uy) = Ay — Ox(Ugg) = Agg
s= 2, Y .
e (o
Veamos que el prehaz Ox es efectivamente un haz. Para ello, consideremos
Ufr = U;jer Ug; cubrimiento abierto, ie., V(f) = N;er V(g:). Notar que esta
ultima condicién equivale a:

“Para todo ideal maximal m C A, se tiene que f € m si y soélo si
g; € m para todo ¢ € I

En particular, dado que f es invertible en Ay (i.e., f ¢ n para todo ideal
maximal 7 C Ay) se tiene que no existe un ideal maximal n C Ay tal que

({gi}icr) € n, ie., el ideal generado por los {g;}ics es todo el anillo Ay. Més

def

atn, dado que para todo m; € N21 se tiene que V(g/"") = V(g;), podemos

reemplazar g; por ¢ en el razonamiento anterior para deducir que:
(]

(MVer la Seccién 2.5 de [Vak17] para mas detalles sobre el hecho que basta definir un haz
utilizando una base de un espacio topolégico (esto el haz en todo abierto).
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(x) Existen finitos v; € Ay y tales que > v;g;" =1en Ay.
finita
Con esto en mente, veamos que Ox es un haz:
(1) Pegado. Sean s; € 0(Uy,) &f A, secciones de la forma s; = 7 para

ciertos u; € Ay n; € N, y supongamos que Si|Ugigj = Sj‘ng‘gj para todos
1,7 € I. Por definicién, esto ultimo equivale a que existe N € N tal que

(9i9;)™ (uig;” — u;gi") = 0 en Ay.

n;+N

Eligiendo m; := n; + N en (%), obtenemos que Y v;g; =1len Ay.
i

)

Al multiplicar esta igualdad por g]N u; obtenemos que

i def . +N
g5 uj =Y _vigig;)" ujgi" = Zvi(gigj)Nuig;L] =g, " s,
i

7

donde s := Y, uv;g) en A;. La restriccién de s € Ay &f Ox(Uy) a

Ay, oo Ox(Uy,) es sj, puesto que:

N n;+N
Uj 95 Uj def 95 s
S; = = = =sen A,
J T n;+N n;+N 951
9j 9; g;

de donde obtenemos la condiciéon de pegado.

(2) Unicidad. Sea s € Ox(Uy) &f Ay tal que para todo i € I se tiene

que s|y, = 0 en Ox(Uy,) &f Ag,. Dada s = 4 en Ay, tenemos (por

definicién) que s = 0 en Ay, si existe m; € N tal que g;""u = 0 en Ay.
Asi, () implica que existen v; € Ay tales que > ; v;g;"" = 1y luego
u="> vi(gu) €0 en Ay,

7
de donde concluimos que s = 0 en Ay, y con ello la unicidad deseada.
En conclusion, tenemos que (X, Ox) es un espacio anillado. Veamos ahora
que es una variedad algebraica afin:

Sean ay,...,a, € A generadores de la k-algebra A, y consideremos el mor-
fismo sobreyectivo
k‘[Xl,...,Xn] — A, X, — a;
cuyo kernel es un ideal I C 0(A™) que cumple A = O(A™)/I.
Por hipétesis, A es reducida y por ende tenemos que I C O(A") es un
ideal radical. Luego, V(I) =: Y C A" es una variedad algebraica afin que
verifica Z(Y) & Z(V(I)) = VI = I, y luego O(Y) = G(A™)/Z(Y) = A. En
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particular, &(Y) tiene “los mismos” ideales maximales que A, en el sentido
que el Hilbert Nullstellensatz nos da una biyeccion

Y —— X = Specm(A), y —> m, = {f € O(Y) = A tal que f(y) = 0}.
Més ain, para cada f € 0(Y) = A no-nula, se tienen homeomorfismos

Yy :={y €Y tal que f(y) #0} — Uy C X,

donde ademas Oy (Yy) = Ay Lo x(Uy). Finalmente, como ya se ha discutido

previamente, notamos que Y} es una variedad algebraica afin ya que
Yy ={(y,t) € A" tal que y € Y y tal que f(y)t =1}.

En otras palabras, (X, 0x) es una variedad algebraica afin y por lo tant
obtenemos el functor contravariante deseado

Specm : Algy roq —> Affk red
que permite obtener la equivalencia de categorias. O

En palabras simples, la teoria de esquemas busca reemplazar la categoria
Algy, ,eq por k-dlgebras (jo incluso anillos!) mds generales, y obtener (usando
“espectros”) objetos geométricos mas generales: los esquemas.

Observacion importante 2.4.3. — Un caso particular importante muy
utilizado es el caso de una k-dlgebra finitamente generada A que no necesari-
amente es reducida (e.g. A = k[X,Y]/(Y?)).

La construccién del espacio anillado Specm(A) se extiende verbatim a este
contexto, y diremos que es un esquema afin (de tipo finito) sobre k. Conc-
retamente, si A = ¢(A™)/I donde I es un ideal (no necesariamente radical),
entonces el espacio anillado estd dado por el espacio topolégico

X = Specm(A) = {m C A ideal maximal}

que es homeomorfo a (el espacio topoldgico subyacente a) la variedad alge-
braica afin V(I) := X;eq C A" La gran diferencia es que el haz estructural
esta dado por Ox (Uy) := Ay para cada f € A elemento no-nilpotente.

Cabe destacar que si z € X corresponde al ideal maximal m C A, entonces
Ox = An es la localizacién en m, el cual es un anillo local con tnico ideal
maximal m, := mAy, y que cumple kK(m) := Ap/mAy, 2 A/m = k.

® Recordar que todo morfismo abstracto entre k-dlgebras de funciones regulares de var-
iedades algebraicas afines proviene de un morfismo regular, por lo que basta definir el functor
en los objetos de la categorfa Algy, .q-
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En particular, si bien f € 0x(U) no es realmente una funcién, de todas
formas podemos definir su valor en x € X como

f(@):=[f] € Oxp/m; = k.
Por ejemplo, si f € Ox(U) es nilpotente, entonces f(x) € k también es nilpo-
tente y luego f(x) = 0. Ademas, si denotamos por

Nil(A) &f {a € A tal que existe m € N=! tal que o™ = 0}
el nilradical de A, y definimos por
Ased := A/ Nil(A4)
el anillo reducido asociad@ a A, entonces el morfismo sobreyectivo
A — Areq
induce una inclusién de espacios anillados
Xred = Specm(Ayeq) — X = Specm(A)
que es la identidad a nivel de espacios topoldgicos.

Las mismas ideas utilizadas para probar el resultado principal de esta sec-
ci6n permiten de hecho probar el siguiente resultado (que enunciaremos sin
demostracion).

Teorema 2.4.4. — Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, hay
una equivalencia de categorias entre:

(1) La categoria Affy de esquemas afines (de tipo finito) definidos sobre k.
(2) La categoria Alg,, de k-dlgebras conmutativas finitamente generadas.

Terminemos dando algunos ejemplos (informales) que ilustran la utilidad
de la teoria de esquemas. Para mas detalles recomiendo el texto [EHOQ].

Ejemplo 2.4.5. —
(1) En A! = Specm(k[X]) consideramos el sub-esquema afin dado por
0y, := Specm (k[ X]/(X™))
que no es reducido si m > 2. Intuitivamente, 0,, representa al origen
de multiplicidad m:

Om
° Al

O Por ejemplo, si A = O(A™)/I entonces Area = O(A™)/V/T.
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Notar que si pensamos un punto x € X C A” en una variedad algebraica
afin como un morfismo
@z : Specm (k) — Specm(0(X))
{1} — o

Asi, podemos pensar puntos de mayor multiplicidad como morfismos

Oz, = Specm(k[X]/(X™)) — Specm(0(X))

{x}—2x
Por ejemplo, si consideramos el anillo de niimeros duales, definido
por Clifford en 1873 para dar un andlogo algebraico a la intucién de
aproximacion infinitesimal de primer orden, dado por
D := k[el/(€?),

entonces los elementos a + eb € D son tales que a,b € k y €2 = 0.
Luego, el espacio tangente T'x ; de X en x € X puede pensarse como el
conjunto de morfismos

Specm(k[e] /(%)) = Specm(O(X))
{*} —x
lo cual se traduc en resolver las ecuaciones que definen X en el
anillo D en lugar de k.
(2) Para ejemplificar el punto (1), consideremos la variedad algebraica afin

dada por el grupo ortogonal
def

X :=0,(R)={4A e M,(R) = A™ tales que 'AA = I,} C A",

que ademds es un grupo de Lie (y un grupo algebraico). Dada una
matriz ortogonal A € X, tenemos que A+eB € O, (R[g]/(e?)) si y sélo
si (A+eB)(A+eB) =1, ie,

‘AA+¢("BA+'AB) +e2'BB =1,,
de donde deducimos que Tx 4 = {B € M,(R) tal que ‘BA = — ‘AB}.

(19 Nosotros adoptaremos un punto de vista ligeramente diferente més adelante. Sin em-
bargo, una lectura recomendada en esta direccién es el Capitulo 5 de [Per08].
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‘ Tea=9

G

Asi, el espacio tangente en la matriz identidad esta dado por
g:="To,®).1, = {B € M,(R) tal que 'B = —B},
que corresponde al dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie O, (R).

(3) Otra instancia tipica donde aparecen los esquemas de forma natural es
el estudiar familia de variedades algebraicas. Por ejemplo, consideremos

X = {(z,y,t) € A® tal que yt = 2%}

ysea o : X — A, (z,y,t) — t. Asi, para cada t € A! definimos la
fibra de ¢ en t como el sub-esquema afin dado por

Xy := Specm(k[X, Y]/ (Yt — X?)).

¥y, X,

Entonces, para t # 0 se tiene que X es una sub-variedad afin reducida
(una parabola), mientras que para t = 0 obtenemos un esquema afin
no-reducido (una recta doble).

Observacion 2.4.6. — Mas generalmente, Grothendieck introduce la no-
cién més general de espectro de un anillo conmutativo A arbitrario mediante
Spec(A) := {p C A ideal primo},

y define la correspondiente topologia de Zariski al considerar como cerrados

de X = Spec(A) a los subconjuntos de la forma

V(I) = {p C A ideal primo tal que I C p}.
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El haz estructural Ox se define exactamente como antes, mediante la regla
Ox(Uy) := Ay. En particular, si + € X corresponde al ideal primo p C A,
entonces Ox , = A, es la localizacion en p.

Por ejemplo, si A = Z entonces

Spec(Z) = (0) U {(p) con p nimero primo}.

Z 7
En particular, {p) = (p) es un punto cerrado, mientras que (0) = Spec(Z)
es un punto denso (o punto genérico).

e (2) (3) (5) (7)
n=1{0 Spec(Z)

Ademds, podemos calcular que Ox (o défZ@ ~ Q, mientras que

def

def ~
Ox (py = Ly, y luego Ox py [myy = Ly /DLy = Fp.

2.5. Atlas algebraicos

Del mismo modo que podemos construir variedades diferenciables (resp.
variedades complejas) pegando abiertos de R™ (resp. abiertos de C™) mediante
cambios de carta diferenciables (resp. holomorfos), podemos construir var-
iedades algebraicas pegando variedades afines mediante un atlas algebraico.

Teorema 2.5.1. — Sea X un espacio topoldgico. Consideremos dado:
(1) Un cubrimiento abierto {U;}icr de X.
(2) Para cada i € I, un haz de k-dlgebras <7; en U;.
(3) Para todos i,j € I, un isomorfismo de haces

©ji + Filv,nv; — vy,
que verifica

(a) pii = Idy, para todo i € I.

(b) Para todos i,j,k € I se tiene que pr; = @rj o pj; en Uy NU; NU.
Entonces, existe un Gnico haz de k-dlgebras o/ en X junto con isomorfismos
de haces

SOi:JZ{‘Ui ;>JZ/1 en UZ',
tales que pj; = pj o <p;1 en U;NUj.
Demostracion. — Los abiertos U C X contenidos en alguno de los U; forman
una base de abiertos para la topologia de X. Para un tal abierto U C X,
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definimos
dU):=| [] @) |/~
iel
UCU;
donde

(s,Ui) ~ (t,U;), con s € #4(U) y t € @;(U), si se verifica que
t = wji(s) en Fj|vnv; (U).

Las condiciones (a) y (b) aseguran que ~ es una relacién de equivalencia, y
en el cociente definimos (canénicamente) una estructura de haz de k-algebras
de tal suerte que

g (U) — A(U), s +— [s]
sea un isomorfismo. Maés atn, el hecho que los 27 son haces implica que &7 es
un haz y que es tnico. O

Ejemplo importante 2.5.2. — Sea X un espacio topolégico noetheriano,
y supongamos que cada espacio anillado (U, .2%) es una variedad algebraica
(arbitraria, no necesariamente afin). Entonces, el espacio anillado (X, .o7) es
una variedad algebraica.

Concretamente, el ejemplo anterior nos permite pegar variedades alge-
braicas.

Definicion 2.5.3. — Sea X un espacio topoldgico noetheriano. Entonces,
un atlas algebraico en X consiste en un cubrimiento abierto X = U;c; U; y
una coleccion de homeomorfismos

;U ;> Vi
llamados cartas locales, donde (V;, Oy;) es una variedad algebraica para cada
1 € I y donde se cumple:
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Si denotamos por V;; C V; a la imagen de U; NU; C U; por o,
entonces para todos i,j € I se tiene un isomorfismo regular
Yjii=ajoa;t Vi —— Vy
entre las variedades algebraicas V;; y Vj;, llamado usualmente
como el cambio de cartas.
El espacio anillado (X, Ox) obtenido al pegar los haces estructurales de cada

abierto U; es la variedad algebraica asociada al atlas algebraico. En particular,
dada otra variedad algebraica Y, una funcién

f: X —Y

es regular si y sélo si la restriccién f; := fly, : Ui = Y es regular (i.e., la
aplicacién f; o a;l : Vi = Y es regular) para todo i € I.

Ejemplo 2.5.4. — En el caso en que el espacio topologico noetheriano X
puede ser cubierto por abiertos afines U;, la nocién de atlas algebraico permite
extender al contexto de la geometria algebraica la construccion de variedades
diferenciables o complejas.

X

A"

Ejemplo importante 2.5.5. — Sean [z,y| coordenadas homogéneas en
pt & (A2\ {0})/G,, y sean:
Up := {[z,y] € P! tal que = # 0} y Uy := {[z,y] € P! tal que y # 0}.
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Consideremos cartas locales dadas por
T

o : Up == Vo := AL, [z,y] — g y por ay : Uy — Vi := Al [z,y] — =.

T Y

Notar que ag(Up NUy) = a1(Up NU;) = A\ {0}. Més atn, si z es una
coordenada en A\ {0}, entonces g1 := a1 0 ap ' estd dada por

Yor(z) = 1

que es un morfismo birregular.
El ejemplo anterior se generaliza a toda dimensiéon, como lo muestra el
siguiente ejercicio util.
FEjercicio 2.5.6. — Describir un atlas algebraico en P™ considerando el
cubrimiento abierto dado por los abiertos estindar
Ui .= {[zo,...,2,) € P" tal que z; # 0},
y considerando las cartas locales

~ i) Ti—1 Ti+1 In
. n
a; U — A", [xo,...,¢p) — | —, ..., —, ——, ..., — | .
Tl €Ty ZT; ZT;

2.6. Producto de variedades y separacion

La nocién de producto es puramente categorica. Més precisamente, si & es
una categoria y X,Y son objetos de €, entonces un producto de X e Y en
% es un tercer objeto Z junto con dos morfismos p: Z - X yq: Z =Y
verificando la propiedad universal siguiente:

Para todo objeto S en la categoria %, se tiene que
Homy (S, Z) —— Homg (S, X) x Homg(S,Y)
fr=(pofiqol)
es biyectiva.

En otras palabras, tenemos un diagrama conmutativo de la forma
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En particular, el triple (Z,p,q) es inico médulo un unico isomorfismo, y se
denota usualmente por Z := X XY yporpry : X XY = X pry : X xY =Y
las respectivas proyecciones.

Ejemplo 2.6.1. — FEn la categoria de variedades algebraicas, el espacio
afin A"*™  dotado de las proyecciones canénicas p := pry : A"t — A" y
q :=pry : AT — A™ es el producto de A" y A™.

Maés generalmente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.6.2. — Los productos (finitos) existen en la categoria de var-
tedades algebraicas afines.

Demostracion. — Sean X C A™ e Y C A™ subvariedades afines dadas por
X=V(fi,....fr) ypor Y =V(gi1,...,9s). Entonces, el producto conjuntista
X x Y C A" es una subvariedad afin definida por las ecuaciones

X xYEV(fi(a), . fr@) @), -, 95(y) S AT
Ademas, las proyecciones
pri: X XY —Xypry: X XY —Y

son regulares, y luego para verificar la propiedad universal basta notar que si
S es una variedad algebraica afin y si

u:S =X, s (ui(s),...,un(s) yv: 8 =Y, s—= (vi(s),...,vm(s))
son morfismos regulares, entonces necesariamente tenemos que
f:8 =X XY, s f(s) = (u1(8),...,un(s),v1(8),...,vm(s))

es regular. ]
Observacion importante 2.6.3. — La topologia de X X Y no es la
topologia producto, i.e., no es la topologia generada por abiertos de la
forma U x V con U C X y V C Y abiertos. Por ejemplo, los cerrados en
X =Y = A! son 0, A' y los conjuntos finitos. Sin embargo, X x Y = A?

posee mas cerrados (e.g. curvas dadas por {f(z,y) = 0} donde f € k[X,Y]
no-constante).

Lema 2.6.4. — Sean X C A" e Y C A™ subvariedades afines. Entonces,
OX)®, OY) "= O(X xY)
Zaijfi(l‘) ® g;(y) — Zaijfi(fﬂ)gj(y)
i,J 1,3
es un isomorfismo.
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Demostracion. — Recordar que todo k-espacio vectorial posee una base (de
Hamel). En particular, si {f;} es una base de 0(X) y {g;} es una base
de O(Y), entonces {f; ® g;} es una base de O(X) ®;, O(Y). Luego, si
> wijfi(w) @ g;(y) verifica que 3, ; a;jfi(x)gj(y) = O entonces para todo
J tenemos que Y ;aijfi(x) = 0 y luego aj; = 0, de donde deducimos la
inyectividad.

Por otro lado, si h(z,y) es una funcién regular en X x Y C A" dada por
la restriccién del polinomio

P(z,y) = Zpi(x)Qj(y)
]

en O(A™™), entonces u; := Pj|x € O(X) y vj := Qjly € O(Y) permiten
escribir a h como la imagen de 37, ;u; ® v; € O(X) ® O(Y), de donde se
deduce la sobreyectividad. O

Maés generalmente, tenemos el siguiente resultado (y definicién) para var-
iedades algebraicas arbitrarias.

Teorema 2.6.5. — Los productos (finitos) existen en la categoria de var-
iedades algebraicas.

Demostracion. — Sean X e Y variedades algebraicas. Consideremos cubrim-
ientos por abiertos afines {U;}ier v {Vj}jes, respectivamente. Sabemos por
los resultados anteriores que U; x V; es una variedad algebraica afin, y luego
construiremos Z = X x Y usando el atlas algebraico definido por los conjuntos
Zij == UixVjconi € Iy j € J. En particular, Zi;N Zy & (U;nU) x (V;NV).
Concretamente, dotamos al conjunto X x Y de la topologia siguiente:

Un abierto en Z = X X Y es un subconjunto tal que su intersec-

cién con cada Z;; es abierto en Z;;.

Por ejemplo, cada Zj; es abierto en Z.

Por otro lado, dado que U; y U; pueden ser pegados mediante un atlas
algebraico, tenemos que las funciones regulares en U; y U; coinciden en la
interseccién U; N Uj. Asi, las funciones regulares en Z;; y Zj; coinciden en la
interseccion Z;; N Zy;, por lo que los abiertos {Zij}(i,j)gx] forman un atlas
algebraico. Asi, Z = X x Y es una variedad algebraica.

Mas ain, si u: S = X y v : S — Y son morfismos regulares, entonces los
abiertos u~}(U;) x v™1(V;) forman un cubrimiento de S. Asi, la propiedad
universal del producto se verifica localmente, y dado que “ser regular” es una
propiedad local, tenemos por ende que la propiedad universal del producto se
verifica globalmente. O
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Recuerdo 2.6.6. — Dado que k es algebraicamente cerrado (y en particular
de cardinal infinito), tenemos que A" es un espacio topolégico irreducible. Asi,
todo par de abiertos de Zariski no-vacios de A™ se intersectan. En particular
A"™ no es un espacio de Hausdorff.

Por otro lado, tenemos la siguiente caracterizaciéon de espacios de Haussdorff
que sera util en nuestro contexto.

Ejercicio 2.6.7. — Sea X un espacio topoldgico. Probar que las siguientes
propiedades son equivalentes:

(1) X es un espacio de Hausdorff, i.e., para todos z,y € X tales que z # y
existen abiertos U,V C X talesque x € U, y € V y tales que UNV = ().
(2) La diagonal
Ax = {(z,x), v € X}
es un cerrado en X x X respecto a la topologia producto.

Indicaciéon: La propiedad (1) se traduce en que todo punto fuera de la diagonal
posee una vecindad abierta para la topologia producto de X x X.

Lo anterior motiva la siguiente definicién fundamental en geometria alge-
braica.

Definicion 2.6.8. — Sea X una variedad algebraica. Decimos que X es
una variedad algebraica separada si la diagonal

Ax ={(z,z), re X} CX xX
es un cerrado de Zariski respecto a la topologia definida en el Teorema [2.6.5]

Ejemplo 2.6.9. —

(1) Toda variedad algebraica afin es separada. En efecto, sea X C A"
una subvariedad afin y consideremos (z,y) ¢ Ax, i.e., z,y € X con
x # y. Entonces, existe f € 0(X) tal que f(z) # f(y) (e.g. funciones
coordenadas). Luego, la funcién h(z,y) := f(x) — f(y) en O(X x X) se
anula en Ay pero no se anula en (z,y). En otras palabras, el abierto
principal Uy, es una vecindad abierta (de Zariski) del punto (z,y) y por
ende (X x X)\ Ax es un abierto.

(2) El ejemplo tipico de una variedad algebraica no-separada es la recta afin
con dos origenes. Para construirla, consideremos dos copias X7 y Xo
de la recta afin, y sean U; = Uy = A!\ {0}.
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X; = Al

0

Xy = Al

Sea Z = X1 ][ X2 AL x {1,2}, y construyamos X como la variedad
algebraica obtenida al pegar X1 y X3 a lo largo de los abiertos Uy y Us
usando la funcién identidad, i.e., X := Z/ ~ donde (z;1) ~ (z;2) si

x # 0.
[} 01
© X = Z/ ~
[ ] 02
En particular, X posee dos origenes dados por 07 := [(0;1)] y
02 := [(0;2)]. Asi, observamos que la variedad X no es separada,

pues la clausura de Zariski de la diagonal Ziar contiene a los puntos
(01,02),(02,01) € X x X que no forman parte de Ax.

Una de las consecuencias mas utiles de la separacién es la propiedad sigu-
iente.

Proposicion 2.6.10. — Sea X wuna variedad algebraica separada y sean
U,V C X abiertos afines. Entonces, U NV es un abierto afin de X.

Demostracién. — Notamos que (U x V)N Ax =UNV.

X

Dado que el producto U x V es una variedad algebraica afin y que
Ax € X x X es un cerrado de Zariski, concluimos que el abierto U NV es
isomorfo a un cerrado de una variedad algebraica afin. O
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Definicion 2.6.11. — Sea f : X — Y un morfismo regular entre variedades
algebraicas. Definimos el grafo de f como el conjunto

I'f={(z,y) e X xY tal que y = f(z)} C X x Y.

El siguiente resultado puede pensarse como la version algebraica del Teo-
rema del grafo cerrado en topologia o andlisis funcional.

Teorema 2.6.12. — Sea X wuna variedad algebraica definida a partir del
atlas algebraico {c; : U; = Vi}ier, donde los {U;}ier forman un cubrimiento
abierto de X y donde V; es una wvariedad algebraica separada (e.g. afin).
Entonces, la variedad algebraica X es separada si y sélo si

Para todo par de cartas locales distintas «; y «j, el grafo

L'j; .= F%.i del cambio de cartas 1j; def a; 0041-_1 Vi = Vii es un

cerrado de Zariski de V; x V.

Demostracion. — Los abiertos de Zariski {U; x Uj}; jjerxs cubren X x X,
por lo que la diagonal Ax C X x X es cerrada si y sélo si

Ax N (U; x Uj) es cerrado en U; x Uj para todos i,j € 1.

Por otro lado, recordar que V;; oef a;(U;NU;) € Vi y que (U xUj)NAx = U;NU;.
Ademas, para x € V;; tenemos que

(2, 4i(2)) & (w, 05(0; " (2)) = (@i(y), a;(y)) donde y = a7 (x) € U; N Tj.
Asi, la imagen de (U; x Uj) N Ax por la funcién o; x «; es precisamente el
grafo I';; de vj; : Vi = Vji en V; x V;. Por lo tanto, X es separada si y sélo
si I'j; € V; x Vj es cerrado para todo 4,5 € 1.

Finalmente, notamos que basta considerar el caso i # j puesto que si i = j
entonces I'; d:efFIdVZ_ = Ay, CV; x V; es cerrado (pues por hipétesis cada V; es
una variedad algebraica separada). O

Ejemplo importante 2.6.13. — Recordemos (cf. Ejemplo[2.5.5) que P! se
obtiene a partir del atlas algebraico dado por
ap : Up & {[z,y] € P tal que z # 0} ——» A

[, y) — 2
T

y por

ap Uy d:ef{[:v,y] € P! tal que y # 0} —— A!

[,y — =
)
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Ademss, si z es una coordenada en A\ {0} = ag(Uy N Uy) = a1(Up N UY),
entonces el cambio de cartas ¥ := g1 &f o 0 ao_l estd dado por ¥(z) = %
Luego, el grafo de 1 esta dado por

Ty = {(z,w) € A' x A’ tales que 2w = 1},

que es un cerrado de Zariski de A' x Al =2 A2, Asi, la recta proyectiva P! es
una variedad algebraica separada.

Lo anterior se generaliza en el siguiente ejercicio 1util, que utilizaremos in-
directamente en muchas ocasiones.

FEjercicio 2.6.14. —
(1) Probar que el espacio proyectivo P" es una variedad algebraica separada.
(2) Sea X una variedad algebraica separada. Probar que todo abierto
U C X y todo cerrado Y C X es una variedad algebraica separada.
(3) Deducir que todo abierto y todo cerrado de P" es una variedad alge-
braica separada.

jAtencion! — Debido a la gran importancia de la nocién de separacién:

A En todo lo que sigue del curso, supodremos que todas las
variedades algebraicas seran separadas.

Cabe mencionar que histéricamente las variedades algebraicas definidas en
§2.3| se les conocia como prevariedades, y se utilizaba la palabra variedad para
referirse a una prevariedad algebraica separada. En otras palabras, en todo lo
que sigue del curso adoptaremos dicha convencién:

“Una variedad algebraica es un esquema reducido y separado de
tipo finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k.

2.7. Variedades algebraicas proyectivas

En esta secciéon discutiremos sobre una de las clases mas importantes de
variedades algebraicas, las variedades algebraicas proyectivas.

Definicion 2.7.1. — Una subvariedad cerrada de una variedad alge-
braica (X, 0x) es una variedad algebraica (Y, 0y) tal que Y C X es un
cerrado y tal que Oy = (Ox/Zy)ly, donde Iy C Ox es el haz de ideales
de funciones regulares que se anulan en Y.
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Mas generalmente, si f : Z — X es un morfismo regular entre variedades
algebraicas, decimos que f es una incrustacién cerrada!V|si f se factoriza

como

71 x

= L
morfismo birregular subvariedad cerrada

Y
ie,Y := f(Z) C X es una subvariedad cerrada y ademds Z = f(Z).

Ejemplo 2.7.2. — Sea Z = A' y X = A% Consideremos los morfismos
regulares f; : Al — A dados por

Y = Al Y Al

fi®) = (1) F(t) = (t.1%) f3(t) = (82, £)
Entonces, f1 v fo son incrustaciones cerradas, pero f3 no lo es.

Recuerdo 2.7.3. — Sea V = k"T! espacio vectorial. El espacio proyec-
tivo P(V)) & P" es la variedad algebraica cuyos puntos corresponden a rectas
vectoriales en V.

En particular, si W C V es un sub-espacio vectorial no-nulo de dimension
dimg (W) = m + 1, entonces

P A = P(W) CP(V),

y decimos que A C P" obtenido de este modo es un subespacio lineal de
dimensién m de P(V) = P".

Ejemplo 2.7.4. — Sean Ay = P(W7) = P™ y Ay = P(Ws) = P™2 subespa-
cios lineales de P(V') = P™. Entonces, si m; + mg > n tenemos que

A O A EPW, N W) = P

es no-vacio de dimensién d > mq + mg — n.

(D En inglés, closed immersion.
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Por ejemplo, las rectas afines {x = 1} y {x = 2} en A?x ;) DO se intersectan.
Sin embargo, las rectas proyectivas {x = z} y {z = 2z} obtenidas al considerar
la clausura de las rectas afines en P? mediante

Ay, ™ {[x,y, 2] € P? tal que z # 0} — IP’[Q%%Z], (z,y) — [z, 9, 1]

se intersectan en el punto [0, 1,0].

Recuerdo 2.7.5. — Sea I C O(A"™!) = k[Xo, X1,...,X,] un ideal. Deci-
mos que I es un ideal homogéneo si esta generado por polinomios homogé-
neos, i.e., si

I = {p1,...,pr) con p;(Ax) = Ap;(z) para todo A € k*, donde

d; = deg(p;) € N.
En otras palabras, I es homogéneo si y sélo si I = I®m i.e., es invariante por
la accién del grupo multiplicativo G,, & (k*, x). Explicitamente, si p(z) € T
entonces p(Az) € I para todo A € k*.

Observacién importante 2.7.6. — Sea I C k[Xy,...,X,] un ideal ho-
mogéneo. Entonces, la subvariedad afin Y = V(I) C A" es G,,-invariante.
En términos geométricos, tenemos que Y = V(I) es un cono afin

XxXcpr

Y =V(I) C Ant! / /

y en particular podemos considerar el cociente X := (Y \ {0})/G,,, que puede
ser pensado por lo tanto como un subconjunto X C P" del espacio proyectivo,

y para el cual tenemos una proyeccién candnica
m: Y\ {0} — X, (zo,...,2n) — [T0y ..., Zp].
Dotamos a X de la topologia de Zariski cociente y del haz en k-algebras dado
por Ox := W*((ﬁy\{o})Gm), i.e., el haz de funciones regulares G,-invariantes.
Entonces:
(1) El espacio anillado (X, 0x) es una subvariedad cerrada del espacio
proyectivo P", y escribiremos simplemente X := V(I) C P". Explicita-
mente, si I = (f1,..., fr) C k[Xo,...,X,] con f; polinomio homogéneo



2.7. VARIEDADES ALGEBRAICAS PROYECTIVAS 79

de grado d;, entonces
V() € {x = [20,...,2,) € P" tal que fi(z) =--- = fr(x) = 0}.

(2) Reciprocamente, debido a la construccién de P" como cociente de
A"\ {0}, tenemos que toda subvariedad cerrada de P" es de la forma
X = V(I) para cierto I C 0(A™*1) ideal homogéneo.

(3) Sea f € k[Xo,...,Xy] polinomio homogéneo no-nulo de grado d > 1.
Decimos que

V(f) ={[xo0,...,xn] € P" tal que f(zo,...,z,) =0}

es una hipersuperficie de grado d en P". Cuando d =1 (resp. d = 2,
resp. d = 3, resp. d = 4, etc.) decimos que V(f) = H es un hiper-
plano (resp. V(f) = @ es una hipersuperficie cuddrica, resp. una

hipersuperficie cibica, resp. una hipersuperficie cuartica, etc.). Por
ejemplo,

Xp = {[z0,...,z,) €P" tal que 28 + z{ + ... +2¢ =0} C P"
es la hipersuperficie de Fermat de grado d, mientras que
Xk = {[zo,...,z,] € P" tal que wg_lxl + x‘f_latg + ... 428tz =0} CP"

es la hipersuperficie de Klein de grado d.

(4) Sea V' C P un subconjunto arbitrario. Entonces, definimos el ideal
de V' como el ideal homogéneo Z(V') C k[Xo, ..., X,]| generado por los
polinomios homogéneos que se anulan en V. Tal como en el caso afin,
V(Z(X)) =X

(a) La curva afin C C A? dada por la ecuacién xy = 1 puede verse
dentro de P? (con coordenadas homogéneas [z,v, z]) al identificar
A% con Uy = {z # 0} C P2
Entonces, C := o C P? es la curva proyectiva dada por la
ecuacién zy = 22 obtenida al homogeneizar la ecuacién original.

C P" es la adherencia de Zariski de X. Por ejemplo:
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En particular, obtenemos C a partir de C' agregando los puntos
[1,0,0] y [0,1,0] “al infinito”, i.e., contenidos en la recta proyectiva
P! >V (z) C P2

(b) Sea A = k[XJ,...,X,]. Entonces, el conjunto vacio ) C P™ verifica
por definicién

Z(0) = (Xo, ..., Xn).

Geométricamente, lo anterior hace referencia al hecho que
0 € A" no se proyecta a P*. Usualmente se utiliza la notacién
AT = (Xy,..., X,) y se dice que A" es el ideal irrelevante del
anillo A.

(5) La wversion proyectiva del Hilbert Nullstellensatz puede ser deducida de

la version afin. Ma4s precisamente, si I C k[Xy,..., X,] es un ideal
homogéneo, entonces:
(a) V(I) = 0 en P™ si y sélo si I contiene una potencia del ideal
irrelevante A+ & ( X0,y Xn).

(b) Si V(I) # 0 en P, entonces Z(V (1)) = V1.

(6) Supongamos que k = C y que consideramos al espacio afin A"(C) = C"
dotado de la topologia euclideana. Entonces, podemos dotar al espacio
proyectivo complejo P"*(C) de la topologia euclideana cociente, y nota-
mos (e.g. considerando vectores de norma unitaria) que P"(C) es un
espacio compacto, a diferencia de A™(C) que no lo es.

La siguiente definicién serd central en toda la discusion de esta seccién.

Definicion 2.7.7. — Sea X una variedad algebraica. Diremos que X es una
variedad algebraica proyectiva si es isomorfa a una subvariedad cerrada
de algin espacio proyectivo, i.e., si existe

L: X —P"
incrustacién cerrada para algin n € N=!. M4s generalmente, una variedad

algebraica quasi-proyectiva es una variedad algebraica isomorfa a un abierto
de Zariski de una variedad algebraica proyectiva.

Ejemplo importante 2.7.8. — Toda variedad algebraica quasi-proyectiva
es separada y quasi-compacta. Mas aun, las variedades afines, variedades
quasi-afines y variedades proyectivas son ejemplos de variedades quasi-
proyectivas.

El resultado principal de esta seccion es el siguiente.
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Teorema 2.7.9. — Sea X wuna variedad algebraica proyectiva. Entonces,
para toda variedad algebraica Y la proyeccion

pry : X XY —Y, (z,y) —y
es una funcion cerrada (i.e., la imagen de un cerrado es un cerrado).

Demostracion. — Dado que X C P" es una variedad algebraica proyectiva,
todo cerrado de X es un cerrado de P" y luego basta analizar el caso X = P".
Maés atn, el resultado es local en Y por lo que podemos asumir que Y es afin,
y por el mismo razonamiento anterior basta considerar ¥ = A™.

Sea m : A"T!\ {0} — P" la proyeccién candnica, y consideremos
Z C X xY = P" x A™ cerrado de Zariski dado por ecuaciones polino-
miales

pi([z],y) = ... =pe([z],y) = 0 en P" x A™

que son homogéneas en las variables [x] = [z, ..., zy]. Veamos que pry (Z) es
cerrado en Y = A™:

Para ello, consideremos yy ¢ pry(Z). Entonces, los polinomios p;(x,yo)
homogéneos en las variables = (zg,...,2,) € A" sélo poseen al origen
0 € A™! como cero comtn. Asi, el Hilbert Nullstellensatz implica que

(%) mf C (p1(,90), - - -, pe(,y0)) para cierto r € N=1,

donde mg = (xg,...,z,) es el ideal irrelevante.
Por otra parte, notemos que el ideal mj gef (x0,...,2Tn)" contiene al k-espacio
vectorial A, := k[zo,...,Z,]|, de polinomios homogéneos de grado r. Luego,

la condicién (%) implica que la aplicacién k-lineal

gD:AT—dl@"'@AT—dg_»AT

14
(q1,--->q0) — Y qi(x)pi(, yo)
=1

es sobreyectiva, donde d; := deg,(p;).

Finalmente, notamos que el hecho que ¢ sea sobreyectiva es una condicion
abierta para la topologia de Zariski (pues equivale a que el determinante de una
submatriz de tamano maximal sea no-nulo). Luego, existe V' C A™ vecindad
abierta de yg tal que para todo y € V' fijo, el conjunto de soluciones de

(2], y) = ... = pe([z],y) =0

es vacio en P", ie., y ¢ pry(Z). Dado que el complemento de pry (Z) es
abierto, deducimos que pry (Z) es cerrado. O
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Corolario 2.7.10. — Sea X una variedad algebraica proyectiva. Entonces,
para toda variedad algebraica Y y para todo morfismo regular f : X — Y, se
tiene que f(X) es un cerrado de Y.

Demostracion. — Primero que todo, notamos que el grafo del morfismo f,
def

Iy =A{(z, f(2)), v € X},
es la preimagen de la diagonal Ay CY x Y por
(fxIdy): X xY —Y XY, (z,y) — (f(z),y).

Luego, el hecho que Y es una variedad algebraica separada implica que I'y
es cerrado en X X Y. Finalmente, concluimos del Teorema anterior que
pry (I'f) &f f(X) es un cerrado de Y. O

Observacion importante 2.7.11. —

(1) El Corolario anterior nos dice que toda “realizacién” de una variedad
proyectiva en un espacio proyectivo es siempre cerrada, contrariamente
al caso de variedades afines (donde sabemos, por ejemplo, que algunas
de ellas corresponden a abiertos principales).

(2) Los resultados anteriores fallan si no suponemos que nuestras variedades
sean proyectivas. Por ejemplo, si

f : AQ — AQ? (xvy) — (x,my)
entonces

f(A?) = {(u,v) € A? tales que “u = 0 implica que v = 0"}

A2 f F(A?)

no es un cerrado de Zariski.

Corolario 2.7.12. — Sea X wuna variedad algebraica proyectiva y sea
f: X = k una funcion regular. Entonces, f(X) es un conjunto finito.

Demostracién. — Consideremos la composiciéon F : X — P! dada por

F:XLok=A'S P oo [f2),1].
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Entonces, F(X) es un cerrado de Zariski de P!, que es diferente de P! puesto
que F(X) = f(X) C Al. Luego, f(X) es un conjunto finito de puntos. O

Observacion importante 2.7.13. — Mas adelante veremos que si X es
una variedad algebraica proyectiva e irreducible, entonces
INX,0x) =k,
i.e., toda funcién regular definida globalmente es constante.
Ejercicio 2.7.14. — Sea X una variedad algebraica proyectiva, y supong-

amos que existe una incrustacion cerrada X — Y, donde Y es una variedad
algebraica afin. Probar que X es un conjunto finito de puntos.

Observacion importante 2.7.15. — El producto de espacios afines cumple
que A" x A™ = A" Sin embargo, tenemos que P" x P™ 2 pPrtm,

Por ejemplo, en P? todo par de rectas (i.e., subespacios lineales ¢ = P! de
dimensién 1) se intersectan, mientras que en P! x P! no es asf.

Corrado Segre (1863-1924) fue uno de los principales contribuyentes al de-
sarrollo inicial de la geometria algebraica clasica, y uno de los fundadores de
la escuela italiana de geometria.

Proposicion 2.7.16 (Segre). — La variedad producto P™ x P™ es isomorfa
a una variedad algebraica proyectiva

Ypm CPY donde N = (n+1)(m+1) — 1,
llamada la variedad de Segre.

Demostracion. — Sean V =2 k"l y W = k™t espacios vectoriales, donde
P(V) =Py P(W) =P
Entonces, V @ W = k(+)(m+1) "y 1 aplicacién natural
VW —VaW, (v,w)—vQ@w

induce una aplicacién entre los cocientes respectivos, llamada la incrustacion
de Segre, y dada por

0 :P(V)xP(W) —P(VeW)=PpV¥
([v], [w]) — [v @ w]

donde N=(n+1)(m+1)—1=mn+m+n.
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Si elegimos bases (eg,...,en) v (fo,...,fm) de V. y W, y escribimos
v o= Yiowiei y w = Y i oy;f;, entonces {e; ® fj}é)g;;:; es una base de
VoW, yademds v®@w =3, ; xiyje; ® f;. En particular,
@ : P x P — PV
([0, - 2n) [Y0, - - -, Ym]) — [ToYo, ToY1s - - -, TiYjs - - -, TnYm]

es un morfismo regular. Veamos que Y, := @(P" x P™) C PV es un cerrado
de Zariski y que P" x P™ = %, ., (i.e., ¢ es un incrustamiento cerrado).
Para esto tultimo, notemos que mediante el isomorfismo

V@ W = Hom(VY, W)
T=vQuwi+...4+v,Quw, —> Yy : VY = W
= L(v)wr + ...+ L(v)w,
tenemos que la imagen de ¢, dada por los tensores simples de V& W, cor-
responde a aplicaciones lineales de rango 1. Explicitamente, si consideramos
coordenadas homogéneas z = >~ ; zper® fi de P(VoW) = PN y consideramos
los abiertos estandar
Wi; = {[2] € PV tal que z;; # 0} =AY,

entonces ¢~ (W;;) = U; x Vj, con

Ui = {[z] € P" tal que z; # 0} y V; = {[y] € P™ tal que y; # 0}.
En particular, si ¢ = j = 0 tenemos que ¢|y,xv, : Up X Vo — Wp estd dada
por

1 T T

Yyr xT1y1r - Tall
(L, 21,y xn), Lyt oy Ym]) —

Ym T1Ym - TnalUm

que es un morfismo regular, y que define un isomorfismo entre Uy x Vj y el
conjunto cerrado dado por las matrices en Wy o de rango < 1.

El mismo argumento es valido para indices (i, ) arbitrarios, y obtenemos
asi un isomorfismo entre P" x P™ y la subvariedad cerrada X, ,, C PN dada
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por la condicién

Z00 201 Z0n
z10 211 Z1n
rango <1,
Zm0  Zml Zmn
que a su vez equivale a
Zik  Zil
det = zikzj1 — Zizj = 0
ij Zjl

para todos i,7 € {0,...,m} y k,l € {0,...,n}.
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Corolario 2.7.17. — El producto (finito) de variedades algebraicas proyec-

tivas es una variedad algebraica proyectiva.

Demostracion. — Si X CP" e Y C P™ son cerrados de Zariski, entonces la

imagen de

X XY CP" x Py prntmitn

es un cerrado de X, .

Ejemplo 2.7.18. — La incrustacion de Segre

P! x P! — P3

([zo, z1], [yo, 11]) — [Zovo, Zoy1, 1Yo, T1Y1]

permite identificar P! x P! con la superficie cuddrica S C P? dada por

20 <1

det = 2023 — 2122 = 0.

Z2 Z3

Notar ademaés que la forma cuadratica

4
Q: k™ — k, (20,21, 22, 23) — 2023 — 2122

es no-degenerada. Mas generalmente, si car(k) # 2 entonces toda forma

cuadritica no-degenerada Q : k* — k puede ser diagonalizada y luego

S = {[z] € P? tal que Q(z) = 0} = P! x P!

€n ese caso.
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Ejercicio 2.7.19. — Una cénica es una hipersuperficie cuddrica de P2, i.e.,
C =V(f) CP?donde f € k[X,Y, Z] es un polinomio homogéneo no-constante
de grado 2. Probar que si car(k) # 2 entonces, en una base conveniente,
podemos escribir

C = {[z,y, 2] € P? tal que az® + by* + cz* = 0}
para ciertos a, b, c € k. Deducir que si abc # 0 entonces C' = P!,

Terminemos la seccién mencionando dos variantes importantes del inscrus-
tamiento de Segre. La primera de ellas fue considerada por Giuseppe Veronese
(1854-1917).

Ejemplo importante 2.7.20. — Recordemos que si V = k"*! es un espa-
cio vectorial y si d € NZ1, entonces la d-ésima potencia simétrica SV es un
k-espacio vectorial de dimensién dimy, S4V = (”;rd). Ademds, podemos iden-
tificar el dual (S9V)Y = k[X,, ..., X,]q con el espacio vectorial de polinomios
homogéneos de grado d en n + 1 variables.

Cabe notar que si adicionalmente suponemos que car(k) = 0, entonces SV

se identifica con el sub-espacio vectorial de
Ty Lyed — vy

de tensores simétricod2)]
Definimos la incrustacién de Veronese como la aplicacion

ve: P(V) — P(S9V) = PV

[v] — [evy]

d veces

V

donde ev,, € (S4VV)V = SV es el funcional lineal que asocia a cada polinomio
fe (SdV)V su valor ev,(f) = f(v) env € V, y donde N = (ngd) _1

Concretamente, en coordenadas homogéneas tenemos que

vy P* — PN

[0, ..., 2n] — [xg,:ng_lwl, . ,xfb]

donde N = (";d) —1, y donde intervienen todod(*®)|los monomios homogéneos
de grado d en las variables xg, ..., Ty.

<12>i.e., aquellos que son invariantes por la accién de permutacién del grupo simétrico Gq.
(3 En ocasiones, conviene escoger un orden monomial para agrupar dichos polinomios.
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Ejercicio 2.7.21. — Sea V,, q := vq(P") C PV la variedad de Veronese.
Probar que:
(1) La variedad V,, 4 C PV es un cerrado de Zariski dado por las ecuaciones
zizj = 27, donde los indices i, j, k,l € {0,..., N} verifican i+j = k+1.
(2) Probar que v4 induce un isomorfismo P"* = V,, 4 (i.e., el morfismo vy es
un incrustamiento cerrado).

Ejemplo importante 2.7.22. — Probablemente las variedades proyectivas
mas emblemé&ticas que se obtienen mediante incrustaciones de Veronese son
las siguientes:
(1) La imagen de
.ol 3 3 .2 2 .3
V3-]PJ — P ) [$7y]'_> [I‘ YUY, XY, Y ]
es la curva C C P? que estd dada por las ecuaciones
2 2
2023 = Z1%2, 21 = R0%2, %3 = 21%3

en P con coordenadas homogéneas [z, . . ., 23]. Dicha curva es llamada
la ctibica torcida (o twisted cubic) en P3.
(2) La imagen de

. ™2 5 2 2 2
9] PP =P ) [l’,y,Z} [33 y LY, T2, Y Yz, 2 ]
es conocida como la superficie de Veronese en P°.

Proposicion 2.7.23. — Sea X = V(f) C P" una hipersuperficie de grado
d. Entonces, X es isomorfa a la interseccion de la variedad de Veronese
Via €PN y un hiperplano H = PN~1 donde N = (n;d) — 1. En particular,
P\ X es una variedad algebraica afin.

Demostracion. — Utilizando la notacién multi-indice, supongamos que

_ Kk k._ .k k
f(@os -+ xn) = Djkj=q axx™, donde z* 1=z’ - - -y,
Asi, si denotamos por 2z la coordenada de PV correspondiente al monomio

¥, entonces v4(X) &f vg(P)N H C PV, donde

H = { [2] € PV tal que Z ayz =0 p = PV1
k|=d
es un hiperplano. En particular, dado que PV \H = AN tenemos que P” \ X
es isomorfa al cerrado vg(X)N(PY\ H) de AV, y luego P"\ X es una variedad
algebraica afin. ]
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FEjercicio 2.7.24. — Probar que el grupo cociente
PGL,, (k) := GLy(k)/Gy,

es una variedad algebraica afin, donde G,, = {\1,, A € k*} se identifica con
el centro del grupo GLy, (k).

Las variedades grassmannianas, nombradas en honor al matematico aleman
Hermann Grassmann (1809-1877), son generalizaciones naturales y muy im-
portantes del espacio proyectivo.

Sea V = k™ un k-espacio vectorial de dimension finita n > 2 y sea
m € {1,...,n — 1}. Definimos

Gr(m, V) := {W C V sub-espacio vectorial tal que dimg(W) = m}.

Observacion importante 2.7.25. — Por definicién de Gr(m, V') tenemos:

(1) El caso m = 1 se traduce en P(V) &f Gr(1,V).

(2) Dado que un sub-espacio vectorial W = k™ en V = k™ es lo mismo
que P(W) = P™~! subespacio lineal en P(V) = P"~! podemos pensar
Gr(k,V) como el conjunto de todos los subespacios lineales A = Pm~!
de P(V). Para distinguirlo del caso afin, escribimos

G(m — 1,P(V)) := {A C P(V) sub-espacio lineal tal que A = P!}
en lugar de Gr(m,V).
(3) Sea W C V sub-espacio vectorial y consideremos
We = {f €V tal que f(w) = 0 para todow € W} C V.
Entonces, dim(W) + dim(W°) = dim(V) = dim(V"Y) = n y luego
Gr(m,V) —= Gr(n —m, V"), [W] — [W°]
es una biyeccién.
(4) Frecuentemente sélo nos interesard la dimension del k-espacio vectorial
V =2 k™. En tal caso, escribimos Gr(m,n) (resp. G(m —1,n — 1)) en
lugar de Gr(m, V) (resp. G(m — 1,P(V))). En particular, tenemos que

Gr(m,n) = Gr(n — m,n).

Teorema 2.7.26. — Sea V = k™ un espacio vectorial y seam € {1,...,n—1}.
Entonces, existe un atlas algebraico en Gr(m, V') que la dota de estructura de
variedad algebraica proyectiva. Dicha variedad es llamada grassmannianna.
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Demostracion. — Para definir el atlas algebraico en Gr(m, V) consideremos
un sub-espacio vectoria I C V' de codimensién m (i.e., dimg(l) =n—m)y
consideremos el conjunto

Ur :={[W] € Gr(m,V) tal que W NI ={0}}

i.e., los sub-espacios que intersectan transversalmente a I.

V _ W @ I [ g ]I.N*N/

Notar que Uy se identifica naturalmente al cerrado algebraico de

dado por las proyecciones py : V' — I con ker(py) = W. Explicitamente,
Ur — {p € Hom(V,I) tal que p|; =1ds}, W — pw

tiene inversa p — ker(p) € Uy.
Por otro lado, notamos que (en coordenadas) la descomposicién en suma
directa V = Wy & I corresponde a

Wo I

y por ende U; = A™"™) s un espacio afi Dado que los conjuntos
{U1} 1€Gr(n—m,v) cubren Gr(m, V'), podemos usarlos para definir una topologia
(de Zariski):

Un subconjunto S C Gr(m, V) es abierto si SN U es un abierto

de Zariski en U7 = A™"=™) para todo I.

(9 Méss adelante, esto nos dird que dim(Gr(m,n)) = m(n — m).
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Maés atn, considerando una base (e, ...,e,) de V' y sub-espacios de la forma
I = Vecty(e;,,...,é€, ,.), obtenemos un cubrimiento finito de Gr(m,V’). De
esto se deduce que Gr(m, V') es un espacio topoldgico noetheriano.

Para analizar el cambio de cartas, consideramos I,J C V sub-espacios de
dimensiéon n —m, y notamos que la interseccion Uy NU; C Uy se identifica con
el conjunto de proyecciones py : V — I tales que WnJ & ker(pw)NJ = {0},
i.e., tales que

pw|s: J — I es inyectiva (y luego un isomorfismo).

En coordenadas, esto define un abierto de Zariski de Uy = A™™™) (dado
por det(M) # 0 para cierta submatriz M). Més atn, si p € UrNU; C Uy
entonces p' = (p|;)~! op € Homy(V,J) pertenece a Uy NU; C Uy, vy la
aplicacién p — p’ es un isomorfismo birregular al ser lineal. Asi, Gr(m,V)
es una variedad algebraica.

Para ver que Gr(m, V) es una variedad algebraica proyectiva separaremos
la demostracién en pasos independientes. Ademads, serd importante recordar
que si V' = k™ es un espacio vectorial y d € {1,...,n}, entonces la d-ésima
potencia exterior /\d V' es un espacio vectorial de dimensién dimy( /\d V)= (Z)
Explicitamente, si (e, ..., e,) es una base de V entonces

d
{ei, N+ Neiyti<iy<-<iy<n €S una base de /\ V.

Ademés, para toda o € &4 se tiene que v (1) A+ Avyg) = €(0)(v1 A+ Avg)
en NV

El paso crucial es comenzar por considerar la incrustacion de Pliicke
dada por

¢ : Gr(m,V) — P(\" V) =PV
W] — [\ W]

que a cada sub-espacio W C V de dimg (W) = m le asocia la recta vectorial
k=AN"WCA"V,ydonde N = () -1

Notar que si (wi,...,w,,) es una base de W, entonces la recta A" W estd
generada por el tensor simple wi A -+ A wy,. Reciprocamente, toda recta en
NV generada por un tensor simple wi A - -+ A wy, # 0 define un sub-espacio
vectorial W := Vectg(wy,...,wy) de dimensién m de V, i.e., ¢ es biyectiva
sobre su imagen. Con esto en mente, veamos que ¢ : Gr(m, V) < P(A" V) es
un incrustamiento cerrado:

(15 En honor al matemético alemén Julius Pliicker (1801-1868).
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Paso 1. El morfismo ¢ es regular: Si fijamos una base de V' y, tal como
antes, representamos a W = Vecty(wi,...,wy) € Gr(m,V) usando filas de
una matriz (no tnica):

P11 P12 - Pin

Pm1i Pm2 - Pmn
donde la i-ésima fila corresponde a w;. Luego,
W1 AN Wy, = Z pi1,---,im(ei1 /\---/\eim)
1<i) <-<im<n
donde p;, i, = det(pj.i,)i1<jr<m e€s el sub-determinante m x m de la matriz
obtenida a partir de las columnas 71, ...,%,. En particular, ¢ es regular pues

cada p;, . i, lo e

Paso 2. El morfismo ¢ es un isomorfismo sobre su imagen: Basta verifi-
carlo para cada abierto Ur. Sea I € Gr(n —m,V) y consideremos una base
(e1,...,e,) de V tal que se tiene I = Vectg(em+1,...,6,) y sea W € Ur. Tal
como antes, consideramos la matriz

P11 Pim—n |1 0
P:

Pmi - DPmmen | O 1
y notamos que cada p;; se obtiene un como sub-determinante m x m de P.
Asi,

eluy 1 Ur = p(Ur) CP(N" V)
es un isomorfismo sobre su imagen para todo I.

Paso 3. La imagen G := ¢(Gr(m,V)) CP(A"V) es un cerrado: Sea v # 0
en V y sea w # 0 tensor no-nulo en A V. Si completamos e; = v en una base
(e1,...,en) de V, notamos que w Av =0 en A"V siy sélo sw =vAn
para cierta n € N1V,

Repitiendo el argumento, notamos que w € NV es un tensor simple (i.e.,
de la forma vy A+ - - Avy, con v; € V) siy sélo si el kernel de la aplicacién lineal

zﬂin—>/\mHV, v wAv

(19 Los {pir,..

S tm

} son llamadas coordenadas de Pliicker de W en P(A™ V).

<17>Explicitamente, si escribimos w = Z Aiy,.im€iy N+ Nes,, entonces wAer =0 siy sélo

.....

si cada sumando A;, ... i, €i; A+ Ae;,, contiene a er (i.e., e;, = e1 para algin 0).
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verifica dimy(ker,) > m (puesto que elementos linealmente independientes
del kernel pueden ser usado en el argumento anterior para escribir w = v Any,
y luego 1 = va A g, ete.), ie., rg(1h,) < n—m. Esto dltimo es una condicién
cerrada en P(A™ V'), pues se expresa en coordenadas como la anulacién de
todos los sub-determinantes (n —m+1) x (n —m+1) de la matriz de ,,. O

Ejercicio 2.7.27. — El objetivo de este ejercicio es analizar mas de cerca
el caso m = 2. Para ello, sea V = k" un espacio vectorial. Probar que:

(1) El tensor w € AV es simple si y s6lo si w Aw =0en A'V.

(2) Deducir que la imagen

2
G = p(Gr(2, V) PN V)
estd dada por la interseccién de hipersuperficies cuddricas.

(3) Probar que Gr(2,4) = G(1,3) es isomorfa a la cuadrica de Pliicker
en P(A?k*) = P5 dada por

D12P34 — P13P24 + p1ap23 = 0.

2.8. Componentes irreducibles

Recuerdo 2.8.1. — Un espacio topologico X es irreducible si cada vez
que tenemos que X = X; U X5 con X1, Xy cerrados, entonces X = X o bien
X = Xo.

Esto a su vez es equivalente a cualquiera de las condiciones siguientes:

(1) Todo par de abiertos no-vacios de X se intersectan.

(2) Todo abierto no-vacio de X es denso en X.

Ejemplo 2.8.2. — El espacio afin A™ es irreducible. Mas generalmente, una
subvariedad afin X C A" es irreducible si y sélo si Z(X) es un ideal primo de
O(A™) (ver Teorema [2.2.5)).

Observacion importante 2.8.3. — En topologia, los espacios topoldgicos
irreducibles también se conocen como espacios hiperconexos. No es dificil
verificar las siguientes propiedades que son puramente topolédgicas (y cuyas
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demostraciones se dejan como ejercicid'®))): Sea X un espacio topolégico,
entonces

(1)
(2)

Si X es irreducible, entonces X es conezxo.

Si X es irreducible e Y un espacio topoldgico arbitrario, entonces para
toda funcién continua f : X — Y se tiene que f(X) C Y es irreducible.
Si X es irreducible y U C X es un abierto no-vacio, entonces U es
irreducible.

Sea A C X un sub-conjunto irreducible en X, entonces la adherencia A
es irreducible.

Sean U,V C X abiertos irreducibles en X tales que UNV # (), entonces
la unién U UV es irreducible.

Como consecuencia de las propiedades anteriores, podemos deducir varias
propiedades interesantes en el caso de variedades algebraicas.

Ejemplo importante 2.8.4. —

(1)

(2)

El espacio proyectivo P™ es irreducible, pues es cubierto por los abiertos
estandar U; =2 A™ que son irreducibles. Del mismo modo, la variedad
grassmannianana Gr(m,n) es irreducible.

Sea X una variedad algebraica proyectiva irreducible, entonces toda
funcién regular f : X — k es constante, i.e.,

I(X,0x) = k.

En efecto, en este caso f(X) es un conjunto finito e irreducible, y por
lo tanto reducido a un elemento.
Sea X C P" una variedad algebraica proyectiva irreducible que es difer-
ente de un punto (veremos més adelante que esto es equivalente a que
dim(X) > 1). Entonces, X NY # () para toda hipersuperficie Y C P".
En efecto, sabemos que P \ Y es una variedad algebraica afin (ver
Proposici(’)n. Por otro lado, si XNY = () entonces tendriamos que
X CP"\Y es una subvariedad proyectiva de una variedad algebraica
afin, y por ende X deberia ser un punto (ver Ejercicio [2.7.14]).

(®)Tndicaciones: Para (2) basta notar que la demostracién del hecho que la imagen por

una funcién continua de un conero es conexo sigue funcionando. Para (3) notar que la

interseccién vacia de abiertos en U es vacia también en X. Para (4) notar que si A = A1 UA;
es unién de cerrados, entonces A = B1UB; con B; = A;NA. Para (5) probar quesi W C UUV
abierto no-vacio entonces WNU £ @y WNV # 0, y deducir que W es denso en U U V.
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Proposicion 2.8.5. — Sean X eY dos variedades algebraicas irreducibles.
Entonces, X XY es irreducible.

Demostracion. — Si escribimos X X Y = Z3 U Z5 con Z1 y Zy cerrados no-
vacios, entonces (por definicién de la topologia de Zariski en el producto X xY)
el conjunto

Y, :={y €Y tal que X x {y} C Z;}
es un cerrado de Y. Maés atn, Y = Y; UY5 por hipdtesis. Luego, tenemos que
Y =Y, o bien Y =Y dado que Y es irreducible. Asi, Z1 = X X Y o bién
Zy =X xY. O

La definicién principal de esta seccién es la siguiente.

Definicion 2.8.6. — Sea X un espacio topolégico. Una componente irre-
ducible de X es un subconjunto irreducible maximal respecto a la inclusion,
i.e., no estd contenido estrictamente en ningiin conjunto irreducible de X.

Observacion 2.8.7. — Sabemos que si § C X es un subconjunto irre-
ducible, entonces su adherencia S C X es irreducible. En particular, las
componentes irreducibles de X son necesariamente conjuntos cerrados.

Recuerdo 2.8.8. — Un espacio topolégico X es noetheriano si toda suce-
sién decreciente de cerrados

R 22 2F 2 -

es eventualmente constante, i.e, existe N € N tal que F},, = Fj,4+1 para todo
m > N.

La técnica utilizada para la prueba del siguiente resultado es conocida usual-
mente como induccién noetheriana.

Teorema 2.8.9. — Sea X un espacio topoldgico noetheriano (e.g. una var-
iedad algebraica). Entonces:

(1) El conjunto de componentes irreducibles X1, ..., X,, de X es finito.
(2) Tenemos que
X=X1U---UX
y todo cerrado irreducible de X estd contenido en alguna de las compo-
nentes irreducibles.
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En particular, todo cerrado no-vacio Y C X se escribe de manera inica (mo-
dulo permutacion) como union finita

de cerrados irreducibles, no contenidos uno en el otro.

Demostracion. — Sea % la familia de todos los cerrados no-vacios de X que
no se escriben como unién finita de cerrados irreducibles, y veamos que .# = (:

Si .7 # (), consideramos Y7 en .#. Si Y] contiene estrictamente otro ele-
mento de %, entonces escogemos uno y lo llamamos Y2 C Y;. Podemos hac-
ernos la misma pregunta para Yo y continuar inductivamente hasta obtener,
por noetherianidad, un elemento minimal Y =Y, de %#.

Dado que Y pertenece a . se tiene que Y no es irreducible, i.e., Y = Z1UZs
con Z; CY cerrado propio. Por minimalidad, Z; y Z2 se escriben como unién
finita de cerrados irreducibles, y luego Y también. Esto es una contradiccion.

Asi, todo cerrado no-vacio Y C X se escribe como unién finita de cerrados
irreducibles, y podemos asumir sin pérdida de generalidad que ninguno esta
contenido en el otro (quitando aquellos que estén contenidos en intersecciones
si fuese necesario). En particular, deducimos (1) y que

X=X1U---UX,

es la unién de sus componentes irreducibles. Méas atn, si Y C X es irreducible
entonces
Y=YnNnX)U---U(YNXp)
y luego Y =Y N X; para algin i € {1,...,m}, ie, Y C Xj.
Finalmente, la unicidad (médulo permutaciéon) se deduce al considerar
Y C X cerrado no-vacio y dos escrituras

Y=YiU---UY,=Y/U---UY,,

con Yy,..., Y. e Y/ ..., Y! cerrados irreducibles. En particular, tenemos que
Y1 CY{U---UY]y la discusién anterior implica que Y7 C Y para algin
j €{1,...,s}. De manera similar, Yj’ CY; paraalgini € {1,...,r}, de donde
decumos que Y7 C Yj’ C Y;. Dado que ningin Y; estd contenido dentro de
otro, deducimos asi que Y; = Yj’ . Asi, cada elemento de la lista de los Y; es
igual a un elemento de la lista de los Yj’ , y viceversa. O

Ejemplo 2.8.10. —

(1) Un caso particular importante es cuando la variedad X = V(f) es una
hipersuperficie afin en A" (resp. proyectiva en P™) dada por los ceros
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de un polinomio f no-nulo en O(A™) = k[ X1, ..., X,] (resp. homogéneo
en O(A") = k[Xo, ..., X,]):

Dado que el anillo de polinomio en varias variables es un dominio
de factorizacion inica, podemos escribir f de manera tnica (moédulo
permutacién y multiplicacién por k*)

f=/fi-- frcon fi,..., f polinomios irreducibles.
Asi, V(f) =V (fi)U---UV(f) es la descomposicién en componentes
irreducibles.
(2) De manera mas general, si X = V(I) es una variedad algebraica afin en
A™ (resp. proyectiva en P"), entonces I = Z(X) = (i—; Z(X;), donde
los Z(X;) son ideales primos.

Estos ejemplos son casos particulares de la descomposicién primaria
probada por Emanuel Lasker (1905) y Emmy Noether (1921).

FEjercicio 2.8.11. — Determinar las componentes irreducibles de la variedad
algebraica afin

X=V(X?4+Y?*4+ 2% —4,Y*+ 7% —1) C A%

2.9. Funciones racionales y aplicaciones racionales

Una generalizacién importante de las funciones regulares son las llamadas
funciones racionales, para las cuales permitimos que no estén definidas glob-
almente.

Definicion 2.9.1. — Sea X una variedad algebraica. Consideremos el con-
junto de pares (f,U) donde U C X es un abierto densode X y f: U — k es
una funcién regular, y definamos la relacién de equivalencia

(f,U) ~(9,V) si flunv = glunv.

Denotamos por k(X) (o por Rat(X)) al k-algebra de clases de equivalencia de
dichos pares, y diremos que la clase [(f,U)] € k(X) es una funcién racional
en X y serd denotada por el simbolo

f:X--+ k.

Observacion importante 2.9.2. —

(1) A pesar de que una funcién racional no es una funcién (pues a priori
puede no estar definida en todo X), podemos considerar su dominio
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de definicion como el abierto mazximal donde esté definida. Explicita-
mente, para f : X --» k funcién racional en k(X) definimos
Dom(f) := U U.
[(g,U))=f

(2) Por definicién, si V' C X es un abierto denso de X, entonces la restric-

cién
B(X) =5 K(V), [(£,0)] — [(flonv,U N V)]
es un isomorfismo de k-algebras.

(3) Si X es una variedad algebraica irreducible, entonces k(X) es un cuerpo.
En efecto, si (f,U) representa la funcién racional ¢ : X --» k no-nula,
entonces

V ={x € U tal que f(z) # 0}
es denso en X (pues X es irreducible), y luego podemos considerar
é : X --» k dada por la clase de (%,V).
En general, si X1, ..., X, son componentes irreducibles de X se tiene

E(X)Z k(X)) X x k(Xpn).

Proposicion 2.9.3. — Sea X C A" una variedad algebraica afin irreducible.
Entonces k(X) es isomorfo al cuerpo de fracciones Fr(0(X)) del anillo 0(X)
de funciones regulares en X (que es un dominio entero en este caso).

Demostracion. — Si 5 es un elemento de Fr(€0(X)), le asociamos la funcién
racional dada por [(g, Uyg)], donde
Uy = {z € X tal que g(x) # 0}

es un abierto principal afin en X. Reciprocamente, si ¢ : X --+ k estd definida
por la funcién f: U — k entonces Y = X \ U es un cerrado de Zariski de X,
y en particular existe g € ¢(X) no-nula tal que U, C U.

Reemplazando U por Uy, y usando que O'(Uy) = O(X), estéd dado por la
localizacién en g, tenemos que existen u € 0(X) y N € NZ! tal que f = giN.
Asi, podemos asociarle a ¢ el elemento gLN de Fr(0(X)). O

Ejemplo importante 2.9.4. — La proposicion anterior implica que
E(A") 2 k(Xq,...,X,)

es el cuerpo de funciones racionales. En particular, dado que los abiertos
estandar U; = A" de P" son densos, tenemos que k(P") = k(X1,...,X,).
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Ejercicio 2.9.5. — Determinar el cuerpo de funciones racionales de la var-
iedad grassmanniana Gr(m,n).

Asi como las funciones regulares permiten definir la nocién de morfismo reg-
ular, las funciones racionales permiten definir la nocién de aplicacion racional.

Definicion 2.9.6. — Sean X e Y variedades algebraicas. Consideremos el
conjunto de pares (f,U) donde U C X es un abierto densode Xy f: U =Y
es un morfismo regular, y definamos la relacién de equivalencia

(f,U) ~(g,V)si flunv = glunv.

La clase de equivalencia [(f,U)], que serd denotada f : X --» Y, es llamada
una aplicacién racional de X a Y.

Observacion 2.9.7. —

(1) Por definicién, tenemos que
E(X)={f:X --» A aplicacién racional}.

(2) El dominio de definicién de una aplicacién racional ¢ : X --» Y se
define del mismo modo que antes. En particular, tenemos que ¢ es un
morfismo regular si'y sélo si Dom(y) = X.

(3) Dada ¢ : X --» Y aplicacién racional. Definimos su imagen como
Im(p) := p(Dom(y)), i.e., la imagen del dominio de .

Terminologia 2.9.8. — Sea ¢ : X --+ Y una aplicacién racional. Decimos
que @ es:
(1) Una aplicacién birracional posee inversa racional. Explicitamente, si
existe ¥ : Y --+ X aplicacién racional tal que:

(a) Tm(g) N Dom(t) # 8 y Tm(w) N Dom(p) £ 0, y
(b) Yo =1dy ¢ o1 =1d, en los dominios respectivos.
En otras palabras, las identidades ¢ o o = Id y ¢ o ¢p = Id deben ser
entendidas como igualdades entre clases de equivalencias de aplicaciones
racionales. En tal caso, escribimos ¢ =: =1 : Y --» X,

(2) Un morfismo birracional si es una aplicacién birracional con
Dom(yp) = X. En otras palabras, ¢ : X — Y es un morfismo regular,
pero go_l

En general, definimos el grupo de automorfismos birracionales como

Bir(X) := {f : X --» X aplicacién birracional}.

:Y --» X puede no ser regular.



2.9. FUNCIONES RACIONALES Y APLICACIONES RACIONALES 99

En particular, el grupo de automorfismos birregulares
Aut(X) :={f: X — X isomorfismo regular}
es un sub-grupo de Bir(X).

Ejemplo 2.9.9. — La involucion de Cremona es la aplicacién racional
dada por
9 9 1 1 1
f:IP) - P ) [$0,$1,$2]’—> Ty Ty T | -
Ty T1 T2

Notar que f(zq,z1,22) = 2122, Zoz2, Toz1] y luego Dom(f) = P2\ {po, p1,p2},
donde pg = [1,0,0], p1 = [0,1,0] y po = [0,0,1]. Ademés, f € Bir(P?).

Observacién 2.9.10. — El grupo Cr,, (k) := Bir(P"(k)) es llamado el grupo
de Cremona (y fue introducido al rededor de 1863), y es un grupo dificil de
estudiar en general. Un resultado importante de M. Noether y Castelnuovo
afirma que Cry(C) esta generado por PGL3(C) y la involucién de Cremona.

Ejercicio 2.9.11. — Sea
[P s P, [20, 21, 29, 23] — [T0T3, T123, ToTs3, T2 — T1To].
Determinar Dom(f), probar que f € Bir(P?) y calcular f=1:P3 --» P3.
La siguiente definicién es fundamental en geometria birracional.

Definicion 2.9.12. — Sea f : X --+ Y una aplicacién racional entre var-
iedades algebraicas. Decimos que f es dominante si Im(f) &y (Dom(f)) es
densa en Y. En particular, si g : Y --+ Z es una aplicacién racional arbitraria,
entonces la composiciéon

gof:X--»2

esta bien definida en este caso.

En el caso de variedades afines, los morfismos dominantes pueden ser car-
acterizados en términos de sus pullbacks.

Lema 2.9.13. — Sean X C A" e Y C A™ wvariedades algebraicas afines, y
sea f: X — Y un morfismo reqular. Entonces, f es dominante si y sélo si
f*:0Y)— O(X) es inyectivo.

Demostracion. — Supongamos que f es dominante y sea u € ker(f*), i.e.,
f*(u) o f=0en O(X). Entonces, u =0 en f(X) CY yluego u =0 en

————~Zar

O™ =y.
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———7
Reciprocamente, si f no es dominante entonces Z := f(X) . C Y es un
cerrado propio, y luego existe u : Y — k funcién regular tal que u|z = 0 pero
u#0en O(Y), ie., u € ker(f*) es no-trivial. Asi, f* no es inyectivo. O

Ejemplo importante 2.9.14. — Sea f: X — Y un morfismo regular dom-
inante entre variedades algebraicas afines. Entonces, si X es irreducible en-
tonces Y es irreducible también.

En efecto, f* : O0(Y) — O(X) identifica €(Y) con una sub-algebra del
dominio entero & (X), y luego €(Y) es un dominio entero también. Esto
ultimo equivale a que Y sea irreducible.

Ejercicio 2.9.15. — Probar, usando lo anterior, que la variedad algebraica
afin
X := {(z,y) € A? tal que y* = 27}

es irreducible.

Observacion importante 2.9.16. — Un argumento completamente anal-
ogo al lema anterior muestra que si f : X --+ Y es una aplicaciéon racional
dominante entre variedades algebraicas arbitrarias, entonces el pullback de
funciones racionales (que estd bien definido pues f es dominante)

ffok(Y) = k(X), u—uof

es un morfismo inyectivo de k-dlgebras. Notar ademés que f*|; = Idy a nivel
de funciones constantes.

Proposiciéon 2.9.17. — Sean X e Y wvariedades algebraicas irreducibles, y
sea

v k(Y) = k(X)
un morfismo de k-extensiones de cuerpo (i.e., un morfismo de cuerpos que
verifica ¢l = Idg a nivel de funciones constantes). FEntonces, existe una
unica aplicacion racional dominante f: X --+ Y tal que p = f*.

Demostracion. — Sean U C X y V C Y abiertos afines no-vacios, y en par-
ticular densos. Entonces, k(X) = k(U) y k(Y) = k(V), por lo que podemos
suponer que X e Y son afines.

En particular, si escribimos B = O0(Y) = k[Y1,...,Y,]/ Z(Y) con gener-
adores y1,...,ym € O(Y), entonces tenemos que k(YY) = Fr(B).

Luego, si escribimos ¢(y;) = o- € k(X) y consideramos

U:=U,n---NU,, CX
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el abierto afin donde cada p(y;) es regular, entonces tenemos que la restriccién
ol : OY) — k(X) se factoriza en ¢ : O(Y) — O(U). Asi, dado que
todo morfismo de algebras de funciones regulares es geométrico (ver Teorema
, existe f : U — Y morfismo regular tal que ¢ = f*. En particular, la
clase [(f,U)] define una aplicacién racional f : X --» Y.

Para ver que f es dominante consideremos el siguiente diagrama conmuta-
tivo con flechas verticales inyectivas:

oY) o)

k(YY) k(X)

Luego, ¢ = f*: O(Y) — O(U) es inyectiva, ie., f : U — Y es dominante.
Mas atn, f* : k(Y) < k(X) coincide con . Finalmente, la unicidad de f
se obtiene del hecho que si ¢g* = ¢ para otra aplicacién racional dominante
g: X --» Y, entonces f*(y;) = g*(yi) en k(X) y luego f y g coinciden en el
abierto denso U C X. ]

Definicion 2.9.18. — Decimos que dos variedades algebraicas X e Y son
birracionalmente equivalentes, o que son birracionales, si existen abier-
tos densos U C X y V C Y tales que U =2 V. En tal caso, escribimos
X ~pir Y.

Observacion importante 2.9.19. — La geometria birracional es un
area de la geometria algebraica que busca estudiar variedades algebraicas mé-
dulo equivalencia birracional. En otras palabras, dada una variedad algebraica
X, se busca Y “lo mds simple posible” tal que X ~yp; Y.

Teorema 2.9.20. — Sean X e Y wariedades algebraicas irreducibles. FEn-
tonces, X eY son birracionales si y solo si las extensiones k(X) = k(Y) son
k-isomorfas.

Demostracion. — Sea ¢ : k(Y) — k(X) un k-isomorfismo de cuerpos, y sea
f:X -->Y (resp. g:Y --» X) aplicacion racional dominante tal que f* = ¢
(resp. g* = p~1). Consideremos U = Dom(f) C X y V = Dom(g) C Y y
notemos que, achicando U si fuera necesario, podemos suponer que f(U) C V.

Por unicidad de f y g, tenemos que ¢g(f(z)) = = para todo = € U. Del
mismo modo, si consideramos el abierto denso W := ¢g~1(U) C Y, entonces
flgly)) =yparatodoy € Yy f(U) CW. Asi, flu: U >Wyglw:W—=U

son morfismos regulares y son inversos uno del otro. O
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Definicion 2.9.21. — Una variedad algebraica irreducible X es llamada
una variedad racional si X ~; A" para cierto n € N21, i.e., los cuerpos de
funciones racionales

E(X) 2 k(Ty, ..., T,)

son k-isomorfos. Equivalentemente, existe U C X abierto denso que es iso-
morfo a un abierto denso de un espacio afin.

Ejemplo 2.9.22. —

(1) El espacio proyectivo P" y la grassmanniana Gr(m,n) son variedades

racionales, pues contienen un abierto denso isomorfo al espacio afin.

(2) Supongamos que car(k) # 2. Sea C = {(x,y) € A? tal que 2*>+y? = 1}.

La aplicacién racional
1—t2 2t
Al - Cot— | —, ——
T <1+t2’1+t2>

es birracional.

(3) Sea C = {(x,y) € A? tal que y?> = 23}. El morfismo dominante

Al — O, t— (12,17)
es birracional, con inversa racional dada por
C --» Al (z,y) — 2.

T

En particular, C' ~pi Al pero C 2 Al

FEjercicio 2.9.23. —
(1) Probar que

C = {(x,y) € A? tal que y*> = 2% — 1}

no es birracional a Al

Indicacion: Suponer por el contrario que existe una aplicacion birra-

cional A ——» O, t — (z(t),y(t)) con x(t) = %, y(t) = % funciones

racionales, donde (p,q) = (r,s) = 1 en k[t], y llegar a una contradic-

cion.

Supongamos que car(k) # 2. Probar que toda hipersuperficie cuadrica
X ={[zo,...,xn) € P" tal que Q(xo,...,z,) =0} CP"

es racional.

Indicacién: Sea a € P" tal que Q(a) = 0, y sea H = P hiperplano
tal que a ¢ H. Considerar la recta a + tx, con t € k variable y x € H
fijo, y resolver Q(a +tx) =0 para t # 0.
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Observacion importante 2.9.24. — De manera mas general, una variedad
algebraica X es unirracional si existe una aplicacién dominante (no necesari-
amente birracional)

A™ ——5 X para cierto n € N2t
i.e., existe una inclusién k(X) C k(T1,...,Ty).
Cabe destacar que recién en los anos 1970 se descubrieron los primeros
ejemplos de variedades algebraicas que son unirracionales pero que no son

racionales (gracias a los trabajos de Artin-Mumford, de Clemens-Griffiths, y
de Iskovskikh-Manin). Por ejemplo, la hipersuperficie ciibica

X = {[z0,...,z4] € P* tal que 2 + 23 + 23 + 23 + 23 =0} CP*

es unirracional pero no es racional. Hoy en dia, no conocemos ninguna hiper-
superficie ctibica suave de P° que sea irracional, a pesar de que se conjetura
que la mayor parte de dichas ctiibicas no es racional.

2.10. Blow-up de una variedad afin

En esta seccién discutiremos uno de los ejemplos mas importantes de mor-
fismos birracionales.

Sea X C A" una variedad algebraica afin irreducible, y consideremos
fis--oy fr € O(A™) polinomios que no se anulan simultaneamente en X (i.e.,
(fiy--s fry € Z(X)). En particular, U := X \ V(f1,..., fr) es un abierto
denso de X, y la aplicaciéon

fUS P aes (i), fo@)
es un morfismo regular, cuyo grafo
Iy {2, f(2), e €U} CU X P!

es isomorfo a U.
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Definicion 2.10.1. — X C A" una variedad algebraica afin irreducible, y
sean fi,..., fr € O(A™) polinomios que no se anulan simultaneamente en X.
Definimos el blow-up de X en fi,..., f, como

X = szar C X x Pr_l,

la adherencia de Zariski de I'y en X x P"—1. En particular, la primera proyec-
cién del producto X x P"~! induce un morfismo desde X hacia X, usualmente

denotado

e: X — X,
y muy frecuentemente se dice que ¢ es el blow-up de X en f1,..., f.
Observacion importante 2.10.2. — Con la notacién anterior, tenemos
que:

(1) La restriccién
elr, : Ty —U
es un isomorfismo. Luego, € : X — X es un morfismo birracional.
(2) Dado que U =TI’ es irreducible, tenemos que X< FT:ZM es irreducible.
(3) El conjunto

Exc(e) == X \ T € e (V(f1,..., f),

donde usualmente € no es un isomorfismo, es llamado el conjunto
excepcional del blow-up. También es comin usar la notacion
E = Exc(e) C X si no hay confusién dado el contexto.

(4) SeaY C X un cerrado, y sea Y el blow-upde Y en fi,..., f,. Entonces,
tenemos que

YCY xPl1CXxp!

es una subvariedad cerrada de X. Explicitamente, Y estd dada por
la clausura de Y NU en X (donde U puede ser visto en X mediante
el isomorfismo I'y = U), y decimos que Y C X es la transformada
estricta de Y en el blow-up de X.

Veamos algunos ejemplos que permiten ilustrar la geometria detréas del blow-
up.
Ejemplo importante 2.10.3. —

(1) Sir =1, entonces tenemos que X C X x P* =~ X y luego X = X.



2.10. BLOW-UP DE UNA VARIEDAD AFIN 105

(2) En X = A2 con coordenadas (z, y) consideramos fi =z, fo =y € O(A?).
Luego, el blow-up de X en (z,%) es una subvariedad de A% x P!, Ex-
plicitamente, la aplicacién

U— ]P)la (xay) — [iU,y]
esta bien definida en U = A%\ {(0,0)}, y en dicho abierto el grafo esta
dado por

= {((:U,y), [u,v]) € U x P! tal que det (m u) =2v—yu= 0} .
y v
Luego,
X = {((z,y), [u,v]) € A% x P! tal que zv — yu = 0} C A% x P!
es el blow-up de A? en (x,%). Ademés, el morfismo ¢ : X — A? esté
dado por e((z,y), [u,v]) &of (z,y) y en particular E = £~1((0,0)) = P!
es el conjunto excepcional.
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Notar que las rectas vectoriales L C A? intersectan (0, 0) y luego la cor-
respondiente transformada estricta L es una recta en X que intersecta
E = P! exactamente en el punto [L ] de P'. En particular, si L y Lo
son dos rectas vectoriales entonces L1 N L2 0.

Ejercicio 2.10.4. — Sea X C A" variedad algebraica afin irreducible y sean
fi,..., fr € O(X) no-nulos.

(1) Probar que el blow-up de X en fi,..., f, verifica
X C {(z,[y]) € XxP"! tal que yifj(x) =y, fi(x) para todos i,j € {1,...,r}}.

(2) Sean g1,...,9s € O(X) no-nulos tales que I = (f1,..., fr) = {(g1,...,9s)
yseae: X — X (resp. ¢ : X' — X) el blow-up de X en (f1,...,f)
(resp. en (gi,...,gs)). Probar que existe un isomorfismo ¢ : X — X’
tal que € o p = ¢, i.e., tal que el diagrama

X—>X’

es conmutativo.

(3) Consideremos la cibica nodal
C = {(x,y) € A? tal que y*> = 2%(z + 1)} C A%
Calcular la transformada estricta C' en el blow-up de A2 en (z,y).

Una consecuencia importante del Ejercicio 2.10.4] (2) es que la definicién de
blow-up sélo depende realmente del ideal generado por fi,..., f.

Definicion 2.10.5. — Sea X C A" variedad algebraica afin irreducible,
y sea I C 0(X) un ideal no-nulo definiendo Z := V(I) € X subvariedad
cerrada. El blow-up de X a lo largo de Z, denotado por

e:Blz(X) — X,
es el blow-up X en cualquier conjunto de generadores (f1,..., fr) del ideal I.

La subvariedad Z C X es llamada el centro del blow-up, y se tiene que
Exc(e) = e 1(Z) es el conjunto excepcional.



2.11. DIMENSION Y MORFISMOS FINITOS 107

2.11. Dimensiéon y morfismos finitos

El objetivo de esta seccién es definir el concepto de dimensién formalmente,
que intuitivamente mide cuantos “grados de libertad” tenemos en una variedad
algebraica.

Recuerdo 2.11.1. — Sea k un cuerpo fijo. Dada una extensiéon de cuerpos
k C K (i.e., k es un sub-cuerpo de K), decimos que un conjunto B C K es
una base de trascendencia del cuerpo K sobre k si:
(1) Los elementos de B son algebraicamente independientes sobre k (i.e.,
los elementos de B no verifican ninguna ecuacién polinomial no-trivial
con coeficientes en k).
(2) La extensién de cuerpos k(B) C K es algebraica (i.e., todo elemento de
K es la raiz de algin polinomio no-nulo con coeficientes en k(B)).
Més ain, si K = k(x1,...,2,) es una extension de k finitamente generada
(i.e., K se obtiene al agregar a k finitos elementos z1,...,z, € K), entonces:
(i) El cuerpo K posee una base de trascendencia finita.
(ii) Dos bases de trascendencia poseen la misma cantidad de elementos.
Dicho cardinal se llama el grado de trascendencia de K sobre k, y
se denota tr. deg, (K).
En otras palabras, el grado de trascendencia mide la cantidad minimal de
elementos independientes x1,...,xqy que se deben agregar a k de tal suerte
que todo elemento en K se algebraico sobre este nuevo cuerpo k(z1,...,xq).

Definicion 2.11.2. — Sea X una variedad algebraica. Si X es irreducible,
entonces definimos su dimensiéon mediante

dim(X) := tr. degy (k(X)),
i.e., el grado de trascendencia del cuerpo de funciones racionales de X sobre

k. En general, si X = X; U---U X, son las componentes irreducibles de X,

definimos
dim(X) := 1I£1ia§}7<n{d1m(Xi)}.

En particular, decimos que X es de dimensién pura d si dim(X;) = d para
todo i € {1,...,m}.

Ejemplo importante 2.11.3. —

(1) Si U C X es un abierto denso, entonces k(X) = k(U). En particular,
dim(U) = dim(X). Luego, la dimensién es un invariante birracional.
(2) Dado que k(A™) = k(Th,...,T,), tenemos que dim(A") = n.
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(3) Por (1) y (2), tenemos que dim(P") = n y dim(Gr(m,n)) = m(n —m).

Existe otra definicién importante de dimensién, inspirada por el algebra

conmutativa.

Definicion 2.11.4. — Sea X un espacio topologico. La dimensién de
Krull es el supremo dimg,1(X) € NU{oco} de todos los d € N tal que existen
cerrados irreducibles Xg, X1, ..., X4 tales que

XoC X1 C---C Xy

Ejemplo importante 2.11.5. —
(1) Dado que
A" 2 A DD AT 2 A" = {pt},

tenemos que dimg,qi(A™) > n.

(2) Sea Y C X un subconjunto, y sean Yy C Y} C --- C Yy cerrados en Y
(que por definicién son de la forma Y; = Z; NY con Z; C X cerrado).
Luego, la adherencia de los cerrados Y; son cerrados distintos en X, por
lo que deducimos que dimgyu(Y) < dimgpan(X).

Como vimos en los ejemplos anteriores, cada una de las definiciones de
dimension tiene sus ventajas y desventajas. Nos gustaria entonces probar
que ambas nociones coinciden, para lo cual necesitaremos del Teorema de
normalizacion de Noether (1926) que afirma que una variedad algebraica afin
irreducible es de dim(X) = n si y s6lo si existe f : X — A" morfismo regular
sobreyectivo que es finito.

Recuerdo 2.11.6. — Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos conmutativos
con unidad, que permite dotar a B de estructura de A-mdédulo (definiendo
a-b:=p(a)b para todo a € Ay todo b € B). Decimos que = € B es entero
sobre A (respecto a ) si existe una relaciéon polinomial mdnica

"+ @(al)x”_l + -+ @lan—1)x+ p(a,) = 0.

En particular, decimos que B es entero sobre A (respecto a ) si todo elemento
x € B es entero.

Més atn, se puede probar que en el caso (de nuestro interés) en que Ay
B son k-algebras finitamente generadas, se tiene que B es entero sobre A siy
sOlo si B es un A-mdédulo finitamente generado.
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Definicion 2.11.7. — Sean X e Y variedades algebraicas afines. Decimos
que un morfismo regular f : X — Y es un morfismo finito si 0(X) es entero
sobre 0(Y') respecto al pullback

o) = O(X).

En otras palabras, el morfismo de k-algebras f* hace que &(X) sea un &(Y)-
modulo finitamente generado.

Veamos algunos ejemplos concretos para aterrizar el concepto anterior. Mas
adelante veremos otras consecuencias geométricas, que justificaran el adjetivo
finito.

Ejemplo 2.11.8. —
(1) Sea d € N=! y consideremos
foAY - Al t—s ¢

Entonces, f es un morfismo finito. En efecto, el pullback de f estd dado

por
f* k[T = k[T], u—uof

y corresponde a la inclusién de A := k[T9 en B = k[T]. Final-

mente, notemos que B = Ek[T] estd generado como A-médulo por

{1,7,7%,...,T% 1} (y luego todo elemento de B es entero sobre A).
(2) La proyeccién f : A2 — Al, (z,y) — 2 no es un morfismo finito, pues
k[X,Y] no es finitamente generado como k[X]-mddulo. Sin embargo,
k[X,Y] estd generado como k[X]-dlgebra por {1,Y}.
Ejercicio 2.11.9. — Sea X = {(z,y) € A% tal que 22 +3? = 1}, y sea
f:X — Al (z,9) — 2.
Probar que f es un morfismo finito.

La definicién principal de esta seccion es la siguiente.

Definicion 2.11.10. — Sean X e Y variedades algebraicas. Decimos que un
morfismo regular f : X — Y es un morfismo finito si existe un cubrimiento
de Y por abiertos afines Y = (J;c; V; tal que:
(1) La preimagen U; := f~1(V;) es un abierto afin de X.
(2) El morfismo entre variedades algebraicas afines (obtenido por restric-
cién) f : U; — V; es finito en sentido de la Definicién

Ejemplo importante 2.11.11. — Sea Z C X una subvariedad cerrada.
Entonces, el morfismo de inclusién ¢ : Z < X es un morfismo finito.



110 CAPITULO 2. VARIEDADES ALGEBRAICAS

El siguiente lema técnico serd muy 1til para simplificar la definiciéon de
morfismo finito.

Lema 2.11.12. — Sea Y una variedad algebraica afin, y sea Y = {J;c; Vi un
cubrimiento por abiertos afines tal que cada V; = V,, es un abierto principal

de la forma
def

Vg, = {y € Y tal que g;(y) # 0}
para cierta g; € ﬁ(Y>-

Sea f: X = Y un morfismo reqular, donde X es una variedad algebraica
arbitraria, y definamos U; := f~1(V;). Si verifica que:

(1) Cada U; C X es un abierto afin.

(2) El morfismo f :U; — V; es finito.
Entonces, X es una variedad algebraica afin y f : X — Y es un morfismo
finito.

Demostracion. — Sean A = O(X) &f I(X,0x)y B = 0O() las k-dlgebras

de funciones regulares (globales). Entonces, el pullback de funciones regulares
f*: B — A permite ver A como un B-mddulo.

Més atn, si escribimos f; = f*(g;) € O(X), entonces tenemos que
O(Vi) = By, vy O(U;) = Ay, estan dadas por las localizaciones respectivas.
Notar que, por hipétesis, Ay, es un By,-médulo finitamente generado por
(finitos) elementos de la forma

Usj
£
Reescalando por fiN” &y *(g;)Nii (usando la estructura de B,,-médulo), pode-
mos suponer que a;; € A, i.e., Ay, = (a;j)jes como By,-mbdulo.

a;j = donde u;; € A, N;j € N,y j € J un conjunto finito.

Veamos que A es de hecho un B-mddulo finitamente generado:

Sea v € A. Dado que su imagen en Ay, estd generada por los a;;, existen
n; € Ny elementos v;; € B tales que
Tiv =Y f*(vij)as; en A. (%)
Jje€J
Por otro lado, dado que Y = U;c; Vg, &f
braica afin, el Hilbert Nullstellensatz implica que existen u; € B tales que
1 =3 cruig;" en B. Aplicando f* a la ultima identidad obtenemos que

1= Z 5 (uwi) fi" en A. (%x)

icl

Uier Vg;n es una variedad alge-
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Asi, (x) y (x*) implican que v = 3, ; f*(uvij)aij, i.e., A = (a;;) es un B-
modulo finitamente generado.

Para concluir, notamos que A es una B-algebra finitamente generada y luego
(dado que B es una k-dlgebra finitamente generada), tenemos que A = 0(X)
es una k-algebra finitamente generada y reducida. Luego,

X" := Specm(A)

es una variedad algebraica afin que cumple ¢(X’) = ¢/(X). Entonces, obten-
emos /
fx 2 x Ly,

donde f’ es el morfismo regular que correspondea f*: B=0(Y) - A= 0(X'),
y donde ¢ : X — X', x — m,. Dado que A es entero sobre B, tenemos que
'+ X’ =Y es un morfismo finito.

Finalmente, el Nullstellensatz débil implica que

plorwy Ui E 7 (U) == U= ()71 (V)

pues U/ es afin (pues V; es un abierto principal). Asi, X =2 X'y f es un
morfismo finito. O

Gracias al resultado anterior, obtenemos la siguiente simplicaciéon impor-
tante.

Proposicion 2.11.13. — Sea f : X — Y un morfismo finito entre var-
iedades algebraicas arbitrarias. FEntonces, para todo abierto afin V. C Y se
tiene que U := f~Y(V) es un abierto afin de X, y ademds la restriccion
f:U =V es un morfismo finito.

Demostracion. — En el caso particular donde X = Specm(A) e Y = Specm(B)
son variedades algebraicas afines, tenemos que el pullback f*: B — A permite
ver A como un B-mddulo finitamente generado.

SiV =1V, CY es un abierto principal, definido a partir de g € O(Y),
entonces U = f~1(V) = Specm(Ay) es afin (donde h & f*(g) € O(X)).
Ademads, Aj, es un Bg-médulo finitamente generado (pues A es entero sobre
B, y luego Ay, es entero sobre By).

Si V C Y es un abierto afin arbitrario, basta cubrirlo por V; = V,, C V
abiertos principales, y notar que U; = f~1(V;) es afin y la restriccién
f : U; — V; es un morfismo finito. Luego, el Lema anterior implica que
U = f~}(V) es un abierto afin y f : U — V un morfismo finito.
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En el caso general (de variedades arbitrarias), por definicién de mor-
fismo finito, existe un cubrimiento de Y por abiertos afines V; C Y tal que
Ui = f~4(V;) € X es un abierto afin y la restriccién f : U; — V; es un
morfismo finito.

Si consideramos ahora un abierto afin arbitrario V' C Y, entonces cada
W; :=V;NV es un abierto afin (jpues Y es una variedad separada!). Ademsds,
podemos cubrir V' por abiertos principales V;; de tal suerte que V;; C W; esté
dado por la condicién g;; # 0.

El caso particular anterior implica que U;; := f~1(V;;) CU = f~}(V) es un
abierto afin, y la restriccién f : U;; — V;; es un morfismo finito. Nuevamente,
el Lema anterior permite concluir que U es afin y que f : U — V es un
morfismo finito. O

Corolario 2.11.14. — La composicion de morfismos finitos, es también un
morfismo finito.

Demostracion. — Ejercicio al lector. O

El siguiente resultado discute algunas de las consecuencias geométricas de la
finitud, y que son en particular condiciones necesarias para que un morfismo
sea finito.

Proposicion 2.11.15. — Sea f : X — Y un morfismo finito entre var-
iedades algebraicas. Entonces:

(1) Todo todo y €Y, la fibra
L) def {z € X tal que f(z) =y}

es un conjunto finito.
(2) La imagen Im(f) CY es un conjunto cerrado.

Demostracion. — Ambas afirmaciones son locales, por lo que podemos
suponer que X e Y son variedades algebraicas afines. Sean entonces
A=0(X)y B=0(Y) las k-algebras de funciones regulares, y f*: B — A
el pullback de f.

Para ver (1), elegimos generadores x1, ..., x, de la k-dlgebra A (que deter-
minan la incrustacién X C A™). Cada z; es entero sobre B y luego hay una

relaciéon monica
d; '
x?i + Z f*(bij)a:?"_j =0en A. (%)
j=1
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Luego, si x € f~1(y) entonces (f*(b;;))(z) &of bij(f(x)) = bij(y) depende sdlo

de y € Y. Asi, al fijar y € Y se obtienen finitas soluciones para x; en (%), y
luego finitas para = = (z1,...,2,) € X.

Para ver (2), consideremos el ideal I := ker(f*) C B, y probemos que
Im(f) déff(X) = V(I) es un cerrado en Y.

Para ello, recordemos que si z € X y m; C A es el ideal maximal corre-
spondiente, entonces (f*)71(m;) = 7, es el ideal maximal correspondiente
ay = f(r) € Y. En particular, dado que 0 € m, C A, tenemos que
I ¥ ker(f*) C (f*)"Y(my) = ny, ie., y = f(z) € V(I). Asi, Im(f) C V().

Para la otra inclusién, notamos primero que si y € Y y n, C B es el ideal
maximal correspondiente, entonces los puntos de la fibra f~!(y) corresponden
a ideales maximales m C A tales que f*(n,) C m. Luego, y ¢ Im(f) si y s6lo
i (£(n,)) = A.

Asi, para probar que V(I) C Im(f), consideramos un ideal maximal
n =ny C B tal que I C 7, y suponemos por contradiccién que (f*(n)) = A:
Sean ai,...,a, € A generadores de A como B-médulo. Entonces, la condi-
cién (f*(n)) = A implica que existen b;; € 1 tales que a; = 77 f*(bij)a; en
A. Lo anterior puede ser escrito matricialmente como

ai
(I —f*(bij) Im) | © | =0,

am
de donde deducimos que det(I,, — f*(bi;) In,) = 0 en A, y de donde se obtiene
directamente que 14 € f*(n). Dado que (f*)"!(14) = 15 C n+1, y dado que
I C n, concluimos que (1p) &' B = 1, una contradiccién. O
Ejemplo importante 2.11.16. — Sea p € A" un punto. El blow-up

e:Bl,(A") — A"

no es un morfismo finito, puesto que el conjunto excepcional F = ¢~1(p) = Pn~!

tiene cardinal infinito.

Definicion 2.11.17. — Sea X C P" un cerrado propio, y sea p € P” tal
que p ¢ X. Dado un hiperplano H = P"~! tal que p ¢ H, definimos la
proyeccion de p a H como el morfismo

T X — H2Pp!
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que asocia a cada x € X el tinico punto m,(x) € H obtenido como la intersec-
cién de la recta £, , = (p,z) =2 P, que pasa por p y , con el hiperplano H
(e, bpo NH = {my(x)}).

p gp,:zt = ]P)l X
H=p!
Observacion itmportante 2.11.18. — Siempre podemos escoger coorde-
nadas de P de tal suerte que p = [1,0,...,0] € P" y que H = {z¢ = 0}.
En tal caso, mp([z0, ..., Ts]) = [0,21,...,7,]. Mas atn, m,(X) € P*~! no
depende de H (médulo cambio de coordenadas).
Proposicion 2.11.19. — Sea X C P"™ un cerrado propio, y sea p € P"

tal que p ¢ X. Entonces, dado un hiperplano H = P! tal que p ¢ H, la
proyeccion
mp: X — H=Pp !
es un morfismo finito.
def

Demostracion. — Dado que X = V(f1,...,fr) = V(fi)n---V(f,) C P,
basta suponer que X = V/(f) es una hipersuperﬁci definida por
f € k[Xop,...,X,] polinomio homogéneo de grado d. Ademds, podemos
suponer que p = [1,0,...,0] y que H = {zo = 0}. Asi, dado que f(p) # 0,
tenemos que f es de la forma

d

/= xg + Zgi(xl, ... ,xn)xg_i.
i=1
En particular, si nos restringimos al abierto afin estandar U,, = {x,, # 0} = A"
con coordenadas ¥q, . . . , yn_1 dadas por y; def ;—Z, entonces 7 (HNU,,) def XNU,

y ademas

mplu, : X NU, — HNU, = A”fl, (Y0, -+ s Yn—1) — (0,41, -, Yn—1)-

(19 Pues X es un cerrado dentro de una hipersuperficie, la inclusién de cerrados es un mor-
fismo finito, y la composicién de morfismos finitos es un morfismo finito.
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Por otra parte, notamos que (XNU,,) es entero sobre O(HNU,,) = kly1,. .., Yn—1]
puesto que

d
yg + Zaiyg_l = 0 donde a; := gi(y1,.-.,Yn-1,1) € O(HNU,)
i=1

implica que yg es entero sobre ¢(HNU,,). El mismo argumento, reemplazando
Uy, por U; con i € {0,...,n}, nos permite concluir que 7, : X — H es un
morfismo finito. O

Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado de Emmy Noether
(1926), conocido como el Teorema de Normalizacién de Noether.

Teorema 2.11.20 (Noether). — Sea X una variedad algebraica afin. En-
tonces, existe un morfismo finito sobreyectivo

X — A?
para cierto d € N.

Demostracion. — Supongamos que X C A" Si X = A" el resultado es
automédtico, por lo que podemos asumir que X C A" = Uy = {xg # 0} C P"
es un cerrado propio, y podemos considerar X C P" la clausura proyectiva de
X. En particular, X = X N U,.

Luego, si escogemos p ¢ Uy tal que p ¢ X y escogemos H = P! un
hiperplano tal que p ¢ H, entonces la proyeccion

T X — Pl H
es un morfismo finito que se restringe a mp|x : X — A" 1 que por ende

también es un morfismo finito. Si la restriccién mp|x es sobreyectiva entonces
obtenemos el resultado deseado, mientras que si no es sobreyectiva podemos

continuar proyectando hasta obtener X — A? finito y sobreyectivo. O
Observacion 2.11.21. — Notar que la demostracién anterior nos dice mas
precisamente que si X C A™ es un cerrado propio, entonces existe

X — A?

morfismo finito sobreyectivo, y ademéas se puede asumir d < n.

Para concluir esta seccién, usaremos este resultado para comparar las difer-
entes nociones de dimensiéon. Ademaés de lo anterior, necesitaremos el siguiente
resultado que es conocido en dlgebra conmutativa como going-up y going-down:
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Lema 2.11.22 (Cohen-Seidenberg, 1946). — Sea f : X — Y un mor-
fismo finito sobreyectivo entre variedades algebraicas. Entonces,

(1) Para todoY' CY cerrado irreducible, existe X' C X cerrado irreducible
tal que f(X')=Y".
(2) Si X', X" C X son cerrados irreducibles distintos tales que f(X')

= f(X//);
entonces X' y X" no son comparables (i.e., X' ¢ X" y X" € X').

Demostracién. — Para probar (1), escribimos
YY) =X, U---UX,,, donde cada X; es un cerrado irreducible.

Luego, aplicando f, obtenemos Y' = f(X;)U---U f(X,,), donde cada f(X;)
es cerrado pues f es un morfismo finito. Dado que Y es irreducible, tenemos
que Y/ = f(X;) para cierto X; =: X'

Para probar (2), supongamos por contradicciéon que X' C X" y consider-
emos z € X"\ X'. Sea U una vecindad afin del punto x en X”. Luego,
X'NU € X”"NU es un cerrado propio de la variedad afin X” NU, y por ende
existe una funcién regular u € (X" NU) tal que u(z) # 0 pero u|xny = 0.

Consideremos V' = f(U), que podemos asumir afin pues f es un morfismo
finito. Entonces, f|y : U — V es un morfismo finito que verifica por hipétesis

def

fXHNVE=FX'NU)=f(X"NU).
En particular, el elemento u € (X" NU) es entero sobre el anillo O(W),
donde W := f(X”" NU), y por ende hay una relacién ménica
u + fFo)u™ 4 fF(0a) =0 en O(X"NT), ()

donde v; € O(W) € ¢(f(X" NU)) y d € N puede suponerse minimal.

Finalmente, dado que u # 0 en X” NU y d es minimal, tenemos que
f*(vq) oef vgo f # 0. Sin embargo, la funcién u se anula en X' N U y por
ende (%) implica que f*(vq)|xnu = 0, de donde deducimos que f*(vg) = 0
puesto que f(X') = f(X"), una contradiccion. O

Como consecuencia de lo anterior, tenemos que:

Proposicion 2.11.23. — Sea f : X — Y un morfismo finito sobreyectivo
entre variedades algebraicas irreducibles. Entonces,

(1) dim(X) = dim(Y).

(2) dimgqn(X) = dimgqn(Y).

Demostracién. — En (1), podemos suponer que X e Y son afines, dado que
la dimensién es un invariante birracional. Luego, /(X)) es entero sobre 0(Y')
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via el pullback f*: O(Y) — 0(X), de donde se deduce que k(X) es una
extensién algebraica??)| de k(Y). En particular,

tr. deg (k(X)) = tr.deg, (k(Y)), i.e., dim(X) = dim(Y).

En (2), consideramos Xy C --- C X, cadena estrictamente creciente de cerra-
dos irreducibles en X. Al aplicar f obtenemos una cadena Yy C --- C Yy en
Y, donde cada Y; := f(X;) es irreducible y cerrado dado que f es un morfismo
finito. El Lema de Cohen-Seidenberg implica entonces que Y; # Y;11 v luego
dimgran(Y) > dimgpan(X).

Por otro lado, si consideramos Yy C --- C Y; cadena estrictamente cre-
ciente de cerrados irreducibles en Y, entonces el Lema de Cohen-Seidenberg
permite encontrar Xg C --- C X4 cadena estrictamente creciente de cerrados
irreducibles en X, i.e., dimgyu1(X) > dimgpa(Y). O

Estamos listos para probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.11.24. — Sea X una variedad algebraica irreducible. Entonces,
dim(X) = dimgpqu(X).

Demostracion. — Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X C A"
es una variedad algebraica afin, y usar induccién en n € N, siendo el resultado
cierto para n = 0.

Caso 1. Si X € A" es un cerrado propio, el Teorema de normalizacién de
Noether implica que existe f : X — A™ morfismo finito sobreyectivo, donde
m < n. Luego, aplicando la proposicién anterior, la hipétesis de induccién, y
la proposicién anterior nuevamente, obtenemos:

dimgu(X) = dimggn(A™) = dim(A™) = dim(X),
de donde se obtiene el resultado.

Caso 2. Si X = A" es el espacio afin, sabemos que dim(A") = n y que
dimg, 1 (A™) > n. Consideremos entonces Xg € --- C Xz = A" cadena
estrictamente creciente de cerrados irreducibles en A™, y notemos que por
definicién tenemos que dimgpu(Xg—1) > d — 1.

Dado que X4-1 € A" es un cerrado propio, podemos argumentar como en
el caso (1) para obtener f : X417 — A™ morfismo finito sobreyectivo, donde

(29Si o : A < B es una extension entera de dominios enteros, entonces Fr(A) < Fr(B) es
una extensién de cuerpos algebraica.
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m < n. Luego, aplicando la proposicién anterior y la hipétesis de induccién,
obtenemos que:

d —1 < dimgran(Xg-1) = dimgran(A™) =m <n — 1,
de donde deducimos que d < n, y asi dimgyi(A") = n. O

Ejercicio 2.11.25. — Sea X variedad algebraica irreducible. Probar que si
Z C X es un cerrado propio, entonces dim(Z) < dim(X).
Indicacion: Utilizar la Observacion [2.11.21.

Para terminar esta secciéon, mencionamos el siguiente resultado importante
de Wolfgang Krull (1899-1971), que admitiremos y usaremos libremente sin
demostracién (para mas detalles, ver [Eis95| §8.2.2] y [Eis95| Theorem 10.1]).

Observacion importante 2.11.26. — En Algebra conmutativa, el famoso
Teorema del ideal principal de Krull (también conocido usualmente como
Krull Hauptidealsatz) establece que

En un anillo noetheriano, todo ideal principal I = (f) verifica
que cada ideal primo minimal sobre I tiene a lo méas altura 1.

Lo anterior, se traduce geométricamente en el siguiente resultado:

Teorema 2.11.27 (Krull, 1928). — Sea X una variedad algebraica afin e
irreducible, y f € O(X) una funcion reqular no-nula y no-invertible. Entonces,
toda componente irreducible de V(f) C X es de dimension dim(X) — 1.

Ejercicio 2.11.28. — Sea f € k[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo no-
constante, y sea X = V(f) C P" la hipersuperficie definida por f. Probar que
dim(X) =n—1.

Terminologia 2.11.29. — Sea X una variedad algebraica irreducible de
dim(X) = n. Decimos que X es una

(1) curvasin =1,

(2) superficie si n = 2,

(3) threefold si n = 3,

(4) fourfold si n = 4, etc.
Es comin de hablar de curvas algebraicas, superficies algebraicas, threefolds
algebraicos, etc. para referirse a una variedad algebraica de dichas dimensiones.
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2.12. Dimensién de morfismos y aplicaciones

En esta seccién discutiremos algunas propiedades y aplicaciones importantes
relacionadas al concepto de dimension. Comencemos por una extensién del
Teorema de Krull.

Teorema 2.12.1. — Sea X C PN wariedad quasi-proyectiva irreducible de
dim(X) = n, y sean fi1,...,fr € k[Xo,...,Xy] polinomios homogéneos no-
constantes. Sea

Yi=X0V(f,..., fr) € X,

entonces cada componente irreducible de Y es de dimension > n — r.

Demostracion. — Sea Z una componente irreducible de Y, y veamos por in-
duccién en r que dim(Z) > n —r. El caso r = 1 corresponde exactamente
al Teorema de Krull, por lo que podemos suponer que r > 2. Notar que por
definicién, tenemos que

ZCXNV(fi,. ., fr=1),

por lo que Z C W para cierta componente irreducible W de XNV (f1,..., fr—1).

Por otro lado, la hipétesis inductiva nos dice que dim(W) > n — r + 1.
En particular, si f, se anula en W (i.e. frlyw = 0) entonces tenemos que
dim(Z) = dim(W) >n—r+1 > n —r, por lo que podemos suponer que f,
no es idénticamente nula en W.

En tal caso, consideramos x € Z y U C W una vecindad abierta afin de x.
Dado que Z y W son irreducibles, tenemos que U es un abierto denso y luego
dim(Z) = dim(Z NU) y dim(W) = dim(U). En otras palabras, podemos
reducirnos al caso afin y considerar g, := f;|y # 0, donde Z N U es una
componente irreducible de V (g, ). El Teorema de Krull implica que

dm(ZNU)=dim(U)—-1>n—-r+1)—1=n—r
y luego dim(Z) > n — r. O
Observacion importante 2.12.2. — Es importante destacar que la de-
sigualdad dim(Y’) > n — r puede ser estricta. Por ejemplo, la cibica torcida

(ver Ejemplo 2.7.22) C' = v3(P') = P! est4 dada por 3 ecuaciones en P3, por
lo que dim(C)=1>3-3=0.

Definicion 2.12.3. — Sea X una variedad algebraica de dimension pura n,
y sea Y C X una subvariedad cerrada. La codimensién de Y en X es

codimx (V) := dim(X) — dim(Y) = n — dim(Y).
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En caso que la variedad X sea clara en el contexto, escribiremos simplemente
codim(Y") en lugar de codimx (Y).

En particular, decimos que una variedad (quasi-)proyectiva de dimensién n
en PV es una interseccién completa si puede ser definida por ¢ = N —n
ecuaciones.

La siguiente conjetura fue propuesta por Hartshorne en 1974. Hoy en dia,
incluso el caso N = n + 2 estd abierto.

Conjetura 2.12.4 (Hartshorne). — Sea X C PV una variedad proyectiva
suave de dimension n tal que 3n > 2N. FEntonces, X es una interseccion
completa.

Ejemplo importante 2.12.5. — Sean X e Y variedades algebraicas irre-
ducibles de dim(X) = n y dim(Y) = m. Entonces:
(1) dim(X x Y) = n 4+ m. En efecto, podemos suponer que X e Y son
afines y considerar, gracias al Teorema de normalizacién de Noether,
morfismos sobreyectivos finitos

f: X—>A"yg:Y —» A™,
El morfismo
fxg: X xY — Art™
es sobreyectivo finito, y luego dim(X X Y) =n + m.

(2) Sea X = V(I) C P" variedad algebraica proyectiva, y consideremos
C(X):=V(I) C A" el cono afin de X (cf. Observacién [2.7.6]).

Ejercicio 2.12.6. — Probar que dim(C(X)) = dim(X) + 1.
Indicacion: Notar que si U; = {x; # 0} C P", entonces se tiene que

CX)Na Y U;) 2 (XNU;) x AL,

(3) Supongamos que X,Y C A" son variedades algebraicas afines, y que
X NY # (. Entonces, toda componente irreducible de X N'Y es de

dimensién > dim(X) + dim(Y) - N '+ m — N. En otras palabras,

codim(X NY) < codim(X) + codim(Y).
En efecto, X NY = (X x V)N A~ estd dado en X x Y C AN x AN
por las N ecuaciones z; = y; con i € {1,..., N}. Luego, el Teorema
anterior implica que la dimensién de cada componente irreducible de

XNYes>dim(X xY) = NEn+m—N.
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(4) Supongamos que X,Y C PV son variedades algebraicas proyectivas, y

que dim(X) + dim(Y) > N. Entonces, X NY # 0.
En efecto, los conos afines C(X),C(Y) € AN*! son de dimensién

n+1y m+1 respectivamente (por (2)). Ademés, 0 € C(X)NC(Y) # 0,
y luego (3) implica que cada componente de C(X)NC(Y) es de dimen-
sion > (n+1)+(m+1)—(N+1)=n+m—-N+1>1.

(5) El punto (4) implica en particular que todo par de curvas proyectivas
planas C1,Cy C P? se intersectan.

Recuerdo 2.12.7. — Sea f: X — Y un morfismo regular entre variedades
algebraicas, y sea y € Y. Entonces, la fibra

_ def
fHy) = {z € X tal que f(z) =y}
es un cerrado de Zariski de X, i.e., una subvariedad cerrada de X.
Observacion importante 2.12.8. — Usando productos fibrados se puede

definir la fibra esquemética (cf. Ejemplo|2.4.5)), que detecta multiplicidades.
Nosotros consideraremos la fibra conjuntista dada por f~!(y)req-

El siguiente resultado describe precisamente la dimensién de las fibras.

Teorema 2.12.9. — Sean X e Y wariedades algebraicas irreducibles de
dim(X) =n y dim(Y') = m. Entonces, para todo

f: X — Y morfismo regular sobreyectivo

se tiene que:

(1) Para todoy €Y, toda componente irreducible de f~*(y) es de dimension
>n—m.

(2) Eziste un abierto denso V- C Y tal que f~1(y) es de dimension pura
n —m para todo y € V.

(3) Para todo r € N, el conjunto

X, := {z € X tal que dim,(f '(f(x)))>r}
es cerrado en X. Equivalentemente, la funcion
§: X — N, z— dim, (f1(f(x))

es semi-continua superior.

Aqui, para cada Z C X cerrado, definimos
dim,(2) := mGaZx{dim(Zi)}

donde Z = Z1 U ---U Zg son las componentes irreducibles de Z.
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Demostracién. — En (1) podemos suponer que Y es afin. Luego, el Teorema
de normalizacién de Noether nos permite encontrar g : ¥ — A" morfismo
finito y sobreyectivo. Consideremos la composicién

u:XL»Y—g—»Am

y sea p := g(y) € A™. Entonces, g~ '(p) = {y,21,...,2n} es un conjunto
finito, y ademaés

uH ) E T ) T E) T T (za)
es la unién disjunta de cerrados de X. En particular, las componentes irre-
ducibles de f~!(y) son componentes irreducibles de u~*(p).
Dado que p = (p1,...,pm) € A™ estd definido por las m ecuaciones
x; — p; = 0, tenemos que u~!(p) estd definido (en un abierto afin) por las
m ecuaciones x; ou — p; = 0 en X. Luego, toda componente irreducible de

def

u~!(p) es de dimensién > dim(X) — m = n — m, de donde deducimos (1).

En (2) podemos suponer que X e Y son afines. Dado que dim(X) =ny
dim(Y) = m, la extensién de cuerpos

k(YY) = k(X)

nos permite deducir que k(X) tiene grado de trascendencia n —m sobre k(Y).

Sean uy,...,Un—m € k(X) elementos algebraicamente independientes sobre
E(Y) y sea U C X abierto denso afin tal que wuy,...,up—m € O(U) sean
regulares. Completamos con elementos un,—m+1,-..,uN hasta generar la k-

algebra O (U) (y asi obtener un incrustamiento U C AY), y en particular (las
restricciones de) los elementos ui, ..., uy también generan O(f~1(y) NU).

Restringiéndose a cada componente irreducible si fuese necesario, pode-
mos suponer que f1(y) es irreducible y luego k(Z) es un cuerpo, donde
Z = f~1(y) NU. Veamos que, restringiéndose a un abierto denso V C Y
si fuese necesario, los up—m+1,--.,un son algebraicamente dependientes en
k(Z) sobre k (lo que implica que dim(Z) = dim(f~!(y)) <n —m y con ello
deducimos (2)):

Dado que k(X) tiene grado de trascendencia n — m sobre k(Y), para cada
i€{n—m+1,...,N} sabemos que hay una relacién polinomial

Fi(uj,uty ..., Up—m) =0en k(X), con F; € K[T1,...,Th—m+1] vy K :=k(Y).
Ademss, en la fibra f~!(y) los coeficientes de la funcién racional F; son con-

stantes (cf. Proposicién [2.11.15]). Luego, restringiéndonos al abierto denso
V C Y donde los denominadores y numeradores de cada F; no se anulan,
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obtenemos que si y € V entonces cada ;| f-1(y) €s algebraicamente dependi-
ente de ui|p-1(y),- - -, Un—m|f-1(y), de donde deducimos (2).

Finalmente, probaremos (3) por induccién en dim(X): Sea r € N, y notar
que si 7 < m — m entonces el punto (1) implica que X, = X es cerrado.
Ademas, el punto (2) implica que para todo r > n — m existe Z C X cerrado
propio tal que X, C Z. Luego, la restriccion

g=flz:Z->W

es sobreyectiva sobre W := f(Z) C Y,y ademéas X, = Z, si r > n —m. Dado
que dim(Z) < dim(X), la hipdtesis de induccién implica que X, C Z es un
cerrado, y por ende X, C X es cerrado. O

Uno de los casos particulares mas usados del teorema anterior es el siguiente.

Corolario 2.12.10. — Sea f : X — Y wun morfismo regular sobreyectivo
entre variedades algebraicas irreducibles. Si f es un morfismo cerrado (e.g.
si X es proyectiva) entonces la funcion

Y — N, y— dim(f ' (y))
es semi-continua superior, i.e., para todo r € N el conjunto
Y, :={y €Y tal que dim(f~(y)) > r}
es cerrado en Y .

Demostracion. — Por definicién, tenemos que Y, def f(X,). Dado que el con-
junto X, C X es cerrado (por el Teorema anterior) y f es un morfismo cerrado
(por hipétesis), tenemos que Y, C Y es cerrado. ]

El siguiente ejercicio muestra que la hipdtesis adicional en el Corolario an-
terior es realmente necesari

Ejercicio 2.12.11. — Consideremos el morfismo regular dado por
f : AS - AB? ($,y72) — (‘Ta (.Ty - 1)y7 (.’L’y - 1)2)

Probar que f es sobreyectivo y que {y € A3 tal que dim(f~*(y)) > 1} no es
un conjunto cerrado.

D Este ejemplo fue encontrado por Nicusor Dan, el actual alcalde de Bucharest (Rumania).
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Terminologia 2.12.12. — Sea f : X — Y un morfismo regular sobreyectivo
entre variedades algebraicas irreducibles. La dimensién relativa de f en
y €Y es dim(f~1(y)).

En particular, si tenemos que dim(f~!(y)) = d para todo y € Y, decimos
que f es de dimension relativa d, y escribimos

dim(f) :=dim(X/Y) :=d
en tal caso.

Una de las aplicaciones mas interesantes de lo anterior es el siguiente criterio
de irreducibilidad.

Teorema 2.12.13. — Sea f : X - Y morfismo regular sobreyectivo y cer-
rado entre variedades algebraicas. Supogamos que

(1) Y es irreducible, y que

(2) Todas las fibras de f son irreducibles de la misma dimension d € N.
Entonces, X es irreducible y dim(X) = dim(Y") + d.

Demostracion. — Sean X = X7 U---U X, las componentes irreducibles de X.
Para y € Y, definamos

di(y) := dim(f; '(y)) donde f; := fx, : X; =Y.

Sabemos que d & max;—1,..r{d;(y)} para todo y € Y, y luego

Y = U{y €Y tal que d;(y) > d}

i=1
es uniéon de cerrados. Dado que Y es irreducible, esto implica que existe
ip € {1,...,r} tal que d;,(y) = d para todoy € Y.

Por otro lado, la fibra fl-gl (y) est4 contenida en el cerrado irreducible f~1(y),
y como dim(f~1(y)) = dim(figl(y)), concluimos que figl(y) = f~1(y) para
todo y € Y. Finalmente, deducimos que
X=EUw=U fi'w=Ex,

yey yey
y por ende X es irreducible. Ademas, se tiene por el Teorema anterior que
d = dim(X) — dim(Y") en este caso. O

Veamos a continuacién algunas aplicaciones notables de lo anterior.

Ejemplo importante 2.12.14. —
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(1) Familias de hipersuperficies. Sea X una variedad proyectiva y
f + X — C morfismo no-constante, donde C' es una curva algebraica
irreducible. Entonces, f es sobreyectivo y ademas

X, = f_l(t) es una hipersuperficie para todo t € C,

ie., dim(X;) = dim(X) — 1.
(2) Variedades abelianas. Sea G un grupo algebmic y supongamos
que G es proyectivo e irreducible. Entonces, G es un grupo abeliano.
En efecto, consideremos el morfismo regular

f:GxG—G, (g,h) — ghg™*
y consideremos su grafo
T (g, h,ghg™"), ,h € G} C G x G x G.

Nos gustaria probar que h = ghg~! para todos g, h € G, i.e., la imagen
prog3(I's) = Ag € G x G es la diagonal de G x G.

Notar que G = Ag, y que si consideramos g = e tenemos que
Ag C prog(I'y). Veamos que en realidad coinciden:

Primero que todo, notemos que el hecho que G sea proyectivo e ir-
reducible implica que G x G = T’y y prog(I's) también. Ademads, si
consideramos

pry : prog(I'y) — G, (h,ghgil) — ghgfl,

tenemos que pr, ' (e) &ef {(e,e)} es de dimensién 0. Luego, por semi-

continuidad superior tenemos que la fibra general pry'(y) tiene di-
mensién 0, y por ende dim(pryz(I'f)) = dim(G) + 0 = dim(G). Asi,
dim(Ag) = dim(pryz(I'y)) y luego pryz(I'y) = Ag.

Debido al resultado anterior, decimos que un grupo algebraico proyec-
tivo e irreducible A es una variedad abeliana. Ademaés, decimos que
una variedad abeliana de dimensién 1 es una curva eliptica. Cabe
destacar que si k = C, entonces toda variedad abeliana es de la forma

A =C9/A donde A = 7% es un reticulado,
y donde g = dim(A).

(22)j e., una variedad algebraica que es un grupo, y donde la multiplicacién e inversién son

morfismos regulares.
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~Y

(3) Blow-up. Sean W C V k-espacios vectoriales no-nulos, sea P(V') = P"

BIA(P") = {(z,y) € P*xP" % tal que yifj(x) =y, fi(x) para todos i,j = 0,...

la proyectivizacién de V, y A := P(W) = P*~! el sub-espacio lineal
asociado a W.
Dadas ecuaciones lineales {fy = -+ = f,_x = 0} definiendo a W en
V', la funcién regular
U —P"F 2 [fo(z),..., fa—k(x)]

estd bien definida en U = P"\V (fo, ..., fn—k). Tal como en §2.10} defin-
imos el blow-up Bl (P") como la clausura del grafo I'y en P™ x Pr—k,
Explicitamente,

donde € := pry : Bl (P") — P" es el blow-up, y donde
T = pry : Bl (P") — P*F

es la segunda proyeccién. Si consideramos E := ¢~ '(A) el conjunto
excepcional, entonces para todo z € A tenemos que e~ !(z) & Pk e
una variedad irreducible de dimensién n — k. Luego, la restriccién

elp: E— A=PF!
cumple las hipdtesis del criterio de irreducibilidad, de donde deducimos
que dim(F) = (k—1)+ (n—k) = n—1, ie., E C Bly(P") es una
hipersuperficie.

Ejercicio 2.12.15. — Usando la misma notacién del Ejemplo [2.12.14] (3),
probar que 71 (y) & P* para todo y € P"* y deducir que Bl (P") es irre-
ducible de dimensién n.

BI,(P?) .

|
#f o/

En particular, para todo p € P?, la superficie S = Bl, (P2) posee un morfismo

regular sobreyectivo 7 : S — P! tal que 7~!(¢) = P! para todo t € P!.
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Ejercicio 2.12.16. — Sea V.= M,,x,(k) y definamos .# := P(V) = P»m~1,
Sea ., el sub-conjunto de matrices de A con rg(A) < r. Demostrar que
M, C M es una sub-variedad cerrada irreducible de dimensién r(m-+n—r)—1.
Indicacion: Considerar la variedad de incidencia dada por

I:={(A,A) € # x Gr(n —r,n) tal que A C ker(A)}

y analizar las proyecciones candnicas.

2.13. Espacio tangente de Zariski, variedades suaves y singulares

Sea X una variedad algebraica y x € X un punto. Recordemos que el tallo
Ox . de gérmenes de funciones regulares en x € X es una k-algebra que posee
un unico ideal maximal

m, = {f € Ox tal que f(z) = 0},
i.e., Ox 4 es un anillo local, donde O ,/m, = k (ver .

Definicion 2.13.1. — Un vector tangente en x es una aplicacion k-lineal
D : 0x, — k que cumple la regla de Leibniz

D(fg) = f(x)D(g) + g(x)D(f) para todos f,g € Ox .
Ademaés, definimos el espacio tangente de Zariski en el punto x € X como
el k-espacio vectorial dado por

T, X :={D: Ox, — k vector tangente en € X }.
La siguiente descripcién algebraica es sumamente ttil.

Proposicion 2.13.2. — Para todo x € X hay un isomorfismo canénico de
k-espacios vectoriales
T, X = (m,/m2)V.

En particular, T, X es un k-espacio vectorial de dimension finita.
Demostracion. — Sea D : Ox , — k un vector tangente. Notar que

D(1)=D(1-1)=D(1)+ D(1) =0,
y en particular D(A) = AD(1) = 0 para todo A € k. Ademads, si consideramos
la restriccion Dy, : m, — k tenemos que la regla de Leibniz implica que si

f,g € my entonces D(fg) = 0, i.e., m2 C ker(D|n,). Luego, la propiedad
universal del cociente nos permite considerar la aplicacién lineal inducida

D:mgy/m2 — k, [f] — D(f)



128 CAPITULO 2. VARIEDADES ALGEBRAICAS

en el espacio dual (m;/m2)V. Asi, basta verificar que la aplicacién lineal
0:TpX — (my/m?)Y, D— D

es un isomorfismo.

Para la inyectividad de ¢, notamos que todo f € Ox, se escribe como
f = f(z) + fo, donde fy € m;. Luego, si ¢(D) &'D = 0 entonces se tiene que
D(f) € D(f(x)) +D(fo) = 0, pues f(z) € k y D =0.

Para la sobreyectividad de ¢, consideramos V : m,/m2 — k aplicacién
lineal y definamos para f € Ox , con fy:= f — f(z) € m,

D(f) := V([fo]), donde [fo] € m,/m?.

Luego, tenemos que para todos f,g € Ox

0 = V([fogo)) < D(fogo) = V([fg — f(@)g — g(x) [ + f(x)g(x))
= D(fg) — f(x)D(g) — g9(x)D(f),
ie., D € T, X. Més aun, tenemos que ¢(D) = V por definicién, de donde se
deduce el isomorfismo deseado.
Finalmente, dado que Oy , es un anillo noetherian tenemos que my es

un ideal finitamente generado por ciertos elementos uq,...,uy € my, por lo
que sus imagenes en el cociente [uy], ..., [uy] € m;/m2 son generadoras como
k= Ox ,/my-mbdulo, i.e., como k-espacio vectorial. ]

Ejercicio 2.13.3. — Sean X e Y dos variedades algebraicas. Probar que
para todo x € X y todo y € Y se tiene que

Tioy)(X X Y) 2T, X ©T,Y.

Notar que la construccién del espacio tangente de Zariski es functorial (co-
variante). Mdas precisamente:

Definicion 2.13.4. — Sea f : X — Y un morfismo regular entre var-
iedades algebraicas, y sea * € X. Entonces, el morfismo de k-algebras
f* 1 Oy pz) = Ox gz, u— uo f induce una aplicacion k-lineal

dof 1 T, X — Tf(m)Y
D+~ Do f*

llamada el diferencial de f en z € X.

23)En efecto, si U es una vecindad abierta afin de x € X, tenemos que Ox . es la localizacién
en m, del anillo noetheriano &(U), y luego noetheriano.
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Ejemplo importante 2.13.5. — Sea X = A", y p = (p1,...,pn) € A"
punto correspondiente al ideal maximal m, = (X1—p1,..., X;,—pp). Entonces:

(1) El espacio tangente de Zariski T,A™ = k™ posee como base candnica las
derivaciones usuales D;(f) = %J(:(p), i.e., todo vector tangente en p es

de la forma

of of
f%alaXl(p)+---+anaXn(p)
para ciertos a1, ..., a, € k.

(2) Sea
foA"— AT 2 (fi(®), ... fn(2)
morfismo regular. Entonces, la matriz del diferencial
dpf : TpAn =g — Tf(p)Am =
respecto a las bases canénicas del Ejemplo (1) es la matriz jacobiana

Jy(p) = (5)"; (p))m<m € Mysn(k).

1<j<n

Aqui, y en todo el resto del texto, las derivadas parciales aiXi se definen for-

malmente en un anillo de polinomios imponiendo que se cumplan las reglas
usuales de célculo (e.g. %(XZ‘) =nX"ly aiXi(Xj) = 0sii#j).

Dado que la definicién del espacio tangente de Zariski es de naturaleza local,
es importante comprender en detalle el caso de variedades afines.

Proposicion 2.13.6. — Sea X C A" una variedad algebraica afin, donde
Z(X)=(f1,---, fm) C O(A™), y sea x € X. Entonces

T, X = ker(d,f),
donde f : A" — A™, p— (fi(p),-. ., fm(p))-
Demostracién. — El isomorfismo €0(X) = O¢O(A")/Z(X) implica que

Oxz = Opng/(f1,..., fm). Asi, un vector tangente de X en x se identifica
naturalmente a un vector tangente de A" en x que se anula en (fi,..., fm),
ie.,

T,X = {D € T,A" = k" tal que D(f;) = 0 para todo i} & ker(d,.f),

de donde se obtiene el resultado. O
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Ejemplo 2.13.7. — Sea C = {(x,y) € A? tal que y? = 23} cibica cuspidal,
con Z(C) = (Y% — X3).

Si consideramos f(x,y) = y?> — 2% y p = (a,b) € C, entonces el diferencial
estd dado por el vector fila

dpf = (—32 29)(2,y)=(ab) = (—3a® 2b).

Luego, obtenemos que

1 si 0,0
dimg(7,C) = p# (0,0
2 sip=(0,0)
al calcular dimy(ker(d,f)).
Corolario 2.13.8. — Sea X una variedad algebraica. Entonces, la funcion

X — N, z+— dimg (7, X)
es semi-continua superior, i.e., para todo r € N el conjunto
{z € X tal que dim(7,X) >r}
es cerrado en X. En particular, el conjunto donde la dimension dimy(T,X)

es minimal es un abierto de X.

Demostracion. — La afirmacion es local en X, por lo que podemos suponer
que X C A" es una variedad algebraica afin, donde Z(X) = (f1,..., fm). La
proposicién anterior y el teorema del rango implican que para todo = € X se
tiene que

amr.) = | (20 |

1<j<n
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Por otra parte, la funcién = +— rg(Js(x)) es semi-continua inferior, pues la
condicion rg(J¢(x)) > s equivale a la existencia de un sub-determinante de
tamafio s X s no-nulo, una condicién abierta para la topologia de Zariski. [

Para determinar el valor minimal de dimy(7,X) necesitaremos algunos re-
sultados de teoria de cuerpos.

Recuerdo 2.13.9. — Sea K un cuerpo, y K C L una extensién algebraica
de cuerpos (i.e., para todo a € L, existe P € K[X] tal que P(a) = 0 en
L). Decimos que K C L es una extensiéon separable si para todo a € L
el polinomio minimal P, € K[X] no posee raices miltiples en la clausura
algebraica K. Tenemos que:

(1) La tltima condicién equivale a que la derivada (formal) P, € K[X] no
es identicamente cero. En particular, si car(K) = 0 se tiene que toda
extension algebraica de K es separable.

(2) Si k es algebraicamente cerrado y & C K es una extensién generada
por finitos elementos (cf. Recuerdo , entonces K posee una base
de trascendencia B = {x1,...,z,} C K tal que la extensién algebraica
k(B) C K es separable.

Mas ain, tenemos el siguiente resultado fundamental de teoria de cuerpos,
llamado el Teorema del elemento primitivo:

Sea K C L una extension finita (y luego algebraica) separable.
Entonces, existe un elemento f € L tal que L = K(f).

El términos geométricos, el teorema del elemento primitivo interpreta de la
manera siguiente:

Proposicion 2.13.10. — Sea X wuna variedad algebraica irreducible de di-
mension n. Entonces, X es birracional a una hipersuperficie V(f) C A"+l
definida por un polinomio irreducible f € O(A™1).

Demostracion. — Dado que el enunciado es birracional, podemos suponer que
X es una variedad algebraica afin. Como tr. deg; (k(X)) = n, podemos elegir
una base de trascendencia z,...,x, € k(X) tal que

K(A™) 2 k(z1, ..., 2n) C k(X)

es una extensién finita y separable. Luego, el teorema del elemento primitivo
implica que existe u € k(X) tal que k(X) = k(A™)(u). Sea F € k(A™)[T]
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el polinomio minimal de u, cuyos coeficientes son funciones racionales en A™.
Despejando denominadores, obtenemos
f(T)=aoT" +a;T"' +--- +a, con a; € O(A™),
i.e., f € O(A™"!) polinomio irreducible. Finalmente, tenemos que
E(X) =2 E(AM[T)/(f), ie., k(X) Z k(Z)
donde Z := V(f) C A" x Al = An+L, O

Observacion 2.13.11. — La proposiciéon anterior implica que toda curva
algebraica irreducible es birracional (pero no necesariamente isomorfa) a una
curva plana, i.e., una curva irreducible C en A? o P2.

Teorema 2.13.12. — Sea X una variedad algebraica. Entonces, para todo
x € X se tiene que
dim, (X) < dimg (7, X).

Mads atun, la igualdad se satisface en un abierto denso de X.

Demostracion. — Supongamos primero que X es irreducible, y veamos que
el valor minimal de la funcién x — dimy(7,X) es precisamente dim(X) := n.
Dado que dicho valor minimal es un invariante birracional, podemos suponer
que X = V(f) C A"*! es una hipersuperficie irreducible. En tal caso, tenemos

dim(7,X) = dimg(kerd, f) =n+ 1 —rg <aa)'§1(x) e a)i{ﬂ (m)) =n,
excepto si aa—)é(m) = 0 para todo i € {1,...,n+ 1}. Luego, debemos verificar

que esto ultimo no puede ocurrir para todo =z € X:

Consideremos el ideal jacobiano dado por

6f Crf > n+1
= C O(A
d <8X17 ’8Xn+1 ( )’

y notemos que si X = V(f) C V(J), entonces J C v/.J C (f). En particular, f
debe dividir a %(:ﬂ) para todo i € {1,...,n+1}, y luego todas las derivadas
parciales de f deben ser nulas.

En el caso en que car(k) = 0 esto implica que f es constante, mientras que
si car(k) = p > 0 esto implica que f es un polinomio en X¥,... X? ie.,
usando la notacién multi-indice:

=3 amXEm =30 X = (Z mem>p _—

lo cual contradice el hecho que f es irreducible.
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En general, consideramos las componentes irreducibles X = X; U--- U X,,
de X, y suponemos que x € X; U---U X. Luego, tenemos que
dim(X;) < dimg (7, X;) < dim(7,X) para todo i,

y luego dim,(X) < dim(7,X). Més ain, en cada componente irreducible X;

hay un abierto denso U; C X; donde se verifica que dim(X;) = dimg (7, X;). En

particular, en el abierto denso U := ;% U; se tiene que dim,(X) = dimy(7,X)

para todo z € U. ]
Lo anterior motiva la siguiente definicién, que es una de las mas importante

del curso.

Definicion 2.13.13. — Sea X una variedad algebraica. Decimos que x € X

(1) Es un punto suave si dim,(X) = dim (7, X).

(2) Es un punto singular si dim,(X) < dimg(7,X).
Denotamos por X;.; € X al abierto denso formado por los puntos suaves de
X, y denotamos por Xgnes & X (o por Sing(X)) al cerrado propio formado
por los puntos singulares de X. Finalmente, decimos que:

(3) X es una variedad algebraica suave si Xgng = 0.

(4) X es una variedad algebraica singular si Xgn, # 0.

Ejemplo 2.13.14. —
(1) Dado que T, (X xY) = T, X ® T,Y, tenemos que (z,y) € X x Y
es suave si y s0lo si z € X e y € Y son puntos suaves. En particular,
tenemos que

(X X Y)sing = (Xsing X Y) U (X X szing)-

(2) Sea X = V/(f) C A™ una hipersuperficie afin. Entonces, Xgns C X C A"
estd dado por las ecuaciones
of of
En particular, notamos que si f = f; - - f es el producto de polinomios
irreducibles, entonces la regla de Leibniz implica que todo punto en
V(fi) NV (f;), con i # j, es singular.
(3) Sea X = V(f) € P" una hipersuperficie proyectiva. Entonces,
Xging € X C P" estan dados por
of of
/ x)—aiXO(i’)—'“— e

(r) =0en A"

—

() =0 en P".
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En el caso particular en que car(k) no divide d = gr(f), tenemos més
simplemente que Xgine estd dado por las ecuaciones

of of
—()=-= =0en P".
e () X, (x) en
En efecto, para la primera afirmacion consideremos = = [zg,...,2,] € X

tal que (por ejemplo, sin pérdida de generalidad) zy # 0, i.e.,
r € Uy def {zg # 0} = A" C P". Dado que X N Uy estda definida
por la ecuacién g(z1,...,z,) = f(1,21,...,2,), tenemos por un lado
que x € Xing si y s6lo si 88—)%(@ = (%](:(x) =0 paratodoi € {1,...,n}.
Por otro lado, como f es homogéneo de grado d, se tiene que la férmula

de Eule 5
< /
1) = 3 Xigi )

implica que si f(x) = 8‘9—){1(:):) == aann(x) = 0, entonces aa—){o(w) =0.

Del mismo modo, la segunda afirmacién se obtiene gracias a la

féormula de Euler: si car(k) no divide a d, entonces las ecuaciones

%(w) = 0 para todo i € {0,...,n} implica que f(z)=0.

Ejercicio 2.13.15. — Sean a,b € k y consideremos la curva cibica plana
Cup = {[2,y,2] € P? tal que y?z = 2° + axz® + b2*} C P

Determinar los valores de a,b € k de tal suerte que C,p C P? sea suave.
Indicacion: Considerar los casos car(k) = 2 y car(k) = 3 separadamente.

Ejemplo importante 2.13.16. — Sea X C A" una variedad algebraica
afin, con Z(X) = (f1,..., fm). Entonces, el criterio jacobiano establece que

x € X essuavesiy sélosirg(Jr(x)) = n—dim,(X) & codim, (X).

Aqui, J¢(x) = (g)’% (:17))2] es la matriz jacobiana. En efecto, se tiene que
dim (7, X) = n —rg(Jy(x)) > dim,(X)

para todo x € X. En particular:

(1) El mismo andlisis del Ejemplo [2.13.14} permite probar que si X C P"
es una variedad proyectiva con Z(X) = (fy,..., fm) ideal homogéneo.
Entonces, x € X es suave si y sélo si rg(J(x)) = n — dim,(X).

%) Obtenida al derivar la identidad f(Az) = A% f(x) respecto a A, y evaluar en A = 1.
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(2) SiX esunasubvariedad cerrada de A o P" conideal Z(X) = (f1,..., fm),
entonces n — m < dim,(X) (ver Teorema [2.12.1]). Luego, en el caso
particular en que X sea una intersecciéon completa de dimensién
d=mn—m en A" o P" el criterio jacobiano se reduce a:

x € X es suave si y s6lo si rg(J¢(x)) = m, donde m es el
ntmero de ecuaciones definiendo X.

Ejercicio 2.13.17. — Sea G un grupo algebraico, y sea X un espacio
homogéneo respecto a G, i.e., una variedad algebraica X dotada de una
accion regular G x X — X transitiva. Demostrar que X es suave.
Indicacion: Sea xg € Xieg # 0 un punto suave. Para x € X arbitrario, probar
(usando la accion transitiva de G) que existen vecindades abiertas xo € U y
x €U tales que Uy = U.

Ejemplo importante 2.13.18. — Un caso particular interesante del Ejer-
cicio anterior es el caso X = G. En efecto, G es homogéneo respecto a si
mismo, y en particular es suave.

Luego, toda variedad abeliana es suave y los grupos de matrices (e.g.
GL,(k), PGL,(k), SL,(k), etc.) son suaves.

Ademas, la variedad grassmanniana Gr(m,n) es suave, puesto que es una
variedad homogénea respecto a la accién natural de GL, (k).

A pesar de que no toda variedad es una interseccion completa, el siguiente
nociéon importante de algebra conmutativa nos senala que toda variedad suave
es localmente una interseccion completa. Mas precisamente:

Recuerdo 2.13.19. — Sea A un anillo local noetheriano, m su tnico ideal
maximal, y & = A/m su cuerpo residual. Entonces, el lema de Nakayama
implica que
dimKruH(A) < dimk (m/mz),

y decimos que (A4, m) es un anillo regular si dimy.(A4) = dimg(m/m?).

En otras palabras, si X es una variedad algebraica y x € X es un punto
suave, entonces

(Ox &, my) es un anillo regular.

Més atn, tenemos el siguiente importante resultado de Nagata (1958) y
Auslander-Buchsbaum (1959):

Sea (A, m) un anillo regular. Entonces, A es un dominio de fac-
torizacién tnica (también conocidos como anillos factoriales).
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En particular, si x € X es un punto suave de una variedad algebraica, entonces
Ox  es un dominio de factorizacién tnica y luego X es localmente irreducible.
Maés precisamente, x € X suave pertenece a una inica componente irreducible
de X (cf. el caso de hipersuperficies en el Ejemplo (2)).

Ejercicio 2.13.20. — Sea X una variedad algebraica suave. Probar que X
es irreducible si y sélamente si X es conexa.

El siguiente ejercicio muestra que la hipétesis de suavidad es necesaria.
Ejercicio 2.13.21. — Consideremos el cono afin de la cénica x?+y%+22 = 0
en P2, ie.,

Q = {(z,y,2) € A’ tal que 2* +y* + 2° = 0}
y sea p := (0,0,0). Probar que
(1) En Og, se cumple que z(—x) = (y + 2i)(y — 2i), donde i € k verifica
i =-1.
(2) Probar que z, y + zi, y — zi son irreducibles en Og .
(3) Deducir que el anillo local 0g , no es factorial.

Veamos que toda variedad suave es localmente una interseccién completa.

Proposicion 2.13.22. — Sea X una variedad algebraica y x € X un punto
suave tal que dim,(X) = m. Entonces, existe una vecindad abierta afin U C X
del punto x € X, y un isomorfismo

0:U "=V
hacia un abierto V. C Y de una variedad algebraica afin Y C A™, donde

Y =V(fi,..., fn-m) y donde rg((g}%(y)) ) =n—meny=q¢(x).

Demostracion. — Dado que la afirmacién es local, podemos suponer que
X C A" es una variedad algebraica afin, donde Z(X) = (f1,...,fr). En

1,J

particular, el criterio jacobiano implica que rg (( 5)’% (x)) ] =n—m. Asi,
17]

podemos extraer una sub-matriz (n — m) x (n —m) de dicho rango.

Si suponemos, por ejemplo, que los fi, ..., fim—n tienen una matriz jacobiana
de rango n — m en = € X, entonces definimos Y := V(f1,..., fin—n). Por
construccion, Y es suave en una vecindad de x € X, dim,(Y) = m, y ademés
contiene a X que es de la misma dimensién. Dado que X e Y son localmente
irreducibles en x € X, ambas variedades coinciden en una vecindad de dicho
punto, de donde se obtiene el resultado. O
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Otra consecuencia importante de las propiedades algebraicas de los puntos
suaves, es que podemos dar localmente un resultado reciproco al Teorema de
Krull (ver Teorema [2.11.27): las hipersuperficies en variedades suaves estdn
definidas localmente por una tinica ecuacion.

Proposicion 2.13.23. — Sea X wuna variedad algebraica irreducible e
Y C X una subvariedad cerrada de codimensiéon pura 1. Sea y € Y tal que
y € Xieg €5 un punto suave en X. Entonces, existe una vecindad abierta afin
y €U C X y una funcion reqular f : U — k tales que ZUNY) = (f).

Demostracion. — Podemos suponer que X es afin y que Y = V(p) es irre-
ducible, con p C (X) un ideal primo no-nulo. Entonces,

py =pOx,y = {g tal que f,g € O(X) con g(y) #0y f € p}

es un ideal primo no-nulo del anillo factorial O'x ,. En particular, contiene al
menos un elemento irreducible g, donde f € p es irreducible al ser visto en
Oxy. Ademas, Y C V(f) pues f € p.

Sin embargo, f podria ser irreducible en &(X), y la idea sera eliminar ese

problema al restringirse a un abierto U si fuese necesario:

Sean f1,..., f, generadores del ideal fOx , N O(X), formado por multiplos
de f que son regulares en X. Entonces, en Ox , tenemos que cada f; = f % es
un multiplo de f, donde g;, h; € (X) con g;(y) # 0. Definamos g = g1 - - gy,
y notemos que en el abierto U := {z € X tal que g(z) # 0} los g; no se
anulan y por ende son invertibles. Asi, el ideal primo fOx, N O(U) de O(U)
estd generado por f, i.e., UNV(f) es irreducible y contiene a Y NU que es
de la misma dimensién. En otras palabras, Y N U = V(f) N U y ademas
Z(UNY) = (f) es un ideal principal. O

Es muy importante notar que lo anterior es falso en variedades singulares,
tal como lo ejemplifica el siguiente ejercicio (que usaremos varias veces mas
adelante):

Ejercicio 2.13.24. — Consideremos el cono

X = {(z,y,2) € A% tal que 2? = zy} C A3
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X C A3

pe LA

(1) Probar que X es singular en p := (0,0,0) y que X contiene la recta
L={r=2z=0}2AL

(2) Probar que el ideal I = (X, Z) de A = k[X,Y,Z]/{Z?> — XY) no es
principal.
Indicacion: Probar que dimy(T,X) = 3, pero que dimy T,L = 1. Lo que
contradeciria el Teorema de Krull.

(3) Deducir que L C X no esté definida por una tnica ecuacién en Ox p.

Corolario 2.13.25. — Sea f : X --» Y wuna aplicacion racional, donde
X es una variedad algebraica irreducible suave y donde Y es una variedad
algebraica proyectiva. Entonces, el cerrado

Z = X \ Dom(f) £ Exc(f) (i.e., donde f no esta definida)

es de codimx (Z) > 2. En particular, si X es una curva entonces f: X —Y
es un morfismo reqular.

Demostracion. — Localmente podemos escribir
f(@) = [fo(x),..., fn(x)] € Y CPV.

Si los f; se anulan en alguna componente irreducible W de Z de codimensién

loc

1, consideramos z € Wy {u = 0} una ecuacién local de W en z. Entonces,
fi = ug; en k(X) y por ende [fo,...,fn] = [90,---,9n], donde la dltima
expresion estd bien definida en z € W. O

Observacion itmportante 2.13.26. — Un caso particular importante de
lo anterior es cuando X e Y son curvas algebraicas proyectivas suaves e irre-
ducibles. Entonces,

X ~pir Y son birracionales si y s6lo si X 2 'Y son isomorfas.
En dimensién superior, esto tltimo no es cierto: el blow-up de P? en un punto
es birracional a P? pero no es isomorfo a P2. En efecto, en P? todo par de
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curvas se intersecta, mientras que en Bl,(P?) las transformadas estrictas de dos
rectas distintas pasando por p € P2 no se intersectan (ver Ejercicio [2.12.15)).

Terminologia 2.13.27. — Sea z € X un punto suave, y sea n = dim,(X).
Decimos que u1,...,u, € m; C Ox, son coordenadas locales en x € X si
sus imégenes en el cociente m;/m2 son linealmente independientes.

Equivalentemente, si definimos el espacio cotangente de x € X como el
espacio vectorial dual

Q= (1, X)",
entonces ug,...,u, € Ox, son coordenadas locales si sus diferenciales
dgui,...,dzsu, son linealmente independientes en Q}(’x.

En particular, si U C X, es un abierto afin no-vacio cuyos puntos son
suaves y uy,...,u, € O(U) son funciones regulares, entonces decimos que
uy, ..., U, son coordenadas locales (o pardmetros locales) en el abierto U si
las imagenes de las funciones uq, ..., u, en Ox , son coordenadas locales para
todo x € U.

Proposicion 2.13.28. — Sea X wuna variedad algebraica irreducible de
dim(X) =n y sea U C Xye abierto afin no-vacio. Siwuy,...,u, € O(U) son
coordenadas locales en U, entonces para todo m € {1,...,n} la subvariedad

Zm ={x €U tal que uy(xz) =+ =up(x) =0} CU
es suave de dimension n — m.

Demostracion. — El espacio tangente de la hipersuperficie Z; = {u; = 0}
estd dado por T, Z; = ker(dyu1), el cual es un sub-espacio de dimensién n — 1
en T, X. En particular, Z; es suave pues dim,(Z;) = n — 1 para todo z € U.
Maés aun, las restricciones de us, ..., u, a 41 son coordenadas locales en 77,
por lo que el resultado se obtiene por induccion. ]

Un ejemplo importante de lo anterior, es la extensiéon del blow-up a var-
iedades suaves e irreducibles arbitrarias.

Ejemplo importante 2.13.29. — Sea X una variedad algebraica suave
e irreducible de dim(X) = n, y sea Z C X subvariedad cerrada suave e
irreducible de codimy (Z) = r (i.e., dim(Z) = n — r).

Luego, dado que toda variedad suave es localmente una interseccién com-
pleta (ver Proposicién , tenemos que Z = V(ug,...,u,) estd dada,
en ciertas coordenadas locales ui,...,u, en un abierto afin U C X, por la
anulacion de r funciones coordenadas.



140 CAPITULO 2. VARIEDADES ALGEBRAICAS

Asi, el blow-up de la variedad algebraica afin U a lo largo de la interseccion
completa Z N U estad dado por la subvariedad de U x P"~! definida por

U ={(x,y) € Ux P! tal que ui(x)y; = uj(r)y; para todos 4,5 =1,...,7},
y donde la primera proyeccién ey : U — U es un morfismo birracional.

Ejercicio 2.13.30. — Probar que U es suave e irreducible, vy que el con-
junto excepcional dado por Ey := 5&1(Z N U) es suave e irreducible de
dim(Ey) =n— 1.

Notar que, tal como se discuti6 en el Ejercicio 2.10.4] (2), si V(vyi,...,v,)
son otras ecuaciones locales de Z en un abierto afin V' C X, entonces

U‘eljl(UﬁV) = V’s;l(UmV)-
Luego, obtenemos un atlas algebraico que nos permite definir globalmente (!)
e:Blz(X) — X,

el blow-up de X a lo largo de Z. Més atin, E := Exc(c) := ¢ 1(Z) es la
hipersuperficie excepcional que cumple que:
(1) Blz(X)\E= X\ Z y ademés ¢ !(z) =2 P! para todo x € Z.
(2) Localmente, tenemos que Eyy = (ZNU) x P"~! (pero no globalmente,
en general).

Terminemos esta secciéon con algunos resultados importantes, cuyas de-
mostraciones se escapan de los alcances de este texto.

Ejemplo importante 2.13.31. — Sea X una variedad algebraica proyec-
tiva irreducible. Una resolucién de singularidades de X es un morfismo
birracional f: Y — X tal que:

(1) Y es una variedad algebraica proyectiva suave e irreducible.

(2) fH(Xreg) — Xreg €8 un isomorfismo.

(3) E := f~}(Xsing) es una hipersuperficie con cruces simples normales
(simple normal crossings (SNC), en inglés), i.e.,, si E = By U--- U E,
son las componentes irreducibles de F, entonces cada F; es una hiper-
superficie suave de Y y cada punto y € E posee coordenadas locales
(ui,...,uy) tales que F = {uy - -up = 0} para cierto k < n.
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Teorema 2.13.32 (Hironaka, 1964). — Si car(k) = 0, entonces toda
variedad proyectiva admite una resolucion de singularidades.

En el caso que car(k) = p > 0, hoy en dia sabemos que toda variedad

proyectiva de dimensiéon < 3 admite una resolucién de singularidades, gracias
a los trabajos de Abhyankar (1956, 1966) y de Cossart y Piltant (2008, 2009).

Otro problema importante en geometria birracional es el factorizar aplica-

ciones racionales: Sean X e Y variedades algebraicas proyectivas suaves e irre-
ducibles, y sea f : X --» Y una aplicacién birracional con U := Dom(f) C X.
Entonces:

(1)

X =

Una factorizaciéon débil de f es una factorizacién de la forma
W W . W,
N N N TN
Xo X1 X2 e XT,1 Xr =Y
donde cada W; — X; v W; — X;_1 es el blow-up a lo largo de una
subvariedad suave disjunta de U, y donde cada X; y W; es proyectiva

suave e irreducible.
Una factorizaciéon fuerte de f es una factorizacion de la forma

w
7 N\
X »Y
donde W — X y W — Y son series de blow-ups a lo largo de subvar-

iedades suaves.

Teorema 2.13.33 (Wlodarczyk, 1999). — Si car(k) = 0, entonces
toda aplicacion racional f posee una factorizacion débil.

Teorema 2.13.34 (Zariski, 1930). — Si dim(X) = dim(Y) = 2,
entonces toda aplicacion racional posee una factorizacion fuerte.
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2.14. Morfismos suaves y Teorema de Bertini

Recordemos que si f : X — Y es un morfismo regular entre variedades alge-
braicas y siz € X, entonces el pullback de gérmenes f* : Oy,y — Ox ,, ur> uof,
donde y = f(z), induce una aplicacién k-lineal

dof : T, X — T,Y, D+ Do f*.

llamada el diferencial de f en x € X. Ademas, si g : Y — Z es otro morfismo
regular, entonces se tiene que

dz(g 0 f) = (dyg) o (o f)-

Ejemplo 2.14.1. — Sea f : X — Y un morfismo regular entre variedades
suaves e irreducibles, y sea x € X. Si consideramos

X, := f1(f(z)), i.e., la fibra de f que pasa por z € X,
entonces la composiciéon
X, 5x Ly

es una funcién constante, de valor f(z) € Y.

L
X, <—— X

| 1

’\‘y\/Y

En particular,
0% dp(f 01) = du(f) 0 dp(0), ie., Im(dyt) C ker(dyf : ToX — T,Y),
donde dyt : T, X, — T, X, D — D o* es inyectiva, y por ende
rg(dyt) < dimg(ker d f), i.e., dimg(T,X,) < dim(X) —rg(d,f).

Sin embargo, dicha inclusién puede ser estricta en general. Por ejemplo, si
suponemos car(k) # 2 y consideramos

frAd — A% (2,9, 2) — (2,2%2 + %),

entonces la matriz del diferencial d, f estd dada por

0o 0 1
Jy(p) = ( 2) , donde p = (z,y, 2),
20z 2y «x
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por lo que dpf es sobreyectiva salvo si xy =y = 0, en cuyo caso rg(d,f) = 1.
Por otro lado, la fibra del punto (a,b) € A? es la curva algebraica

Xiap) = V(az® +1? —b) C A= {z =a} C A

Por lo que si b = 0 entonces X, ) es singular (corresponde a dos rectas que
se intersectan) salvo si a = b = 0, pues en tal caso X ) = V(y?) = V(y) es
una recta (jdoble!). En particular, la funcién

X — N, z+— dimg (T3 (X,))
no es semi-continua superio

Proposicion 2.14.2. — Sea f : X — Y un morfismo regular entre var-
tedades algebraicas. Entonces, la funcion

X — N, z — dimy ker(d, f)
es semi-continua superior, i.e., para todo r € N el conjunto
{z € X tal que dimker(d,f) > r}

es cerrado en X.

Demostracion. — La afirmacion es local, por lo que podemos suponer que
X CA"eY C A™ son afines, con Z(X) = (g1,...,9s) v f : A" — A™ dado
por f = (f1,..., fm). El conjunto en cuestion esta dado por la condicién
o o, 5%
dimy, (ker(a)g(;) N ker(aX’j )) >r, ie., 1rg (Lf:) <n-r
9X;
que es una condicién cerrada en X. ]

Con lo anterior, podemos dar la definicién principal de esta seccion.

Definicion 2.14.3. — Sean X e Y variedades algebraicas suaves e irre-
ducibles. Decimos que un morfismo regular f : X — Y es suave en x € X si
el diferencial

dof : TuX = Ti)Y
es sobreyectivo. Méas atn, decimos que f es un morfismo suave si es suave
para todo punto x € X.

(25 E] verdadero problema es que la fibra conjuntista no percibe multiplicidades, por lo que
es mucho mejor la fibra esquemdtica.
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Terminologia 2.14.4. — Un caso particular muy importante y bastante
comun de encontrar, es la versién algebraica de los revestimientos (o cubrim-
ientos) topoldgicos. Mas formalmente, un morfismo étale es un morfismo
suave f : X — Y de dimensién relativa cero, i.e., tal que dim(f~!(y)) = 0
para todo y € Y.

La Proposicion anterior implica que el conjunto de puntos x € X donde un
morfismo regular f: X — Y es suave es un abierto. Los ejemplos siguientes
muestran que si car(k) = p > 0, dicho abierto puede ser vacio eventualmente.

Ejemplo importante 2.14.5. —
(1) La composiciéon de morfismos suaves (resp. étale) es un morfismo suave
(resp. étale).
(2) Sean X e Y variedades suaves e irreducibles. Las proyecciones

pri: X xY »Xypry: X XY =Y

son morfismos suaves.

(3) Si f: Al — AY) 2+ 2% entonces f/(x) = dz?"!. En particular, si
car(k) = p > 0 divide a d, entonces f no es suave en ningin punto. Del
mismo modo, si car(k) no divide a d, entonces f es suave para todo
x # 0.

(4) La inclusién ¢ : A\ {0} < Al es un morfismo étale, pero no es un
morfismo finito (pues la imagen no es cerrada).

Veamos algunas propiedades generales de los morfismos suaves.

Proposicion 2.14.6. — Sean X e Y wariedades algebraicas suaves e irre-
ducibles, y sea f : X = Y un morfismo suave. Entonces:
(1) Toda fibra no-vacia f~1(y) es de dimensién pura dim(X) — dim(Y).
(2) Para todox € X, se tiene que Ty (X;) = ker(d, f), donde X, := f~1(f(x)).
(3) f es un morfismo dominante.
(4) Si Z CY es una sub-variedad cerrada suave, entonces f~1(Z) es suave.

En particular, toda fibra no-vacia es suave y de dimension pura dim(X)—dim(Y)
(pero no necesariamente irreducible).

Demostracion. — Sea X, := f~!(f(z)) la fibra que pasa por z € X. Luego,
la composicién
X, x4y
verifica que
d

dim, (X,) < dimp (T, X,) £ rg(dyt) < dimy ker(d, f) = dim(X) — dim(Y),
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donde la tltima igualdad se obtiene gracias al teorema del rango y al hecho que
d, [ es sobreyectiva. Por otra parte, sabemos que gracias al Teorema [2.12.9]
que

dim, (X,) > dim(X) — dim(F(X)).

Asi, deducimos que

dim(X) — dim(Y) < dim(X) — dim(f(X)) < dimg(X,) < dim(X) — dim(Y),

de donde deducimos (1), (2) y (3) simultaneamente.
Para ver (4), supongamos que codimy (Z) = r y sea w € f~1(Z) un punto
en la preimagen. Dado que tenemos una aplicaciéon k-lineal

dw(fli-1(2)) : Twf(Z) — Tiw) Z,
el teorema del rango implica que
dimy T f~H(Z)—dimy ker (du f| -1 wry) = dimy,(du f) (T f 1 (Z)) < dimg T Z,
donde dimy, T(,,)Z = dim(Z) ya que Z es suave. Ademas,
dimy, ker(dw f|f-1(7)) < dimg ker(dy, f),

donde dimy ker(d,, f) = dim(X) — dim(Y") ya que f es un morfismo suave. En
resumen, tenemos por una parte que

dimg Tp, f 1 Z) < dim(X) —r (%)

Por otra parte, si consideramos coordenadas locales u, ..., u, es una vecindad
afin de f(w) € V C Y, tal que ZNV sea irreducible y dado por la interseccién
completa ZNV =V (uy,...,u,), entonces

N D) EV (o fieyuno f)
en f~4(V) C X, por lo que
dim, (f~1(2)) > dim(X) —r  (%%).
Asi, las desigualdades (%) y (%) nos permiten probar (4). O
En geometria diferencial, el Teorema de Sard (1942) afirma que el con-
junto de puntos donde una funcién diferenciable f : M — N entre variedades
diferenciables no es suave tiene medida nula. En geometria algebraica, dicho

resultado se conoce como suavidad genérica. Para probarlo, necesitaremos el
lema técnico siguiente:
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Lema 2.14.7. — Supongamos que car(k) = 0. Sean X eY wvariedades alge-
braicas irreducibles y f : X — Y un morfismo reqular dominante. Entonces,
existen abiertos no-vacios suaves V C Yiee y U C Xiog tales que U C 1),
y tales que el morfismo

f‘U U —V

€s suave.

Demostracion. — Dado que la afirmacién es local, podemos suponer que X
e Y son variedades algebraicas afines suaves, y considerar la extensién de
cuerpos
k(YY) = k(X).
Sea u1,...,Un—m € k(X) una base de trascendencial de k(X) sobre k(Y).
Restringiéndose si fuese necesario al abierto donde cada u; es regular, podemos
asumir que uq,...,Up—m € O(X) son funciones regulares. Asi, obtenemos
inclusiones
OY)—= OY)ui,...,un—m| — O(X)
que se traducen geométricamente en una factorizacion de f de la forma
f: X2 Z:=YxA"™ ZTyY.
Dado que f = 7o gy que m es suave, basta probar que g : X — Z es suave:

La extension ¢g* : k(Z) < k(X) es finita, y el hecho que car(k) = 0 implica
que ademés es separable. Asi, el Teorema del elemento primitivo (cf. Recuerdo
2.13.9) implica que existe ¢t € k(X) tal que k(X) = k(Z2)(t).

En particular, existe P € k(Z)[T] tal que P(t) = 0y, restringiéndonos al
abierto de Z donde los coeficientes de P son funciones regulares, podemos
suponer que P € 0(Z)[T] y por ende

k(X) =2 Fr(0(2)[T)/(P)), ie., X ~pi V(P) C Z x AL,

Luego, restringiéndonos a un abierto denso si fuese necesario, podemos suponer
que X = V(P) C Z x A! y con ello obtener una factorizacién de ¢ de la forma

g: X =V(P) = Zx A 2y 7

Para concluir, notamos que en el punto z = (z,t) € X C Z x Al el espacio
tangente T, X CT,Z @ k estd dado por el kernel de la aplicacién lineal

(%2 @) @)
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Dado que la aplicacién lineal d,g : T, X — T.Z estd inducida (mediante
restriccion) por la proyeccion

1,20k > T,7, <8Z1 ~'7%78%)'—>(5Z1 8Z)

tenemos que g es suave en cualquier punto x = (z,t) tal que 8;( t) # 0, lo
cual siempre es posible en car(k) = 0. O

Teorema 2.14.8 (Suavidad genérica). — Supongamos que car(k) = 0.
Sean X eY wariedades algebraicas irreducibles, y sea f: X — 'Y un morfismo
dominante. Para todo r € N consideremos el conjunto

Zy :={zx € X tal que rg(d,f) <r} C X.

Entonces, se tiene que dim(f(Z,)) < r. En particular, existe un abierto denso
suave V' C Yieg tal que

f’ffl(v)ereg : f_l(v) N Xreg — V

es un morﬁsmo suave.

Demostracion. — Sea Y’ una componente irreducible de f(Z,), y sea X’ una
componente irreducible de Z,. N f~1(Y”’) tal que

fT = f’X’ X —Y’
sea dominante. El Lema anterior implica que existe un punto suave z € X’
tal que f,(x) es suave en Y’ y tal que

dmffr . TzX/ - Tfr(:c)Y/
es sobreyectivo. Dado que lo anterior es una propiedad abierta, podemos
suponer que z € Z, y luego:

dim(Y") < dimy T}, ()Y = rg(defr) < rg(def) <7,
demostrando lo pedido. En particular, basta considerar el cerrado propio
Z:="Zm-1 Y con m:=dim(Y)

para obtener un abierto denso V' := Y;e, N (Y '\ Z) sobre el cual f es suave. [
Observacion importante 2.14.9. — Un caso particular importante, que
usaremos amenudo, es cuando X es una variedad suave e irreducible. En tal

caso, si car(k) = 0, la fibra general de un morfismo dominante f : X — Y es
suave.
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Corolario 2.14.10. — Supongamos que car(k) = 0. Sea X wuna variedad
algebraica suave e irreducible, y sea

f: X —PWV)
un morfismo regular. Si [H] € P(VV) es un hiperplano general, entonces la

preimagen f~Y(H) es suave.

Demostracion. — Podemos suponer que dim(X) > 1. Consideremos la var-
iedad de incidencia

I:={(x,[H]) € X x P(VY) tal que f(z) € H}.
Si (z,[H]) € I, podemos escoger coordenadas de V = k™+1 de tal suerte que
f(x)=10,...,0,1] y que H = {xg = 0}. Ademas, existen funciones regulares
fo,--+, fne1 en una vecindad U C X de x € X de tal suerte que

f(x) =1[fo(x),..., fn—1(x),1] para todo z € U.
Del mismo modo, todo hiperplano en una vecindad abierta W C P(VV) de
H € P(VV) tiene ecuacion
xo+a1x1+ -+ apzy, =0.
Luego, I estd definida en una vecindad de (z,[H]) por la ecuacién

{P:= folx) +arfi(x)+ -+ an—1fu-1(x) + an =0} CU x A",

En particular, dado que gT]Z =1 # 0, el Criterio Jacobiano implica que I es

una variedad suave.
Para ver que I es una variedad irreducible, consideramos la proyeccion
m:=pr; : I - X y notamos que para todo x € X

7 Y2) € {[H] e P(VY) tal que f(z) € H}
= {[ao’ s 7an] € P" tal que f0($)a0 +oeee fn('x)an = 0} = [P)Tl—l’
i.e., cada fibra de 7 es un hiperplano. Asi, el Criterio de irreducibilidad implica

que I es irreducible de dimensién dim(X) +n — 1.
Finalmente, para concluir consideramos la segunda proyeccion

g:=pry: I —P(VY)
y notamos que g~ ([H]) iy ~1(H), por lo que la fibra general es vacia o bien

g es dominante, y en este tltimo caso tenemos que f~!(H) es suave para H
general (gracias al Teorema de suavidad genérica). O
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Una consecuencia remarcable de lo anterior es el Teorema de Bertini,
que a pesar de ser cierto en caracteristica arbitraria (Kleiman, 1974), la
demostracién en car(k) = 0 es méas sencilla.

Teorema 2.14.11 (Teorema de Bertini). — Sea X C P" variedad suave
e irreducible de dim(X) > 1, y sea H un hiperplano general de P". Entonces,
la seccién hiperplana X N H es suave.

Demostracion en car(k) = 0. — Basta aplicar el resultado anterior a la in-
def

clusién f: X <+ P" donde f~'(H) = X N H. O
Observacion importante 2.14.12. — En general, los teoremas tipo Bertini
se refieren a resultados afirmando que cierta propiedad de X (e.g., suavidad,
irreducibilidad, conexidad, etc) se preserva al considerar secciones hiperplanas
X N H (generales o arbitrarias). Por ejemplo, se tiene el siguiente resultado
tipo Bertini:

Teorema 2.14.13. — Sea X wuna variedad algebraica irreducible, y sea
f: X = P" un morfismo regular tal que dim(f(X)) > 2. Entonces, para todo
hiperplano general de P" se tiene que f~'(H) es irreducible.

2.15. Normalizacién y Teorema principal de Zariski

Recuerdo 2.15.1. — Recordemos (cf. Recuerdo [2.11.6) que si ¢ : A — B
un morfismo de anillos conmutativos, entonces * € B es entero sobre A
(respecto a ) si se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Existe una relaciéon polinomial mdnica
2"+ pla) 2™ 4+ plan—1)z + p(ay) = 0.
(2) Alz] € B es un A-moédulo finitamente generado.

En particular, si x,y € B son enteros sobre A entonces x £y, xy € B también
lo son (puesto que Alz,y] es finitamente generado).
Asi, obtenemos una A-dlgebra

A :={b e B tal que b es entero sobre A} C B,

llamada la clausura integral de A en B. En particular, decimos que el anillo
A es integralmente cerrado en B si A = ¢(A) (que se identifica con A si ¢
es inyectivo), i.e.,

Todo elemento b € B que es entero sobre A verifica que b = ¢(a)

para cierto a € A.
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Por ejemplo, tenemos que:

(1) El anillo Z es integralmente cerrado sobre Q. Mas generalmente, si K
es un cuerpo de nimeros (i.e., una extension finita de los racionales Q)
entonces Z := Ok es el anillo de enteros del cuerpo K.

(2) En la curva nodal X = {(z,y) € A? tal que y* = 22 + 23}, la funcién
racional t := ¥ € k(X) es entera sobre 0(X), pues 1 + 2, pero
t¢ 0(X).

Finalmente, recordemos los siguientes hechos que nos seran de utilidad:

(a) Sea B una A-algebra y C' una B-algebra. Si x € C, entonces:
(i) Si z € C es entero sobre A, entonces x € C' es entero sobre B.
(ii) Si B es un A-médulo finitamente generado y x € C' entero sobre
B, entonces z € C es entero sobre A.

(b) Tenemos que (A) = A, i.e., la clausura integral es la sub-dlgebra més
pequena conteniendo los elementos enteros de B.

Terminologia 2.15.2 (Zariski, 1939). — Sea A un dominio enteroy Fr(A)
su cuerpo de fracciones. La clausura integral A de A en Fr(A) es llamada la
normalizacién de A, denotada también por A”.

En particular, decimos que el anillo A es normal si A = A" en Fr(A), i.e.,
todo elemento x € Fr(A) que es entero sobre A pertenece a A.

Definicion 2.15.3. — Sea X una variedad algebraica irreducible. Decimos
que z € X es un punto normal, o que X es normal en x € X, si el anillo
local Ox ,, es normal (i.e., si Ox , es integralmente cerrado en k(X)). Decimos
que X es una variedad normal si todo punto x € X es normal.

El siguiente ejemplo es bastante 1til, pues evita hacer calculos en cada
punto.

Ejemplo 2.15.4. — Sea X una variedad algebraica afin e irreducible. En-
tonces,

X es una variedad normal si y sélo si (X) es integralmente
cerrado en el cuerpo de funciones racionales k(X).
En efecto, si 0(X) es integralmente cerrado y u € k(X) cumple que para
cierto x € X existen elementos a; € Ox , tales que

u" 4 apu™ 4 a, =0 en k(X).
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Luego, si escribimos a; = % con p;, q; € O(X) con g;(x) # 0, entonces tenemos

7

que v 1= uq; - - - ¢ es un elemento entero sobre 0(X), y por ende v € 0(X).

Asi, u def qlf’_qn es un elemento de Ox , ya que ¢;(x) # 0 para todo i.

Reciprocamente, si X es normal y la funcién racional u € k(X)) cumple que
existen a; € 0(X) tales que
u" 4 a4 a, =0
entonces, dado que a; € Ox , para todo x € X, tenemos que u € Ox , para

todo z € X. En otras palabras, u € (,ex Ox .« & O(X) es regular.

En particular, la curva nodal
X = {(z,y) € A tal que 3® = 22 + 23}
no es normal, pues ¢t := £ € k(X) es un elemento entero que no es regular.
Ejemplo importante 2.15.5 (Lema de Gauss). — Sea X una variedad
algebraica irreducible. Entonces,
Si x € Xyeg €5 un punto suave, entonces x € X es normal.
En efecto, podemos suponer que X es una variedad algebraica afin y consid-
eramos u € k(X) = Fr(0(X)) funcién racional tal que
u a4 4 a, =0

para ciertos a; € Ox . Dado que Ox, es un anillo factorial (cf. Recuerdo
2.13.19)), podemos escribir u = % con p,q € Ox , relativamente primos. Luego,

pn_’_alpn—lq_i__.__i_anqn =0
por lo que ¢ divide a p", y luego ¢ es una unidad (dado que p y ¢ son relati-

. . , def
vamente primos), i.e., g(z) # 0. Asi, u = % pertenece a Ox ;.

Recordemos (ver Proposiciéon [2.13.23) que si X es una variedad suave e
Y C X es una sub-variedad cerrada de codimensién pura 1, entonces todo
punto y € Y admite una vecindad afin U C X tal que

ZUNY)=(f)

es un ideal principal. Si X es una variedad normal, podemos obtener un
resultado un poco menos preciso (pero que serd de utilidad méas adelante).

Proposicion 2.15.6. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal, y
sea Y C X una sub-variedad cerrada de codimension pura 1. Entonces, existe
un abierto afin U C X tal que UNY # 0 y una funcion regular f: U — k tal
que ZUNY) = (f).
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Demostracion. — A priori, no podemos simplemente considerar U := Y N X,g
y aplicar el resultado en el caso suave, puesto que podria ocurrir que Y C Xipg.

Sin embargo, podemos suponer que X es afin e Y = V(p) irreducible, donde
p C O(X) es un ideal primo.

Considerando g € p no-nulo, tenemos que Y C V(g) y luego Y = V(g)
gracias al Teorema de Krull. Mas atn, el Hilbert Nullstellensatz implica que

1(v) = \/lg), e, Z(Y)' C () CI(Y)

para cierto ¢ € N2! minimal. La idea sera entonces probar que localmente es
posible conseguir que £ = 1:

Supongamos que ¢ > 2, y consideremos uy,...,u—1 € Z(Y) tales que
h = wuy---up—1 ¢ (g) pero ah € (g) para todo a € Z(Y). En particular,
la funcién racional u := & ¢ €(X) no es regular, pero uZ(Y) C 0(X).

g
Notar que vZ(Y) € Z(Y), pues en caso contrario existirian generadores

pi,...,pN € Z(Y) de Z(Y') tales que up; = Zj-vzl a;jp; para ciertos a;; € 0(X).
Matricialmente, esto ultimo equivale a

b1
(uly —(aij)iz) | ¢ | =0, de donde deducimos det(uln —(ai;)i ;) = 0.

PN

Al expandir esta tltima ecuacién mdnica, tendriamos que v € (X)) (pues X
es normal), lo cual es imposible.

Luego, existe f € Z(Y) tal que s := fu ¢ Z(Y), ie., Y € V(s) C X.
Asi, en el abierto U := {z € X tal que s(z) # 0} (que intersecta Y') se tiene
I E s WI(Y) C o), ie, ZUNY) = (f). O

El siguiente resultado establece una de las principales propiedades de las

variedades algebraicas normales.

Teorema 2.15.7. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal.
FEntonces,
codimy Sing(X) > 2,

i.e., X es suave en codimensién 1.

Demostracién. — Supongamos que Sing(X) posee una componente irre-
ducible Y de codimensién 1. Luego, podemos suponer que X es afin y que
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Z(Y) = (f). En particular, para y € Y tenemos que
Oxy — Ovy = Oxy/{f)

E

myy —» My, =My, /(f)

Sea y € Y punto suave de Y, y supongamos que no es un punto suave de

X. Entonces, si my,, estd generado por vi,...,v,—1 (coordenadas locales en
Y') entonces mx , estd generado por vi,...,v,—1, f. En particular,
. . 2 def ,.
dimg (T X) = dimg(mx,/m% ) < n = dimy(X),
i.e.,, y € Y es suave en X, lo cual es una contradiccion. O

Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.15.8. — Sea C' una curva algebraica irreducible. Entonces, la
curva C' es suave si y solo si C' es normal.

Veamos que a toda variedad algebraica se puede asociar de manera candnica
una variedad algebraica normal.

Ejemplo importante 2.15.9. — Sea X una variedad algebraica afin irre-
ducible, y consideramos la clausura integral de (X)) en k(X), i.e.,

O(X)CACk(X),con A:=0(X).
Entonces, A es una k-algebra finitamente generada y reducida. Luego, pode-
mos considerar la variedad algebraica afin

X" := Specm(A), que cumple 0(X") = A.

Més ann, la inclusién (X) C 0(X") induce un morfismo regular sobreyectivo
v: XY — X que es llamado la normalizaciéon de X. Ademads, las propiedades
de la clausura integral implican que:

(1) X” es una variedad normal, y v : X¥ — X es un isomorfismo en una
vecindad de cada punto normal x € X.

(2) v : XY — X es un morfismo finito y birracional, puesto que
Fr(A4) = k(X).

(3) Sig: Y — X es un morfismo finito y birracional, donde Y es una
variedad algebraica irreducible, entonces:
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Existe un tnico morfismo g: X¥ — Y tal que gog = v, i.e.,

y — 2 X
Ag
XI/
es conmutativo. Es decir, g factoriza a la normalizacion.
En efecto, dado que k(X) = k(Y'), las inclusiones

O(X) oY) Ck(Y) = k(X),

donde &(Y) es entero sobre ¢(X), implica que 0(Y) C 0(X) &f o(X"),
de donde se obtiene g : X¥ — Y.

Si h: Z — X es un morfismo regular dominante, donde Z es una
variedad algebraica afin irreducible normal, entonces:

el diagrama

Existe un tnico morfismo h : Z — X" tal que g =vo ﬁ, ie.,

el diagrama
z— " . x
\ /
An
XI/

es conmutativo. Es decir, h se factoriza a través de la nor-
malizacion.
En efecto, un elemento u € (X") es entero sobre 0(X) y estd con-

tenido en k(X) AN k(Z).

Dado que 0(X) SN O(Z), a posteriori u es entero sobre 0(Z) vy,
como O(Z) es integralmente cerrado, tenemos que u € 0(Z). Asi,
0(X¥) C 0(Z), de donde se obtiene h : Z — XV.

Los puntos (3) y (4) implican que la normalizacién de X es tnica
(médulo isomorfismo). M4és precisamente, si v; @ X! — X y
vy :+ X§ — X son dos normalizaciones de X, entonces existe un
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isomorfismo ¢ : X¥ — X% tal que el diagrama

Xy —>X2

N A

Corolario 2.15.10. — Toda variedad algebraica irreducible X posee una
Unica normalizacion v : XY — X, obtenida al considerar un atlas algebraico
afin de X y pegar las normalizaciones. En particular, toda curva algebraica

es conmutativo.

es birracional a una curva suave.

Ejemplo 2.15.11. — Supongamos que car(k) # 2. Consideremos
X = {(z,y,2) € A® tal que % + 3 = 22} cono en A3

7

Veamos que X es normal:

Para ello, notemos que
O(X) 2 k[X,Y, Z]/(X*+Y?-Z%) = A[Z]/(X*+Y?~Z?) donde A = k[X,Y].

En particular, los elementos de &(X) son de la forma f = a + bz
con a,b € klr,y] y O(X) es un A-moédulo finitamente generado (pues
m: X — A2 (2,9,2) = (2,y) es un morfismo finito).

Asi, los elementos u € k(X) son de la forma u = a + bz con a,b € k(z,y)
y ademas si u € k(X) es entero sobre &/(X) entonces es entero sobre k[x, y].
Por otro lado, tenemos que

u? = a? + 2abz + 22 £ 0 4 2abz + V2 (2 + y?)

y por ende el polinomio minimal de u es P(T) = T? — 2aT + a® — (22 + y?)b>.
Luego, 2a € k[r,y] v a® — (2?2 + y*)b* € Ek[z,y], de donde se deduce
que a € k[z,y] v (% + ¥*)b®> € k[z,y]. Finalmente, notemos que
(2 + y?) = (z + iy)(z — dy) es producto de elementos irreducibles y
luego el denominador de b € k(z,y) divide al numerador, i.e., b € k[z,y]. Asi,
u € O(X) y por ende X es normal.
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El siguiente resultado permite apreciar cémo el algebra conmutativa in-
terviene en un enunciado puramente geometrico, probado originalmente por
Zariski en 1943.

Teorema 2.15.12 (Teorema principal de Zariski)

Sean X e Y wariedades algebraicas irreducibles y sea f : X — Y un
morfismo birracional. Sea x € X tal que y = f(z) es un punto normal en Y.
Entonces:

(1) f es un isomorfismo entre vecindades afines de x € X ey € Y; o bien
(2) Existe una hipersuperficie irreducible E C X tal que x € E y tal que
codimy (f(E)) > 2.

En particular, en el caso (2) se tiene dim, f~'(y) > 1.

Observacion importante 2.15.13. — En el caso en que f : X — Y sea
un morfismo birracional donde el conjunto de puntos

7 = {x € X tal que dim,(f~'(f(z))) > 1}

no es una hipersuperficies, entonces la imagen de dicho conjunto f(Z) C Y
estd contenido en el lugar de puntos no-normales de Y (!).

Por ejemplo, si dim(X) = dim(Y) = 3 y f no es un isomorfismo en una
curva irreducible C' C X, entonces el punto f(C) = {yo} no es normal en Y.

La prueba es bastante técnica, por lo que nos centraremos en el caso par-
ticular en que y € Y es un punto suave.

Demostracion en el caso suave. — Podemos suponer que X e Y son var-
iedades algebraicas afines, y consideremos uj,...,uy € O(X) generadores
(definiendo un incrustamiento X C AY). Recordemos que tenemos un
diagrama conmutativo

o)L o(x)

ﬁY,yCL ﬁny
k(Y) —L— k(X)

Asi, podemos ver las funciones u; como funciones racionales, y tenemos que
u; = f*(v;) = f* (%) para ciertas a;,b; € O(Y). Més ain, dado que y € Y es
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un punto suave tenemos que Oy, es un anillo factorial, y por ende podemos
suponer que a; y b; son relativamente primos.

Caso (1). Si bi(y) # 0 para todo ¢, obtenemos una inclusiéon
Y f* ~J
@ : O )pyty = OV) —— OX) pevyy) = OU),
donde V = {y € Y tal que (b1 ---bn)(y) # 0} y donde U défffl(V). Miés atin,
en este caso tenemos que U = V. En efecto, podemos escribir
u o [*(a;) _ f*(ai) Hj;éi fr(b5)
() fr@br---by)

por lo que u; estd en la imagen de f*, i.e., ¢ es sobreyectivo.

Caso (2). Supongamos que bi(y) = 0. En el anillo local 0y, escribimos
by = c1d; con c; irreducible y tal que ¢;(y) = 0.

En Oy,, si escribimos a1 = a—,ll, y ¢ = z—,,l,, con df(y)d(y) # 0, y no
ay 1
restringimos a los abiertos afines de X e Y donde af # 0, ¢ #0, f*(a}) #
f*(c) # 0 podemos suponer que ai,¢1 € O(Y) y f*(a1), f*(c1) € O(X) son

funciones regulares.

Consideremos entonces la hipersuperficie E := V(f*(¢1)) € X, y notemos
que z € E pues f*(c1)(x) &f c1(f(z)) e (y) = 0. Més atn, restringiéndose a
una componente irreducible de E que pase por x podemos suponer que F es
irreducible. Veamos que codimy (f(E£)) > 2:

Notar que f*(a1) = &f f(b)u = & (c1)f*(dy)uy, y luego a; se anula en f(E) )

Finalmente, dado que a; y ¢; son relativamente primos entre si en Oy, (i.e
determinan ecuaciones locales independientes), tenemos que

fE)S V() Y
y luego codimy (f(E)) > 2. O

Corolario 2.15.14. — Sea X una curva irreducible e Y una curva suave.
Si f: X =Y es un morfismo birracional, entonces f(X) CY es un abierto
y f induce un isomorfismo X = f(X). En particular, X es suave.

Terminemos esta seccién con algunos resultados importantes y muy tutiles,
cuyas demostraciones se escapan de los alcances de este texto.

Ejemplo importante 2.15.15. — FEn 1957, Zariski extiende parte del re-
sultado anterior a morfismos mas generales (no necesariamente birracionales).
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Teorema 2.15.16 (Teorema de conexidad de Zariski)

Sean X eY wvariedades algebraicas irreducibles y sea f : X — Y un mor-
fismo dominante. Supongamos que X es proyectiva y que las fibras generales
de f son conexas, entonces:

Para todo punto normal y € Y, la fibra f~1(y) es coneza.

Notar que en el caso particular en que f es birracional, las fibras generales
son singletons (y por ende conexos). Lo que implica que las fibras sobre
puntos normales consisten en singletons (caso (1)) o bien sub-variedades cuyas
componentes irreducibles tienen dimensiéon > 1 (caso (2)).

Otra consecuencia de los teoremas de Zariski es el siguiente resultado de
Stein (1956), que es muy usado para factorizar morfismos regulares f : X — Y
desde una variedad proyectiva normal X en f' : X — Y’ con Y’ proyectiva
normal.

Teorema 2.15.17 (Factorizacién de Stein). — Sean X e Y wariedades
algebraicas irreducibles proyectivas y sea f : X — Y un morfismo regular.
Entonces, podemos factorizar f como

fox 2Ly Sy,
donde Y' es una variedad algebraica irreducible proyectiva, f: X — Y tiene

fibras conexas y g : Y/ — Y es un morfismo finito. Mds ain, si X es normal
entonces Y' es normal.

El resultado anterior implica en particular que todo morfismo regular no-
constante entre curvas algebraicas irreducibles proyectivas f : X — Y se fac-
toriza en un morfismo biyectivo f' : X — Y’ y un morfismo finito g : Y/ — Y.

Cabe destacar que si car(k) = p > 0, el morfismo biyectivo f’ puede no ser

un isomorfismo (e.g. f': Pt — P [z,y] — [2P,9P)).

Ejercicio 2.15.18. — Sean f : X — Y un morfismo regular entre curvas
algebraicas proyectivas irreducibles, ;qué puede decir de f7. La respuesta
dependera del hecho si X y/o Y es suave, si f es o no birracional, y de car(k).



CAPITULO 3

FIBRADOS VECTORIALES Y DIVISORES

En geometria algebraica cldsica, la mayoria de las construcciones geométri-
cas involucran subvariedades del espacio proyectivo. Por lo anterior, es una
pregunta central en geometria algebraica moderna el poder decidir cudndo una
variedad algebraica abstracta X puede ser incrustada en un espacio proyec-
tivo, i.e., X — PV. Ademads, podemos preguntarnos en cémo construir dicho
incrustamiento y cuales son las propiedades de geométricas de la imagen. To-
das estas preguntas pueden ser reformuladas y resueltas mediante el lenguaje
de fibrados vectoriales y divisores.

3.1. Fibrados vectoriales y Grupo de Picard

Definicién 3.1.1. — Sea X una variedad algebraica y r € NZ!. Un fibrado
vectorial de rango r en X es una variedad algebraica E dotada de un
morfismo regular sobreyectivo p : E — X tal que:
(1) Para todo x € X, la fibra p~1(z) := FE, es un k-espacio vectorial de
dimg(E;) = r. En particular, £, = A" para todo = € X.
(2) Para todo = € X, existe una vecindad abierta afin U C X dex € X y
una trivializaciéon de E sobre U, i.e., un isomorfismo

Oy :p '(U) = Ely —= U x A"

tal que el diagrama
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{2} x A7 2 A"

es conmutativo, y tal que la aplicacién k" — E,, v — 951(:6,11) es
un isomorfismo lineal para todo x € U.

Terminologia 3.1.2. — Un fibrado en rectas en X es un fibrado vectorial
L2 X de rango 1.

Ejemplo importante 3.1.3. —

(1) Sea X wuna variedad algebraica y V un k-espacio vectorial de

dimg (V') = r. El fibrado vectorial
Vi =X xV2XxA” 2L x
es llamado el fibrado trivial de rango 7.

(2) Sea V un k-espacio vectorial de dimg(V) =n+1, sea X = P(V) = P"
su proyectivizaciéon. Dentro del fibrado trivial Vx déf]P’(V) x V', consid-
eramos la variedad de incidencia

L= {([f},v) € P(V) x V tal que v € £} =28 B(V), (6], 0) —> [0,
donde [¢] € P(V) es el punto del espacio proyectivo correspondiente a

la recta vectorial £ C V. En particular, p~1([¢]) &l p = Al es una recta.

Veamos que podemos trivializar L £ P(V):

Consideremos coordenadas homogéneas [z, ..., z,] en P* Z P(V) y

¢ una coordenada en £ = Al. Asi, en el abierto estandar U; & {z; # 0}

tenemos la trivializacién

o1
U; x Al ZT> pil(Ui)

i) Ti—1 Ti4+1 In tx() t:Bn
(EEE e ) g (RN A
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¢ 1 X0 Ti—1 Tit1 x
que envia un escalar t € A" y {E""’ o 1, o ,...,z—’lf}, el vector

director de una recta ¢, en el punto <f—f, ety t%’) el

Notacion 3.1.4. — El fibrado en rectas L — P(V') construido en el ejemplo

anterior serd denotado por Op(y)(—1) o por Opn(—1), y es llamado el fibrado
en rectas tautoldgico del espacio proyectivo P(V') = P". En particular,

Opiy(—1) — P(V)
cumple que Opgyy(—1)g = £ para todo [(] € P(V).
Ejercicio 3.1.5. — Sea V un k-espacio vectorial y 1 < r < dimg (V) — 1.
Sea G := Gr(r,V) la variedad grassmanniana que parametriza los sub-espacios

vectoriales A = k" de V. Probar que la variedad de incidencia, contenida en
V&, dada por

S :={([A],v) € Gr(r, V) x V tal que v € A} =1 Gr(r, V)

define un fibrado vectorial de rango r en Gr(r, V). Dicho fibrado es llamado
el fibrado tautolégico de la grassmanniana Gr(r, V).

Observacion 3.1.6. —

(1) Si L — X es un fibrado en rectas y 0y : Lly — U x Al es una
trivializacion de L sobre U, entonces o(z) := 0(}1(36, 1) pertenece a L,
para todo x € U. Més aun, L, = Vecti(o(x)), i.e., o(x) es un generador
de cada fibra L,.

Mas generalmente, consideremos E — X un fibrado vectorial de rango
ry 0y : Ely — U x A" una trivializacién de E sobre U. Si (e1,...,¢&,)
es la base canénica de k" = A", entonces definimos

ei(z) = 05" (z,e;) para todo i € {1,...,7}.
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Luego, E, = Vectg(e1(z),...,er(z)) para todo x € U. Decimos que las
funciones (e, ..., e,) forman un marco de referenci de E|y.

(2) Podemos restringir fibrados vectoriales. Més precisamente, si E 2 X es
un fibrado vectorial y Y C X es una sub-variedad algebraica, entonces
Ely :=p~}(Y) es un fibrado vectorial en Y con rg(E|y) = rg(E).

(3) Mas generalmente, podemos definir el pullback de fibrados vectoriales:

Sea E 2 X un fibrado vectorial y sea f : Y — X un morfismo
regular. Entonces,

fTE={(y,2) €Y x E tal que f(y) = p(2)}
es un fibrado vectorial en Y, con rg(f*E) =rg(E) y (f*E)y &f Ef -
Definicion 3.1.7. — Sea X una variedad algebraica, y sean F 5 X y

F % X fibrados vectoriales de rangos rg(E) = r y rg(F) = 5. Un morfismo
de fibrados vectoriales es un morfismo regular f : £ — F' tal que:

(1) go f=p.

(2) Para todo x € X, la aplicacién f, : F, 2 k" — F, = k*® es k-lineal.
Ejemplo 3.1.8. — Un morfismo entre los fibrados triviales
f: X XK — X xk°
es de la forma f(z,v) = (z,g(x)v), donde g(z) € Msx,(k) para todo z € X.

Notar que si s = r y si g(xg) es invertible para cierto xy € X, entonces
g(x) € GL,(k) para todo = € U, con U una vecindad abierta de xy.

Definicion 3.1.9. — Sea X una variedad algebraica. Denotamos por
Vect(X) a la categoria de fibrados vectoriales sobre X. En particular,
decimos que dos fibrados vectoriales son isomorfos si existe un isomorfismo de
fibrados vectoriales, y en tal caso escribimos E = F.

M frame, en inglés.
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Ejemplo importante 3.1.10. — Sea p : E — X un fibrado vectorial y sea
X = Ujer Ui un cubrimiento abierto de X tal que cada Uj; trivializa F, i.e.,
Ely, & p~L(U) % U; xA”. Entonces, en cada interseccién no-vacia U;NU; # ()

tenemos que:

E|UnU YU; nU;)
1

Eij \
- 0i0 07 -

(U; N U;) x A" (U;NU;) x A"
(z,v) : (2, gij(z)v)
donde g;j(z) € GL.(k) para todo x € U; N Uj, llamadas las matrices de

transicion asociadas a la trivializacion.
E.’L‘ = kr E.’L' = k,r

|.. l'v -1 f
Ely, i biob; | i Bly,

en Eij = E|UiﬂUj

En particular, las matrices de transicién verifican que g;;(x) = I, para todo
x € U; y en la triple interseccion U; N U; N Uy, se verifica la condicién de
cociclo

9ij9ik = gik en Uy N U; N Uy.

Observacion importante 3.1.11. —

(1) Las matrices de transicién g;; dependen de ciertas elecciones:

(i) El cubrimiento abierto. En efecto, podriamos refinar el cubrim-
iento tomando abiertos més pequenos. En particular, dados finitos
fibrados vectoriales, siempre podemos asumir que las matrices de
transicién estan definidas en un cubrimiento abierto comun.

(ii) Las trivializaciones. En efecto, podriamos componer con un iso-
morfismo

Ui x AT —= U; x A", (z,v) — (z, hi(z)v)
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donde h;(z) € GL,(k) es invertible para todo = € U;, y obten-
driamos gi; = higi;h; '

(2) Mo6dulo isomorfismo, FE estd completamente determinado por un
cubrimiento abierto y por las matrices de transicién. En efecto, pode-
mos construir E usando el atlas algebraico obtenido al pegar los U; x A"
usando los isomorfismos

~

(UZ' ﬂUj) x AT —— (UZ ﬂUj) x A"
(.1‘, U) — ($> gij(x)v)
como cambio de carta para todo 7,5 € I.

Uno de los casos particulares mas importantes es el siguiente.

Ejemplo importante 3.1.12. — Sea L % X un fibrado en rectas (i.e.,
rg(L) = 1). Entonces, la construccién anterior nos dice que L estd determinado
(médulo isomorfismo) por funciones de transicién g;;(x) € k* para todo
zeUnN Uj.

Cabe destacar que si denotamos por 0% al haz de funciones regulares en X
que no se anulan, entonces g;; € 0% (U; N Uj) para todos i,j € I, i.e.,

gij:UiﬂUj — k"
son funciones regulares.
Por ejemplo, para el fibrado tautolégico Opn(—1) de P™, tenemos que
07 () = (w, (2, )y 07 (w,s) = (o, (20, 5,

de donde obtenemos (igualando coordenadas) el diagrama conmutativo

p_l(Ui N Uj)
0;1 N
= Hio 9._1 =
(Uz‘ N Uj) % Al N] (Ul N Uj) x Al
(z,t) (2, 2:) & (, 5)

En particular, deducimos que

.
gij(z) = = para todo z € U; N U;
Lj

son las funciones de transicién de Opn(—1).
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Ejercicio 3.1.13. — Sea Vyx & X x A" el fibrado trivial de rango r en X.
Probar que g;j(x) = I, para todos 7,5 € I son matrices de transicién de Vy.
En particular, g;j(z) = 1 son funciones de transicién del fibrado en rectas
trivial kx := X x Al

Las matrices de transicién son muy tutiles, pues nos permiten extender a la
categoria Vect(X) muchas de las construcciones de édlgebra lineal.

Definiciéon 8.1.14. — Sea X una variedad algebraica, y sean E & X y
F 4 X fibrados vectoriales de rangos rg(E) = r y rg(F) = s, dados por
matrices de transiciéon g;;(z) € GL.(k) y hij(z) € GLg(k), respectivamente
(en un cubrimiento abierto comun). Definimos:

(1) La suma directa E® F, con rg(E @ F') = r 4+ s, mediante las matrices

de transicion
i 0
9ii(@) € GLy4s(k).
0 hij (a;)

(2) El producto tensorial F ® F, con rg(E ® F) = rs, mediante las
matrices de transicién g;;(z) ® hij(x) € GLys(k).

(3) El dual EY, con rg(EY) = r, mediante las matrices de transiciéon
955 = (g5~ ")(x) € GL (k).

(4) El fibrado Hom(E, F) := EY ® F, con rg(Hom(E, F)) = rs.

(5) Para d € N, la potencia simétrica S?E, con rg(S?E) = (T+Z_1),
mediante las matrices de transicién S%g;;(x).

(6) Para d € {0,...,r}, la potencia exterior A’E, con rg(A’E) = (1),
mediante las matrices de transicién Adg;;(z).

(7) Dada una representacién de grado d > 1

p: GL, (k) — GLy(k),
definimos el fibrado E,, con rg(E,) = d, mediante las matrices de tran-
sicion p(gij(z)) € GL4(k). En particular,

det : GL, (k) — k*
determina un fibrado en rectas det(E), con funciones de transicién

det(g;j(z)). Més ain, det(E) = A"E.

Ejemplo importante 3.1.15. — Un caso particular muy importante es el
de fibrados en rectas L — X y M — X, dados por funciones de transicién g;;
y hij, respectivamente. Entonces:
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(1) Las funciones kij == gijhij = hi;g;j satisfacen la condicién de cociclo, y
definen
LoM=M®L
fibrado en rectas.
(2) El fibrado en rectas trivial kx E' X x Al, con funciones de transicién
kij = 1, verifica
kx®LgL®ngL.
(3) El dual LY, con funciones de transicién g, 11/, verifica
LoL'=2LV®L>ky.

El ejemplo anterior nos permite dar la siguiente definicién, fundamental en
geometria algebraica.

Definicion 3.1.16. — Sea X una variedad algebraica. Definimos el grupo
de Picard de X como el grupo abeliano

Pic(X) := {Fibrados en rectas en X}/ = .
Ejemplo 3.1.17. — En P(V) = P, definimos Opn (1) := Opn(—1)Y medi-

ante las funciones de transicion g;; = % Maés generalmente, para todo d € Z

definimos el fibrado i

d
s

Opn(d) mediante las funciones de transicién g;;(z) = <]> :
T

3.2. Secciones y haces localmente libres

Definicion 3.2.1. — Sea X una variedad algebraica y sea F/ 2y X un fibrado
vectorial de rango r. Una seccién regular (o simplemente seccién) de E es
un morfismo regular

s: X — E, v +— s(x)
tal que po s = Idy, i.e., s(z) € E; = k" para todo = € X.

E.’l; g AT
-m ’
S
l P

- X
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jAtencion! — El conjunto de secciones globales de E, dado por

[(X,E) :=HYX,E) :={s: X = E secci6n de E & X},

def

esun I'(X, Ox)-médulo. En efecto, si s,t € H'(X,E)y A € I'(X, Ox) = Ox(X)
entonces definimos
(s+t)(z) :=s(z) +i(z) vy (As)(x):= A(z)s(x).
En particular, H’(X, E) es un k-espacio vectorial.
Observacion importante 3.2.2. — En términos de trivializaciones y ma-

trices de transicién, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
E‘Ui = p_l(Ui) —>9, U; x A"
1
K 7
s\Ui Uz Ui5=9i05|Ui

donde o;(z) = (x, s;(z)) para todo x € U;, con
si(x) = (sin(z), ..., 80, () € Ox(U;)®".

Mas atn, en la interseccion U; N U; tenemos que

(z,55(z)) s(z) —— (2, 5(x))

de donde deducimos que
si(z) = gij(x)sj(x) para todo z € U; N U;.
Veamos algunos ejemplos explicitos.

Ejemplo 3.2.3. —

(1) Sea L = X x A! el fibrado en rectas trivial en X, con gi; = 1. Entonces,
HY(X,L) 2 T(X, Ox) se identifica a las secciones globales de Ox.

(2) De manera similar, si £ = X x A" es el fibrado trivial de rango r,
entonces HY(X, E) 2 T(X, Ox)®".

Ejercicio 3.2.4. — Sea f : Y — X un morfismo regular entre variedades
algebraicas, y sea F 2y X un fibrado vectorial. Probar que
D(f) - HY(X, E) — H(Y, f*E), s —T(f)(s)
y = (D)) = (y,s(f(¥)))

estd bien definida y es k-lineal.
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Ejemplo importante 3.2.5. — Sea d € Z y consideremos el fibrado en

rectas Opn (d), definido en P por las funciones de transicion g;;(x) = (%) .

Para determinar H%(P", Opn(d)), consideremos s; € Opx(U;) una funcién
regular en U; & {z; # 0} = A", el abierto estdandar de P" con coordenadas

o Ti—1 Tit1 Tn ASi
T w0 w0 @ s

[
m;
%

Luego, s; = g;js; en U; N Uj si y s6lamente si

S; = donde P; es un polinomio homogéneo de grado m;.

d
= 5y €, B = Pjz; .

d—m;
7
d que verifica s; = x% para todo i € {0,...,n}. Luego, hay un isomorfismo

Luego, si d > 0 entonces P := Px es un polinomio homogéneo de grado

d
L;

~ P
klzo, ..., on]q = HO(P", Opn(d)), P +—s {Si = }
1=0,...,n

entre los polinomios homogéneos de grado d > 0 y las secciones globales del
fibrado en rectas @pn(d). Del mismo modo, HO(P™, &pn(d)) = {0} si d < 0.

Observacion 3.2.6. — Sean £ — X y F — X fibrados vectoriales, dados
por matrices de transiciéon g;; y h;j, respectivamente. Dadas s € HY(X,E) y
t e HO(X , F') secciones globales, definidas respectivamente por las relaciones
s; = gi;8; ¥ ti = h;jtj, entonces tenemos que

def
5; @ t; = (gijs;) @ (hijtj) = (9i5 @ hij)(s5 @ t5),

por lo que obtenemos una seccién s @ t € H'(X, E ® F).

Es importante destacar que en general la aplicacién (s,t) — s ® ¢t no es
inyectiva ni sobreyectiva. Por ejemplo, si X = P" y consideramos E = Opn (1)
y F' = Opn(—1), entonces E ® F = kx es el fibrado en rectas trivial. En
particular,

HY(X,E® F) = T(P", 0pn) = k #HY(X, E) @, HO(X, F) = {0}.

Ejercicio 3.2.7. — Sean ' — X y F — Y fibrados vectoriales. Probar la
férmula de Kiinneth

HY(X,E) o, H(Y,F) 2 HY (X xY,EX F),
donde EX F := pr (E) ® pry-(F) es el producto tensorial exterior de E'y F.
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Ejemplo importante 3.2.8. — Un fibrado en rectas L — X es trivial (i.e.,
~ kx & X x Al) si y sélo si existe una seccién global s € HY(X, L) que no
se anula nunca, i.e., s(x) # 0 en L, = k para todo = € X.
En efecto, en tal caso podemos producir un isomorfismo
(x,t) > ts(x)
X x Al ———— L

N

que permite trivializar L globalmente.

Un caso particular importante es el de una variedad algebraica irreducible
tal que I'(X, Ox) = k (e.g. si suponemos que ademdas X es proyectiva). En
tal caso, si L — X es un fibrado en rectas tal que

(1) Existe s € HO(X, L) \ {0} seccién no-nula (i.e., existe 29 € X tal que

s(zg) # 0).

(2) Existe t € HY(X, L) \ {0} seccién no-nula (i.e., existe z; € X tal que
t(x1) #0).
Entonces, L = kx es el fibrado en rectas trivial.
En efecto, el producto de secciones
HY(X,L) o, (X, LY) — HYX, L LV) =2 T'(X,0x) 2k
define o(x) := s(x) @ t(x) défs(:r)t(m) seccién constante. Mas atin, o # 0 en el
abierto donde s(z) # 0y t(x) # 0. Asi, o es una seccién constante globalmente

no-nula, de donde deducimos que s y ¢ no se anulan nunca, y por ende L es el
fibrado en rectas trivial.

Construccion 3.2.9. — Sea E 25 X un fibrado vectorial de rango r. Defin-
imos el haz de secciones de E de la manera siguiente:

Para cada U C X abierto no-vacio, definimos

&) :=H(U, E|p) &of {s : U — E|y morfismo regular tal que po s =Idy}.
Dado que &(U) esun I'(U, Oy ) =

O'x-mbdulo. Més atn, las trivializaciones

92‘5E‘Ui %UiXAT

= x (U)-médulo, tenemos que el haz & es un

inducen isomorfismos de Op,-médulos & |y, = 6’@:, i.e., & es un Ox-mbddulo
localmente libre de rango r (cf. Observacién [1.4.10). En particular, si L — X
es un fibrado en rectas, entonces su haz de secciones & es un haz invertible.
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Reciprocamente, dado un &x-moédulo localmente libre de rango r, y un
cubrimiento abierto X = (J;c; U; tal que
vi: Ely, — ﬁﬁ:
es un isomorfismo de &y,-médulos, entonces en la intersecciéon U; NU; tenemos
que
.71

Pi
O, = (OFDlvew, = Slucw, —2 (OF v, = 6,

~ ~

\//
Gij
donde las g;; € GLr(ﬁUimUj) verifican la condicién de cociclo g;;g;x = gir en
UinU; N U (pues gij def i © cp;l). Asi, podemos definir un fibrado vectorial
E — X a partir de las matrices de transicion g;;(z), y por construccién el haz
de secciones de dicho fibrado E es isomorfo a &

Resumiendo la discusién anterior, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.2.10. — Sea X wuna variedad algebraica conexa (e.g. irre-
ducible). Entonces, la aplicacion

E— &

define (mdédulo isomorfismos) una equivalencia entre la categoria Vect(X)
de fibrados vectoriales en X y la categoria de Ox-mddulos localmente libres.
En particular, fibrados en rectas L — X estdn en correspondencia con haces
invertibles £ en X.

La siguiente observacién tutil permite comparar la fibra de un fibrado vec-
torial y el tallo de su haz de secciones.

Observacion importante 3.2.11. — Sea E — X un fibrado vectorial, y
sea & el haz de secciones asociado.
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Para cada x € X, denotamos por m,é&, al sub-médulo de &, formado por
gérmenes de secciones que se anulan en x € X. Entonces, tenemos una apli-
cacion k-lineal sobreyectiva

evy : &y —» Fy, s — s(x)
con ker(evy) def m, &, de donde deducimos que
EpjmypEy = By
para todo x € X.

Notacién 3.2.12. — Sea X una variedad algebraica y kx = X x Al el
fibrado en rectas trivial. Dado que el haz de secciones asociado a kx esta
dado ezxactamente por el haz estructural Oy, es que usualmente denotaremos
por Ox al fibrado en rectas trivial en X.

3.3. Sistemas lineales y amplitud

Durante toda esta seccién, consideraremos X una variedad algebraica y
L € Pic(X) un fibrado en rectas en X, definido en un cubrimiento abierto
X = U;er Ui por funciones de transicién {g;j}i jer-

Construccion 3.8.1. — Sean sq, ..., s, € H'(X, L)\ {0} secciones globales
no-nulas, donde cada s; estd definida por funciones regulares s;; € Ox(U;) en
U;. Asi, para cada x € U; definimos la aplicacién racional

o X - P 2+ [s0,i(2), ..., 5n(z)]

Ademas, notamos que la definicién de ¢ es independiente del abierto U;
escogido, pues al pasar de U; a U; cada coordenada de ¢r,(z) se multiplica por
el mismo factor no-nulo gj;(x). Luego, escribimos simplemente

o X -+ P x— [so(x), ..., sn(x)],
que esta bien definida fuera del cerrado
Z ={x € X tal que s;(x) =0 para todo i € {1,...,n}} C X.

Un caso particular importante es cuando sg, ..., s, no tienen ceros comunes
(i.e., Z =0), y por lo tanto

pp: X — P

es un morfismo regular. Més aln, en este caso tenemos que 7 Opn (1) = L.
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En efecto, basta notar que por definiciéon de pullback de fibrados vectoriales
(ver Observacion [3.1.6]) se tiene que ¢} Opn(—1) = LY. Para esto tltimo,
notamos que el fibrado 7 Opn(—1) estda determinado por los abiertos

X; = (Uy) &2 € X tal que s;(z) # 0},
def

donde U; = {x; # 0} C P". Ademads, dado que

orn(z) = [Zogg, . zn((i))] para todo z € Xj,

las funciones de transicién h;; de @7 Opn(—1) estan dadas por

S e s 1w
si() B gij(x)sj(z) o gij(z) = gji(x),

hij(x) =
ie., o} Opn(—1) = L.
Reciprocamente, dado un morfismo regular
f: X —P" v+ [fo(x),..., fu(x)]
consideramos L := f*Opn (1), junto con la aplicacién k-lineal
D(f) : HAP", Opn (1)) — HY(X, L), 2 — D(f)(w:) = si
Luego, f = ¢, ya que s;(z) &ef (zjo f)(x) &f fj(x) para todo j € {0,...,n}.
Resumiendo la discusién anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. — Sea X una variedad algebraica. Entonces, tenemos una
biyeccion
{ f: X—DP" } { L € Pic(X) junto con secciones }
<~
50

morfismo regular v 80 € HY(X, L) sin ceros comunes

fr—L:=f"Opn(1) y s; :==T(f)(x)
fi=9r = (L, (s0,..-,5n))
Lo anterior, motiva la siguiente definicién.
Definicion 3.3.3. — Sea L € Pic(X) fibrado en rectas en X. Un sistema
lineal M en X es un sub-espacio vectorial M C HO(X , L) de dimension finita.

En particular, si dimy H°(X, L) < 400 decimos que el sistema lineal H°(X, L)
es un sistema lineal completo.
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Notacién 3.3.4. — Dado un sistema lineal M C H°(X, L), denotamos por

(M| = P(M") < {hiperplanos en M}

el espacio proyectivo dua de M. Con esta notacién, podemos formular una

version sin coordenadas del Teorema anterior:

Dado un sistema lineal M C H°(X, L), definimos la aplicacién racional
def

op X - |M|EP(MY), x> M, :={s € M tal que s(x) =0p,}.

Luego, ¢ estd definida en = € X (i.e., M, es un hiperplano en M) si y sélo
si existe s € M tal que s(x) # 0. Més atn, si sg,..., S, es una base de M y
escribimos s = Y1, \;s;, entonces el hiperplano M, € |M| estd dado por la
ecuaciéon
)\080((1?) + -+ )\nSn(.%') =0

y corresponde al punto [so(z),...,sn(z)] € | M| défIP’(MV) = P" e,

o X = [ M| ZP") 2 — [so(x),...,sn(x)]
en coordenadas.

Definicién 3.3.5. — Sea M C H°(X, L) un sistema lineal. Definimos el
lugar de base de M mediante

Bs(M) := {x € X tal que s(x) = 0 para todo s € M}.

Decimos que M es libre de puntos de base (o globalmente generad
si Bs(M) =0, i.e.,
def
om X — |[M|EP(MY)
es un morfismo regular. Equivalentemente, el morfismo de evaluacién
ev: X XM — L, (z,s) — s(z)
es sobreyectivo. En particular, tenemos una biyeccién
f: X —P L € Pic(X) junto con M C H°(X, L) sistema
—
morfismo regular lineal de dimg(M) = n + 1 sin puntos de base

Ejemplo 3.3.6. —

2 En Eléments de géométrie algébrique, Grothendieck usa la convencién dual a la que usamos
nosotros. Més precisamente, si V = k™ es un k-espacio vectorial entonces Grothendieck usa
la notacién P(V') para referirse a nuestro P(V") = Gr(n — 1, V).

®)En inglés, base point free o bien globally generated.
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En terminologia cldsica, si dimy(M) = 2 (i.e., |M| = P!) entonces se
dice que
fiX - |M|=P!
es un pincel de hipersuperficies en X.
Las inclusiones M C N C H(X, L) inducen aplicaciones racionales

X -5 PNY)
\\ |
| T
NI
P(MY)

N
M N

donde 7 es la proyeccién lineal inducida por NV — M. En coorde-
nadas, si sg,..., S, es una base de N tal que sq,..., s, es una base de
M C N, entonces

T[S0y -+ s Smy Smtly -« s Sn)) = [S0s+ -+ s Sm)-
Tipicamente, puede ocurrir que H’(X, L) no tenga puntos de base, pero
M C H(X, L) si tenga puntos de base.
Sea X =P" y L = Opn(d) con d > 1. Entonces,

HO(]P’H, ﬁ[pm (d)) = k[wo, “. ,xn]d

es isomorfo al espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado d.
Luego,

or L vy P PHO(P", Opn(d))Y) = PN
coincide con el incrustamiento de Veronese (ver Ejemplo , donde
N = (”gd) — 1. En particular, Opn(d) es globalmente generado.
En P2, consideramos M := Vecty (yz, xz,zy) C H°(P2, Opn(2)) sistema
lineal. Entonces,

on P2 -5 P2 (2,9, 2] — [yz, 22, 2y]
es la involucién de Cremona (ver Ejemplo .
Sea ¢ : Gr(r,V) = P(A"V) = PV el incrustamiento de Pliicker, con
N = (") — 1. Entonces, denotamos por
Ocre(rvy(1) = " Opn (1)

al fibrado en rectas globalmente generado inducido por ¢.

. . f . .
Maés generalmente, si X —— P™ es un incrustamiento cerrado, entonces

denotamos
def

Ox(1) = f*Opn(1) = Opn (1)) x.
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Cabe destacar que hay un abuso en dicha notacién, pues Ox (1) depende
del incrustamiento f.

Ejercicio 3.3.7. — Sean a,b € Z. En P" x P™, definimos
ﬁ]}l)nx]}l)m (CL, b) = ﬁ]}hn ((l) X ﬁpm (b) S PlC(Pn X I[Dm)

Probar que el sistema lineal completo definido por L = Opnypm(1,1) induce
un morfismo regular

or :P"x P || =2 PV
que coincide con la incrustaciéon de Segre.

Con la terminologia anterior, podemos responder a una de las preguntas
motivacionales de este capitulo:

Dado un sistema lineal libre de puntos de base M C H°(X, L), ;cudndo
on 2 X — | M| 2 P™ es un incrustamiento cerrado?

Para responder lo anterior, necesitamos el siguiente resultado clasico de
algebra conmutativa.

Recuerdo 3.3.8 (Lema de Nakayama). — Sea (A, m) anillo local con
cuerpo residual A/m = k, y sea M un A-mdédulo finitamente generado.
Si uy,...,um € M son elementos tales que sus im&agenes
[ui], ..., [um] € M/mM son generadores de dicho k& = A/m-
espacio vectorial cociente, entonces uq, ..., U, generan M como
A-médulo.
En particular, si A es noetheriano y M = m, entonces podemos identificar
generadores de m al mirar sus imagenes en el cociente m/m?.

Teorema 3.3.9. — Sea f : X — Y un morfismo finito entre variedades
algebraicas. Supongamos que:

(1) f separa puntos, i.e., f es inyectivo.

(2) f separa tangentes, i.e., el diferencial

es inyectivo para todo x € X.

d
Entonces, f es un incrustamiento cerrado (i.e., X = f(X) ——3 Y.
Demostracion. — Reemplazando Y por f(X), podemos suponer que f es
biyectivo. Sea g := f~!: Y — X funcién continua (dado que f es un morfismo
cerrado, al ser un morfismo finito) y veamos que g es regular:
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Dado que ser regular es una propiedad local, podemos suponer que X e Y
son variedades algebraicas afines. Notemos que basta probar que el pullback

oY) — 0(X)

es un isomorfismo, donde la inyectividad estd garantizada por el hecho que f
es dominante. En efecto, si Im(f*) = &(X) entonces
def * * *
oY) =Im(Idg(y)) = Im(g* o f*) = (5°) (O (X)),

de donde se deduce que (¢*)(0 (X)) C O(Y), y por ende que g es un morfismo
regular. Veamos que Im(f*) = 0(X):

Dado que f separa tangentes, tenemos que el dual del diferencial

oy fmy - mg /m3

es una aplicacién k-lineal sobreyectiva, donde y := f(x). Luego, si
U1, ..., Uy € My, son generadores, entonces las imagenes [f*(u1)], ..., [f*(um)]
son generadores de m;/m2. Por lo tanto, el Lema de Nakayama implica que
[*(u1),..., f*(um) generan my, C Ox 4, ie., my = (f*(my)) C Ox .

Por otro lado, el hecho que f es un morfismo finito implica que Ox , es un

Oy,-médulo finitamente generado (via f*). Asi, dado que [1] es un generador
de Ox z/my; = k y dado que

51 Oyvy/my — Ox . /(f*(my)) = Ox . /m,

es sobreyectivo, tenemos gracias al Lema de Nayakama que 1 genera Ox,
como Oy,-médulo via f*, ie., Ox . = [*Oy ;) para todo x € X.

Asi, f determina un isomorfismo a nivel de tallos y luego un isomorfismo
de haces. En particular, 0(X) = Im(f*). O

Observacion importante 3.3.10. — Una consecuencia directa de lo ante-
rior es que todo morfismo f : X — Y finito étale biyectivo es un isomorfismo.
En general, el grupo fundamental étale 7¢*(X) permite clasificar los posi-
bles morfismos étale Y — X. Para mas detalles, asi como conexiones con el
grupo fundamental topolégico en el caso en que k = C, ver [Mil13].

En el contexto de sistemas lineales, tenemos la siguiente consecuencia. Aqui,
usaremos una consecuencia del Teorema de Grauert-Grothendieck que probare-
mos en el siguiente capitulo usando técnicas de cohomologia:

Si f: X — Y es un morfismo regular cuyas fibras f~1(y) son con-
juntos finitos (e.g. f inyectivo) y X es una variedad proyectiva,
entonces f es un morfismo finito.
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Corolario 3.3.11. — Sea X wuna wvariedad algebraica proyectiva y sea
M C HY(X, L) un sistema lineal. Entonces,

o X — | M| = P(MY)
es un incrustamiento cerrado si y solo si

(1) M separa puntos, i.e., para todos x,y € X con x # y existe una
seccion s € M tal que s(x) =0 y s(y) # 0. En particular, M es libre
de puntos de base.

(2) M separa tangentes, i.e., para todo © € X y todo vector tangente
v €T, X existe una seccion s € M tal que s(x) =0 y (dzs)(v) # 0.

Demostracion. — La condicién (1) asegura que ¢js es un morfismo regular
inyectivo. Luego, dado que X es una variedad proyectiva, tenemos gracias
al Teorema de Grauert-Grothendieck que pp; es un morfismo finito. Asi, el
Teorema anterior nos reduce a verificar que la condicién (2) es equivalente a
que @) separe tangentes, i.e., que d @ es inyectiva para todo x € X:

Sea x¢p € X fijo, y sea sg,...,S, una base de secciones de M tales que
so(zo) # 0y si(xg) = 0 para todo i > 0, i.e.,
onm(zo) = [1,0,...,0].
Luego, para todo x en el abierto
X5, = {z € X tal que so(x) # 0}
se tiene que
s1(x) sn ()

) bR
so() so(7)
Asi, obtenemos por restriccién

o (z) } € Up % {20 # 0} = A™.

@M:XSOHA”,@H—><

y nos reducimos a analizar el diferencial
duoorr : Tog X = Tog Xsg — Ty (20) A" v > (daoor) (v).
Para ello, notamos que para j > 0 la relacién s; = g;;s; y el hecho que
sj(xp) = 0 implican que
(do5i)(v) = i (20) (dag 55) (V) + (daogij) (V) - sj(20) = gij(x0)(day55) (v),
i.e., (dgysi)(v) estd bien definido. Luego, la regla de Leibniz implica que

(doyonr) (V) = ((dxosl)(”) (dzosn)(v)> ,

S0 (3:0) ’ ’ S0 (.To)
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de donde deducimos que dg,¢ns es inyectivo si y sélo si el sistema lineal M
separa tangentes (i.e., (2)). O

Utilizando el lenguaje de sistemas lineales, podemos obtener la siguiente
generalizacién del Teorema de Bertini (ver Teorema [2.14.11)).

Teorema 3.3.12 (Bertini). — Supongamos que car(k) = 0. Sea X wuna
variedad algebraica suave e irreducible, y sea M C H*(X, L) un sistema lineal
libre de puntos de base. Entonces, para s € M seccion general, la variedad

V(s) :={z € X tal que s(z) =0} C X
es suave.
Demostracion. — Consideremos la variedad de incidencia

I:={(s,z) € M x X tal que s(x) = 0}.
Dado que M es libre de puntos de base, la fibra de la segunda proyeccién

pry ! (z) L, e |M| = P

es un hiperplano pry Y(z) =2 P"! para todo = € X. Ademés, el hecho que el fi-
brado en rectas L es localmente trivial en un cubrimiento abierto X = (J;c; U;
se traduce en que pry, : I — X es una fibracion en espacios proyectivos local-
mente trivial, i.e.,

pry ' (U;) =2 U; x P*! para todo i € I.
En particular, I es una variedad algebraica suave. Luego, el Teorema de
suavidad genérica aplicado a la primera proyeccién pr; : I — M, implica que
la fibra pr—1(s) &f V(s) es suave para s € M = A" seccién general. O
Ejemplo 3.3.13. — Sea X <—>f P™ variedad algebraica proyectiva suave e
irreducible, de dim(X) > 1. Si consideramos el pullback

L= f"0pn(1) := Ox(1),
entonces la restriccién de secciones define un sistema lineal
M :=Tm (T(f) s HO(P", Gpn (1)) 2 k"1 — HO(X, L), 5 — s|x)
que, por construccién, no posee puntos de base. Mas aun,
V(s) &' X N H, es una seccién hiperplana.

Asi, el Teorema anterior implica que X N H, es suave para s € M seccion

general (cf. Teorema [2.14.11]).
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En Geometria Algebraica, el término positividad suele asociarse al estudio
de sistemas lineales “con muchas secciones, donde la referencia tradicional
para este tipo de problematicas es [Laz04al, Laz04b|. Veamos a continuacién
algunas nociones fundamentales:

Definicion 3.3.14. — Sea X una variedad algebraica y L € Pic(X) un
fibrado en rectas tal que dimy HO(X, L) < +o0, con

or: X - PH(X, L))
la aplicacién racional asociada. Decimos que L es:

(1) globalmente generado (o libre de puntos de base) si la aplicacién
racional ¢y es un morfismo regular, i.e., si el conjunto

Bs(L) := {z € X tal que s(z) = 0 para todo s € H(X, L)}

es vacio.
(2) semi-amplio si L®™ es globalmente generado para cierto m € N=1,
(3) muy amplio si ¢z, : X < P(H°(X,L)V) es un incrustamiento cerrado,
i.e., si L separa puntos y tangentes.
(4) amplio si L®™ es muy amplio para cierto m € N21,
En particular, una variedad algebraica X es proyectiva si y sélo si existe
L € Pic(X) fibrado en rectas amplio.

Ejercicio 3.3.15. — Sean L, M € Pic(X) fibrados en recta en una variedad
algebraica X. Probar que si L es muy amplio y M es globalmente generado,
entonces L ® M es muy amplio.

La siguiente definicién fue introducida por Shigeru litaka en su tesis doctoral
en el ano 1970.

Definicion 3.3.16. — Sea X una variedad algebraica y L € Pic(X) fibrado
en rectas tal que dimy HO(X, L®™) < +oco para todo m € NZ1. Definimos la
dimension de lIitaka de L mediante
max dim (ch®m (X)) si existe mg € NZ! tal que H(X, L®™0) £ {0}
k(L) = meN21
—00 si HY(X, L®™) = {0} para todo m € N=!

Luego, k(L) € {—0,0,1,...,dim(X)}. Més ain, decimos que L es big si
tiene dimensién de litaka maximal, i.e., k(L) = dim(X).
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Ejercicio 3.3.17. — Sea X una variedad algebraica y L € Pic(X) fibrado
en rectas tal que dimy HO(X, L®™) < +00 para todo m € N=1. Probar que se
tienen las siguientes implicancias:

L globalmente generado =—=> L semi-amplio == (L) > 0

W W ﬂ

L muy amplio =—————= L amplio =——= L big

Terminemos esta secciéon con un resultado importante, cuya demostracién
se escapa de los alcances de este texto.

Teorema 3.3.18 (Zariski, 1962). — Sea X una variedad algebraica proyec-
tiva normal, y sea L € Pic(X) un fibrado en rectas tal que el lugar de base
Bs(L) es un conjunto finito. Entonces, L es semi-amplio.

Observacion importante 3.3.19. — En general, decimos que un fibrado
en rectas L € Pic(X) es movil si

codimx (Bs(L)) > 2.
Luego, el resultado anterior nos dice en particular que:

En una superficie algebraica proyectiva normal, todo fibrado en
rectas mévil es semi-amplio.

3.4. Divisores de Weil y Divisores de Cartier

En esta seccién, veremos como el lenguaje de divisores (introducido por
Dedekind y Weber) nos permite en muchos casos calcular el grupo de Picard
Pic(X).

Recuerdo 3.4.1. — Sea X una variedad algebraica irreducible y sea Y C X
una hipersuperficie irreducible. Supongamos que
(1) codimx Sing(X) > 2
La condicién (f]) se cumple, por ejemplo, si X es una variedad algebraica

normal (ver Teorema [2.15.7)).

En particular, en este caso tenemos que Xyeg NY # () y por ende podemos
considerar y € Y punto suave en X. Asi, existe una vecindad afin U C X de
y € X y un elemento irreducible no-nulo u € & (U) tal que

Z(Y NU) = (u), ie., u es una ecuacién local de Y.
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Luego, dado que k(X) = k(U) = Fr(0(U)), tenemos que toda funcién racional
no-nula f : X --» k puede escribirse como
uCLg/

/
f= % =y = um%, donde m:=a—be€Zydonde g, ¢ Z(Y NU).
Mas atin, m > 0 si f € Oxy es regular en y € X.

Terminologia 3.4.2. —

Con la notacién anterior, definimos la multiplicidad de una funcién
racional no-nula f € k(X) \ {0} a lo largo de Y como vy (f) := m € Z.
Ademés, decimos que:

(1) f tiene un cero a lo largo de Y si vy (f) > 0.

(2) f tiene un polo a lo largo de Y si vy (f) < 0.

La discusién anterior motiva la siguiente definicién, introducida por David
Mumford en honor a André Weil (1906-1988).

Definicion 3.4.3. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal (o
tal que ) Un divisor de Welil es una expresién de la forma

D = Z ny - Y, donde ny € Z y donde Y C X hipersuperficie irreducible.

finita
En otras palabras, es una suma formal obtenida como combinacién lineal
entera de hipersuperficies irreducibles de X. Denotamos por WDiv(X) al
grupo abeliano de divisores de Weil en X.

Lema 3.4.4. — Sea X wuna variedad algebraica irreducible normal (o tal
que (1)), y sea f € k(X)\ {0}. Entonces, existen finitas hipersuperficies
irreducibles Y C X tales que vy (f) # 0.

Demostracion. — Sea U = Dom(f) C X el abierto denso donde f es un
morfismo regular, y sea Z := X \ U su complemento. Dada una hipersuperficie
irreducible Y C X, tenemos que:

Caso 1. SiY C Z, entonces Y sélo puede ser una de las finitas componentes
irreducibles de Z.

Caso 2. Si Y NU # (), entonces vy (f) > 0 por definicién de multiplicidad.
Ademéds, vy (f) > 0 implica que Y C V(f), y este ultimo conjunto cerrado
tiene finitas componentes irreducibles.

En ambos casos, se tiene el resultado deseado. O

El ejemplo principal de divisor de Weil es el siguiente.
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Ejemplo importante 3.4.5. — Sea X una variedad algebraica irreducible
normal (o tal que ({)), y sea f € k(X)\ {0}. Definimos el divisor de Weil
asociado a f mediante

div(f) = Y. w(f) Y Ediv(f)y —div(f)-,
hip, Toned.

donde div(f)4 (resp. div(f)_) denota el divisor de ceros (resp. polos) de f.
Notar que si f,g € k(X) \ {0}, entonces

div(fg) € div(f) + div(g).

Luego, obtenemos un morfismo de grupos abelianos
div : k(X)* — WDiv(X), f — div(f)

cuya imagen
PWDiv(X) := {D € WDiv(X) tal que existe f € k(X)* tal que D = div(f)}
es el sub-grupo (normal) de divisores de Weil principales de X.

El ejemplo anterior se generaliza en gran medida al considerar secciones
racionales de fibrados en rectas.

e oo . . P
Definicion 3.4.6. — Sea X una variedad algebraica y L = X un fibrado
en rectas. Una seccién racional es una aplicacién racional

s: X -—» L

tal que p(s(z)) = x para todo € Dom(s). En particular, una seccién racional
del fibrado trivial L = O'x se identifica a una funcién racional.

Observacion importante 3.4.7. — Dado L — X un fibrado en rectas
con funciones de transicién g;; y s : X --» L una seccién racional no-nula,
entonces podemos asociarle un divisor de Weil div(s), que no es necesariamente
principal si L 2 Ox, de la manera siguiente:

Si s estd dada por una colecciéon {s;};c; donde s; € k(U;) y

donde X = |J;c; U; es un cubrimiento abierto de X que trivializa

L, entonces s; = g;;s; en U; N U;. En particular,

vy |v,nu; (8i) = vyluinu; (9i5) vy luinu, (85) = vy luinu; (s5)
def |
no depende de los indices 7,7 € J.
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Asi, definimos

div(s) := Z vy (s) Y,
YCX
hip. irred.

el divisor de Weil asociado a la seccién racional s : X --» L.

Ejemplo 3.4.8. —

(1)

Sea X una variedad algebraica suave e irreducible, y sea f € k(X)* una
funcién racional no-nula.

Ejercicio 3.4.9. — Probar que f € 0(X) es regular si y sélo si todos
los coeficientes de div(f) son > 0.

Dado que HO(P", Opn) = k, si Y C P™ es una hipersuperficie irreducible
y d € NZ! entonces el punto (1) implica que D := dY no es un divisor
principal. El mismo argumento se aplica a cualquier variedad algebraica
proyectiva e irreducible.

En P", denotamos por

Hz' = {xz = 0} = Pn_l

al hiperplano asociado a z; € H*(P™, Opn(1)). Entonces, el divisor prin-
cipal asociado a la funcién racional
T

flxo,...,xpn) = —

Zj
es div(f) &f H; — H;. Por otra parte, el divisor asociado a la seccion
regular s = x; € HY(P", Opn (1)) es div(s) ' H;, que no es principal.
En el cono singular
X = {(z,y,2) € A® tal que 2* = zy},

el divisor principal asociado a la funcién regular f = z € O(X) es
div(f) = 2L, donde L C X es la recta de ecuaciones x = z = 0.

Terminologia 3.4.10. — Sea Y C X una hipersuperficie irreducible. En-
tonces, el divisor de Weil

Y :=1-Y € WDiv(X)

es llamado un divisor primo. Mas ain, decimos que un divisor de Weil
D =377, n;Y; es un divisor efectivo si n; > 0 para todo i € {1,...,r}. En
tal caso, escribimos D > 0.

Ya hemos visto que, en general, no todo divisor de Weil es principal. Por

ende, es natural tratar de medir dicha discrepancia.
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Definicion 3.4.11. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal (o
tal que (f])). Definimos el grupo de clases de X mediante

CI(X) := coker(div) & WDiv(X)/PWDiv(X).

Maés atn, decimos que Dy, Dy € WDiv(X) son linealmente equivalentes si
existe f € k(X)* tal que

D1 — D2 = le(f), i.e., [Dl] = [DQ] en CI(X),

y en tal caso escribimos Dy ~ Ds (0 bien Dy ~y, D3).

El grupo de clases tiende a ser bastante manejable en varios casos.

Ejemplo importante 3.4.12. —

(1)

En P", los hiperplanos H; ~ H; son linealmente equivalentes. Mas

generalmente, si Y = V(P) C P" es una hipersuperficie irreducible
definida por un polinomio P homogéneo de grado d > 1, entonces
P(xg,...,x N
F(ao, . an) = D0 20Tn) gy
0

es una funcion racional no-nula tal que div( f) def Y —dHy,ie.,Y ~ dHy.
En particular,
CI(P") = Z[H,]

es un grupo ciclico generado por la clase del hiperplano Hy. Dado que
[dHp] # 0 para todo d € N=1| tenemos que CI(P") = Z es un grupo
ciclico infinito.

En A", siY C A" es una hipersuperficie irreducible entonces Z(Y') = (u)
es un ideal principal (primo) de O(A™). Por definicién, tenemos que
vy (u) Ly div(u) 'y, Luego,

Todo divisor de Weil de A" es principal, i.e., CI(A"™) = {0}.

Mas generalmente, si X es una variedad algebraica afin irreducible y
normal, entonces Cl(X) = {0} si y s6lo si &(X) es un dominio de
factorizacién tnica.

El siguiente resultado es sumamente ttil para realizar calculos explicitos en

situaciones concretas.

Proposicion 3.4.13. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal
(o tal que (f))). Sea Z C X un cerrado propio y sea U = X \ Z abierto denso.
FEntonces:
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(1) La restriccion
Cl(X) =2 CIU), D= n;¥;+— Dy :=> ni(Y;NU)
es sobreyectiva, donde definimos n; =0 en D|y si Y; NU = ().
(2) Sicodimy(Z) > 2, entonces Cl(X) = CL(U).
(3) SiYy,...,Y, son las componentes irreducibles de codimension 1 de Z,
entonces la sucesion de grupos abelianos

EBZ ] == CI(X) =% CI(U) — 0

es exacta, donde Z1Y;] denota el grupo ciclico generado por [Y;] € C1(X).

Demostracion. — Para (1), notamos que si ¥ C X es un divisor primo, la
interseccion Y NU es vacia o bien un divisor primo en U. Ademas, si f € k(X)*
con div(f) = n;Y;, entonces podemos pensar f € k(U)*
racional en U y notamos que

div(f) =Y _ni(Y;NU) en WDiv(U),

como una funcién

de donde obtenemos un morfismo ClI(X) —» CI(U). Dicho morfismo es so-
breyectivo, pues si Yy C U es un divisor primo, entonces Yy = Y|y con
Y := Yy C X dado por la adherencia de Y.

Para (2) y (3), notamos que WDiv(X) y CI(X) depende sélamente de sub-
conjuntos cerrados de codimensién 1, y que el kernel de C1(X) — CL(U) esta
generado por las clases de los Yi,...,Y,. O

Ejemplo 3.4.14. —
(1) Sea U C A™ un abierto no-vacio, entonces C1(U) = {0}.
(2) Sea Y C P™ una hipersuperficie de grado d > 1. Entonces, Y ~ dH y
la sucesién exacta
ZIY] 2 dZ —s CIF") 2 Z — CIE"\ V) — 0
implica que CI(P™"\ Y) = Z/dZ.
(3) En P! x P!, consideramos las rectas
Ly :={p} x Pl y Ly :=P"' x {q},
donde p, ¢ € P'. Entonces,
(P! x PY)\ (L1 U Ly) =: U = A%

Luego, la sucesion exacta del Teorema anterior y el punto (1) implican
que
{0} = CUU) = CUP' x P')/(Z[L1] & Z[Ls)),
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i.e., CI(P! x P!) estd generado por [L1] y [L2]. De hecho, mas adelante
veremos que Cl(P" x P™) = 72,

(4) Sea X una variedad algebraica suave e irreducible, y sea Z C X una
subvariedad suave e irreducible tal que codimx (Z) > 2. Sea

e:Blz(X) — X
el blow-up de Z C X, con divisor excepcional ef -1 (Z). Entonces,
Cl(X)=CI(X \ Z)ZClBlz(X)\ E) y luego
CI(Blz (X)) = CI(X) @ Z[E].
Ejercicio 3.4.15. — Consideremos el cono singular
X = {(z,y,2) € A3 tal que 2* = zy}
y L = {z = 2z =0} recta en X. Probar que
Cl(X) = 7/27

es un grupo ciclico generado por [L], que cumple [2L] = 0 en Cl(X).

Indicacién: Probar que L no es un divisor principal (cf. Ejercicio|2.15.24)), y
que X \ L = U donde U C A? es un abierto no-vacio.

Para relacionar los grupos Cl(X) y Pic(X) se requiere la nocién de divisor
de Cartier, introducida por David Mumford en honor a Pierre Cartier.

Definicion 3.4.16. — Sea X una variedad algebraica irreducible. Una fa-
milia {(f;, U;)}icr, dada por un cubrimiento abierto {U;};c; de X y por fun-
ciones racionales no-nulas f; € k(U;)*, es admisible si

gij == fi/ f; € O%(U; N Uj) para todos i,j € I,

i.e., fi/ fj es una funcién regular que no se anula en U; NU;. Ademas, decimos
que dos familias {(fi,U;) }ier v {(g5, V) }jes son equivalentes si su unién

{(fi,Ui) }ier U{(gj,V})}jes es admisible.
Un divisor de Cartier en X es D = [(fi,U;)ier], una clase de equivalencia
de familias admisibles. Denotamos por Div(X) al conjunto de divisores de
Cartier en X.

Observacion importante 3.4.17. — Sea D = [(fi,Ui)ier] un divisor de
Cartier en X, y sea UjesV; = X un cubrimiento abierto de X, entonces

{(fi, Ui) Yier ~ {(filuinv;, Ui N V5) Yagyerxa-
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En particular, siempre podemos suponer que dos divisores de Cartier estan
definidos en el mismo cubrimiento. Con esto en mente, podemos observar que
Div(X) es un grupo abeliano:

Dados D = [(fi,U;)ict] vy D' = [(9i,U;)ic1] en Div(X), definimos

(i) =D = [(1/fi, Ui)iei]-

(i) D+ D":=[(figi, Ui)ieil-

(iii) 0:=[(1,X)]. Luego, D =0 en Div(X) si y sélosi f; € O%(U;) Vi € I.
En particular, Div(X) = I'(X, #%/0%) se identifica a las secciénes globales
del haz cociente K+ /0%, donde 5 (U) := k(U)*.

Las nociones estudiadas en el contexto de divisores de Weil, se extienden
naturalmente a divisores de Cartier.

Definicion 3.4.18. — Sea X una variedad algebraica irreducible y sea
D = [(fi,Ui)ier) un divisor de Cartier. Decimos que:
(1) D es un divisor efectivo si f; € Ox(U;) es una funcién regular para
todo ¢ € I. En tal caso, escribimos D > 0.
(2) D es un divisor de Cartier principal si D = [(f, X)] para cierta
fekXx).
(3) PDiv(X) es el sub-grupo (normal) de divisores de Cartier princi-
pales de X.
Maés atin, si D' € Div(X) es un divisor de Cartier, decimos que D y D’ son
linealmente equivalentes si D — D’ es un divisor principal, y en tal caso
escribimos D ~ D’ (o bien D ~y, D).

El siguiente resultado fundamental nos permitird comparar ambas nociones.
Teorema 3.4.19. — Sea X una variedad algebraica irreducible normal (o
tal que ({f])). Entonces, hay un morfismo de grupos inyectivo

¢ : Div(X) — WDiv(X)
que cumple que (PDiv(X)) C PWDiv(X), i.e., la imagen de un divisor de
Cartier principal es un divisor de Weil principal. Mds atin,

Si X es una variedad suave, entonces Div(X) = WDiv(X).

Demostracion. — Sea D = [(fi,U;)icr] € Div(X) un divisor de Cartier, y
consideremos el divisor de Weil D € WDiv(X) definido por

D= Y w(fi)Y
YCX
hip. irred.
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para cualquier i € I tal que Y NU; # (), lo cual es independiente de ¢ € I pues
fi/ i € 0%(U; N Uj) no tiene ceros ni polos. Asi, obtenemos un morfismo de
grupos
¢ : Div(X) — WDiv(X), D — D.

Mas atn, si D = [(f,X)] es un divisor de Cartier principal, entonces
D ¥ div(f) es principal. Por otro lado, la condicién implica que si
vy (fi) = 0 para todo Y C X divisor primo, entonces f; € 0% (U;) para todo
i€l ie, D=0enDiv(X). Asi, ¢ es un morfismo inyectivo.

Finalmente, si X es una variedad algebraica suave y Y C X es un divisor
primo, entonces el hecho que Ox , es un anillo factorial para todo z € X
implica que existe un cubrimiento abierto {U; };cr de X tal que Z(YNU;) = (f;)
es un ideal principal para todo i € I. Asi, el divisor de Cartier

def

Dy = [(fi, Ui)ie1] verifica que o(Dy) =Y.

En particular, todo divisor de Weil efectivo es de Cartier (al ser suma de
divisores primos). Dado que todo divisor de Weil es diferencia de divisores de
Weil efectivos, deducimos que Div(X) = WDiv(X) en este caso. O

Terminologia 3.4.20. — Una variedad algebraica irreducible X es local-
mente factorial si Ox , es un anillo factorial para todo z € X (e.g. X suave).
En tal caso, el argumento anterior muestra que

Div(X) =2 WDiv(X).

Mas generalmente, decimos que X es una variedad Q-factorial si para todo
divisor de Weil D € WDiv(X) existe un entero positivo m = m(D) € N=1 tal
que mD es un divisor de Cartier.

Ejercicio 3.4.21. — Consideremos el cono singular
X = {(z,y,2) € A® tal que 2* = 2y}

y L = {x = z = 0} recta en X. Probar que L € WDiv(X) no es un divisor de
Cartier (i.e., no es localmente principal), pero que 2L es un divisor de Cartier.

Para relacionar lo anterior con el grupo de Picard de X, necesitamos la
siguiente observacién importante.

Construccion 3.4.22. — Sea X una variedad algebraica irreducible y sea
D = [(fi,Ui)icr] € Div(X) un divisor de Cartier. En U; N Uj, las funciones

gij := fi/ fj € Ox(U; NUj)
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son regulares sin ceros. Mas auin, verifican la condicion de cociclo
9ij9ik = gik en U; N U; N Uy.
Luego, D define un fibrado en recta Ox(D) € Pic(X) con funciones de
transiciéon 9ij déf fz/f]
Por otro lado, recordemos (ver Definicion [3.4.6)) que una seccion racional

de L = Ox (D) es una aplicaciéon racional

s: X --» ﬁx(D>
definida por una coleccién {s;}ie;r de funciones racionales s; € k(U;) verifi-
cando que s; = g;;5; oef }c—;sj en U; NUj. Luego, las funciones s; := f; € k(U;)
definen tautolégicamente una seccién racional

Sp X --» ﬁx(D>
puesto que f; &f gijfj en U; NU;.

Teorema 3.4.23. — Sea X una variedad algebraica irreducible. Entonces,
el morfismo
7 : Div(X) — Pic(X), D — Ox(D)
induce un isomorfismo
7 : Div(X)/ PDiv(X) — Pic(X).
En particular, Dy ~ Da si y sélamente si Ox(D1) = Ox(D2).
Demostracion. — Si D = [(f, X)] es un divisor de Cartier principal, entonces
Gij € de., Ox (D) = Ox es el fibrado trivial en Pic(X). Asi, la propiedad
universal del cociente nos dice que 7 induce un morfismo de grupos
7 : Div(X)/PDiv(X) — Pic(X), [D] — Ox (D).
Veamos que:
(1) 7 es inyectivo: Sea D = [(fi,U;)icr| € Div(X) tal que Ox(D) = Ox.
Entonces, existe una seccién s € H(X, 0x (D)) que no se anula nunca
(cf. Ejemplo [3.2.8), i.e., estd dada por una coleccién {s;}icr con
si € 0% (U;) y tales que

) Que en la literatura clasica también se denota por .Zp o por .Z(D).
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En particular, f := f—z = i% define una funcién racional f € k(X)* que

por construccién verifica [(f, X)] D, i.e., D es un divisor principal.

(2) T es sobreyectivo: Sea L € Pic(X) dado por funciones de transicién
gij € O%(U; NUj) en una trivializacién {U; }icr. Si fijamos un indice
¢ e Iy definimos f; := g € k(U;)*, entonces al divisor de Cartier

D = [(fi, Ui)iei]
le asociamos el fibrado en rectas Ox (D) con funciones de transicion
j. . def Ji def Giv
ij = =
fi g
donde la ultima igualdad se obtiene gracias a la condicién de cociclo.
Asi, Ox(D) = L.

Luego, 7 : Div(X)/PDiv(X) — Pic(X) es un isomorfismo. O

- g’L]?

Todo lo que hemos discutido hasta el momento puede resumirse de la manera
siguiente.

Observacion importante 3.4.24. — Consideremos X variedad algebraica
irreducible normal (o tal que ) Entonces, se tiene el siguiente diagrama
Pic(X) < {fibrados en rectas}/ = = {haces invertibles}/ =
8 L—.%, con Z(U):=H°(U,L|y)
g ~
S
Div(X)/ PDiv(X) Sl CI(X) * WDiv(X)/ PWDiv(X)

T(X, 43/ 6%) = Div(X) & {div. de Cartier}—"— WDiv(X) * {div. de Weil}
D=[(f:,U)l—D=3" vy (fi)Y

Mas ain, si X es una variedad algebraica suave (o localmente factorial) los
morfismos (x) son isomorfismos.

Terminemos la seccién con algunas observaciones importantes (que usare-
mos mucho a futuro), ejemplos explicitos, y aplicaciones de lo anterior.
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Observacion importante 3.4.25. — Sean X e Y variedades algebraicas
irreducibles.

(1)

Sea ¢ : Y — X un morfismo regular y D = [(fi,U;)ier] € Div(X)
un divisor de Cartier en X. Entonces, siempre podemos considerar el
pullback ¢*@x (D) € Pic(Y') como fibrado en rectas.

Por otro lado, la familia {¢*(f;), ¢ *(U;)}ies define un divisor de
Cartier ¢*D € Div(Y) en Y siempre y cuando

* def _
¢ (fi) = fiow # 0 en o~ (Uy).
Esto ocurre, por ejemplo, si ¢ es dominante (ya que ¢* : k(X) < k(Y)
es inyectivo en tal caso). Ademds, por construccion, si ¢*D estd bien
definido entonces
©*Ox (D) = Oy (¢*D) en Pic(Y).

Sea D = [(fi, U;)icr] € Div(X) un divisor de Cartier en X, y sea Ox (D)
el fibrado en rectas asociado. Histéricamente, el k-espacio vectorial de
secciones globales

H(X, 0x (D))
es llamado el espacio de Riemann-Roch de D, dado que el contenido
del Teorema de Riemann-Roch busca calcular dimy H(X, 0x (D)) o dar
estimaciones de dicha dimension.

Explicitamente, una seccién no-nula s € H(X, 0x(D)) \ {0} est4
dada por una coleccién {s;};es de funciones regulares s; € Ox (U;) tales
que

8i = gijSj = 8j en U; N Uj.

Asi, obtenemos una funcién racional f := % = % € k(X)* en X, que
por definicién cumple que f = s/sp (ver Construccion [3.4.22). En el

caso en que X es una variedad algebraica normal (o tal que ), el
morfismo de grupos

Div(X) < WDiv(X), D —s D :=D
es inyectivo, y en tal caso la relacién f = s/sp implica que
div(f) = div(s) — div(sp) & div(s) — D.

Asi, D ~ div(s) > 0y en particular H*(X, 0x (D)) = H(X, Ox (div(s))).
Reciprocamente, si D ~ D’ entonces existe una funcién racional
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f € k(X)* tal que D' — D = div(f), y luego s := fsp es una seccion
racional de Ox (D) que verifica

div(s) € div(f) + div(sp) € D'~ D+ D =D

Ademas, s es una seccion regular si y sélo si div(s) > 0 es un divisor
efectivo. En resumen, s — f := s/sp induce un isomorfismo

HO(X, O0x (D)) = {f € k(X)* tal que div(f)+ D >0} uU{0}
con inversa f — s:= fsp.
Caso particular importante. Notar que para f,g € k(X)
que div(f) = div(g) si y sélo si div(f/g) = 0, i.e., f/g es una funcién
regular que nunca se anula.

* se tiene

Luego, si X es una variedad algebraica proyectiva normal (o tal que
(1)), entonces el hecho que T'(X, Ox) = k implica que div(f) = div(g)
si y s6lo si f = Ag para cierto A\ € k*. Asi, el punto (2) nos dice que
s+ div(s) induce un isomorfismo

PH®(X, 0x(D)) = |D| := {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D}.

Clasicamente, el conjunto |D| &f {E > 0 divisor efectivo tal que £ ~ D}
es llamado el sistema lineal asociado al divisor de Cartier D.
Supongamos que Y <% X es un divisor primo (i.e., una hipersuperficie
irreducible). Entonces, hay una sucesién exacta de &x-mddulos

0—2Zy — Ox — Oy — 0,

donde es comin escribir Oy := 1,0y (cf. Proposicién por abuso
de notacién. Si X es una variedad algebraica suave, podemos considerar
el divisor de Cartier D = [(fi,U;)icr] € Div(X) asociado a Y, donde
Z(U;NY) = (fi) por construccion.

Entonces, el fibrado en rectas Ox (D) = Ox(Y) tiene funciones de

transicion g;; &f }C—; y sudual L := Ox(—D) tiene funciones de transicién
hi; oef g%j = % En particular, una seccién local
def def
s € 2(U) < HW, Liy) W, 6x(~D)lv)

estd dada por una coleccion {s; };er de funciones regulares s; € Ox (UNU;)
def

tales que s; = h;js; = %sj. Luego, fs := sif;i = s;f; y por ende toda

seccion local s permite definir

fs € Ox(U) funcién regular que se anula en Y, i.e., fs € Zy (U)
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Asi, obtenemos un morfismo inyectivo de &x-médulos
L — Ox, s— fs en cada abierto U C X,

cuya imagen es Zy. En particular, mediante las identificaciones dadas
por la discusién anterior Zy = ¥ = Ox(—D) obtenemos la siguiente
sucesién exacta de Ox-mébdulos
0— ﬁX(—D) — ﬁx — ﬁD — 0.
Miés generalmente, si D = Y n;Y; es un divisor efectivo (i.e., n; > 0 para
todo 7) entonces la sucesién exacta asociada a D > 0 estda dada por
0 — Ox(—D) — Ox — Op — 0,

que es sumamente utilizada en vida cotidiana. Aqui, Op es el haz dado
por el cociente de Ox por el ideal de funciones regulares que se anulan
en Y; con multiplicida > n;.

Veamos ahora como utilizar todas estas herramientas para calcular el grupo
de Picard de muchas variedades interesantes.

Ejemplo importante 3.4.26. — Estamos en condiciones de reinterpretar
el Ejemplo

(1) Sea U C A™ un abierto no-vacio. Entonces, Pic(U) = {0} es trivial.

Cabe destacar que el Teorema de Quillen-Suslin (1976) senala que
todo fibrado vectorial (de rango arbitrario) en A" es trivial. Por este
resultado Daniel Quillen fue galardonado con la medalla Fields en 1978.

(2) Tenemos que

Pic(P") = CI(P") = Z[H]| = Z, donde H C P" es un hiperplano.

Explicitamente, para d € NZ! una seccién no-nula s € HY(P", 0pn (d))\{0}
define una hipersuperficie Y := V(s) C P" de grado d. Luego,
Opn (Y) = Opn(d) y por ende Pic(P") esta generado por Opn (H) = Opn(1).
Ma3és atn, el sistema lineal

Y| £ {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ Y} 2 PHO(P", Gpn(d))

()E] hecho que
HY(X, Ox(—D)) = {f € k(X)" tal que div(f) > D} U {0}

puede pensarse como una versién global de esta sucesién exacta: las secciones de Ox (—D)
son funciones racionales cuyos “ceros y polos estdn acotados inferiormente por D”.
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parametriza hipersuperficies de grado d en P"”. Ademads, se tiene que
Pic(P"\Y) 2 Z/dZ.
Sea S = P! x P! con coordenadas ([zo,z1], [yo,y1]) ¥ consideremos los
fibrados en rectas L; := prf Opi(1). Luego,
HO(S, L1) = Vectk(xo, (El) y HO(S, LQ) = Vectk(yo, y1).
En particular, LY™ # 0 en Pic(S) para todo m > 1 (puesto que
H(S, 05) = k). Ademads, si s; € H°(S, L;) \ {0} entonces
V(s1) = {p} x P' y V(s2) =P x {q}
son rectas que generan C1(S) = Pic(S), gracias al Ejemplo [3.4.14] (3).
Luego, tenemos que
7? = Pic(P' x P)
(a,0) — O g (a,b) = pri Gpi (a) © pr Op1 (b)
es un isomorfismo. De manera completamente analoga, se tiene

Ejercicio 3.4.27. — Probar que Pic(P" x P™) = 72,

Sea X una variedad algebraica suave e irreducible, y sea Z C X una
subvariedad suave e irreducible tal que codimy (Z) > 2. Sea

e: X =Blz(X) — X

el blow-up de Z C X, con divisor excepcional E £ e~1(Z). Entonces,
el Ejemplo [3.4.14] (4) implica que el morfismo
Pic(X) & Z — Pic(X), (L,m) — "L ® Og(mE)

es sobreyectivo. M4és aun, tenemos que dicho morfismo es un isomor-
fismo. Para ello debemos probar que para todo m € NZ! se tiene que
Oz (mE) no es trivial en Pic(X)N% ClI(X): -

Supongamos que existe g € k(X)* tal que div(g) = mE en WDiv(X).
Entonces, el isomorfismo

e k(X) = k(X)

permite considerar G := (*)~!(g) € k(X)* que por definicién cumple
que div(G) = 0 en WDiv(X). Asi, G es una funcién regular que no se
anula nunca, y luego g %= £*(G) = G o e también, i.e., m = 0.

En resumen, tenemos que

Pic(X) = &* Pic(X) @ Z[O 3 (E)] = Pic(X) © Z.

En particular, tenemos que Pic(Bl,, . ,, (P?)) = Z 1.
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(5) Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e irreducible, tal que
X es una variedad racional (ver Definicién , i.e., que existe un
abierto no-vacio U C X tal que U &£ V para cierto V C A™ abierto
no-vacio. Supongamos adicionalmente que D := X \ U es una hipersu-
perficie irreducible. Entonces, la sucesion exacta

res

Z[Ox(D)] - Pic(X) =% Pic(U) — 0
——
={0}
implica que Pic(X) estd generado por Ox (D).

Mas atn, dado que X es proyectiva implica que existe L € Pic(X)
muy amplio. En particular, L&™ # 0 en Pic(X) para todo m € N=1,
Asi,

Pic(X) 2 Z[Ox(D)| = Z
es un grupo ciclico infinito genarado por Ox (D). En particular, x (D)
es un fibrado en rectas amplio.

FEjercicio 3.4.28. —
(1) Consideremos el cono singular
X = {(z,y,2) € A® tal que 2* = xy}
Probar que Pic(X) = {0}.

(2) Probar que Pic(Gr(m,n)) = Z.
(3) Supongamos que car(k) # 2. Sea @, C P"*! una hipersuperficie cua-

~

drica suave de dimensién n > 3. Probar que Pic(Q,) = Z, jqué puede
decir de Pic(Q1) y Pic(Q2)?

Indicacion: En (1), usar que Pic(X) — CU(X) = Z/2Z. En (2) y (3) usar el
Ejemplo (5), asi como el Ejercicio (2).

Finalmente, terminemos por dar algunas consecuencias geométricas impor-
tantes de lo que hemos discutido en esta seccion.

3.4.1. Automorfismos de P". — Veamos que
Aut(P") = PGL, 11 (k).
Para ello, consideremos f : P — P" un automorfismo de P", i.e., un mor-
fismo birregular. Por un lado, f induce
f*: Pic(P") — Pic(P"), L — f*L
un automorfismo del grupo Pic(P™) = Z. Luego, f*Opn(1) = Opn(£1) debe
ser un generador de Pic(P").
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Por otro lado, f induce un isomorfismo de k-espacios vectoriales
L(f) - HO(B", Opn (1)) = H(P", f*Opn(1)).
Luego, dado que HY(P", Opn (1)) = k"1 y HO(P", Opn(—1)) = {0}, tenemos
que necesariamente f*Opn(1) = Opn(1).

Finalmente, sabemos (ver Teorema [3.3.2) que el morfismo regular f estd
completamente determinado por L = f*Opn(1) = Opn(1). Luego, f = ¢, es
lineal. Asi, obtenemos un morfismo de grupos sobreyectivo

GLyt1(k) — Aut(P™)
cuyo kernel estd dado por {A\L, 1, A € k*}, i.e., Aut(P") = PGL,,4+1(k).

3.4.2. Teorema de Abel-Jacobi. — Sea C una curva algebraica proyec-
tiva suave e irreducible. Un divisor de Weil en C es de la forma
T
D=7 nip;
i=1

donde n; € Z y donde p; € C es un punto. Definimos el grado de D como
T
deg(D) := an €Z.
i=1

De manera similar, si C’ es otra curva algebraica proyectiva suave e irreducible
y f: C — C’ es un morfismo regular sobreyectivo (en particular, dominante),
definimos el grado de f como el grado

deg(f) := [k(C) : k(C")] = dimycn k(C) < 400
de la extensién de cuerpos
[ k(C) = k(O).

El siguiente hecho algebraico, que admitiremos sin demostracién, nos senala
que el nimero de puntos de una fibra f~1(p) (contados con multiplicidad) es
constante. Para mas detalles, ver [Har77, Chapter II, Prop. 6.9].

Proposicion 3.4.29. — Sea f : C — C' un morfismo sobreyectivo entre cur-

vas algebraicas proyectivas suaves e irreducibles. Entonces, para todo divisor
D € WDiv(C") = Div(C’) en C' se tiene que

deg(f*D) = deg(f) deg(D).

Usando esto, podemos extender el resultado clasico de andlisis complejo
que senala que una funcion meromorfa tiene igual cantidad de ceros y polos
(contados con multiplicidad).
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Proposicion 3.4.30. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e ir-
reducible, y sea D = div(f) € PDiv(C) un divisor principal. Entonces,
deg(D) = 0. En particular, deg induce un morfismo de grupos sobreyectivo

deg : Pic(C) = Div(C)/ PDiv(C) — Z
L= 0c(D)v— deg(L) := deg(D)

El kernel de dicho morfismo es denotado por Pic®(C) := ker(deg), y por lo
tanto hay una sucesion exacta corta

0 — Pic%(C) < Pic(C) 2% Z — 0

de grupos abelianos.

~Y

Demostracion. — Sea f : C --+ k = Al =2 Uy C P! una funcién racional
no-nula, y sea F : C --» P}, x — [f(x),1] la aplicacién racional inducida.
Dado que C es suave y P! proyectivo, tenemos que F : C — P! es un
morfismo regular (ver Corolario . Con esto en mente, veamos que

deg(div(f)) = 0:

Si f es constante, entonces div(f) = 0y luego se tiene que deg(div(f)) = 0.
Si f no es constante, entonces F' es sobreyectiva, pues es dominante y cerrada.
Notar que en este ultimo caso basta probar que div(f) = F*(0 — co), donde
0:=[1,0] y oo := [0, 1], ya que en tal caso la Proposicién anterior asegura que

deg(div(f)) = deg(F) - deg(0 — 00) = deg(F') -0 = 0.
Veamos entonces que div(f) = F*(0 — 00):

Sean U; = {x; # 0} = Al los abiertos estdndar de P!, donde i € {0,1}.
Entonces, el divisor de Cartier 0 £ [1,0] en P! esté definido por la familia
admisible {(%,Uo), (1,U1)}, y por ende F*0 estd definido por la familia ad-
misible {(f, F~1(Up)), (1, F~1(U1))}. De manera similar, F*oo est4 definido
por {(1, F~Y(Uy)), (%,F‘l(Ul))}, y luego F*(0 — 00) estd definido por la fa-
milia admisible {(f, F~1(Up)), (f, F~*(U1))}, i.e., F*(0 — oc0) = div(f). O

Una consecuencia importante del resultado anterior es el siguiente resultado
importante de Abel y Jacobi, que nos dice en particular que para una curva
proyectiva suave C' que no sea isomorfa a P!, el grupo Pic’(C) es muy grande.

v es el dual de la

Miés precisamente, es posible probar que Pic’(C) = Jac(C)
variedad jacobiana Jac(C') de la curva C, la cual es una variedad abeliana

canonicamente asociada a la curva C.
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Teorema 3.4.31 (Abel-Jacobi). — Sea C una curva algebraica proyectiva
suave e irreducible. Entonces,
(1) deg : Pic(C) == Z es un isomorfismo si y sélo si C = P*.
(2) SiC 2P ypg € C esun punto fijo, entonces la aplicacién de Abel-
Jacobi
p: C = Pic’(C), pr— Oc(p — po)

es inyectiva.

Demostracion. — Para ver (1), notamos que si deg es inyectivo y consideramos
p,q € C puntos distintos, entonces deg(C¢c(p — q)) = 0 implica que p ~ ¢ son
divisores de Weil linealmente equivalentes, i.e., existe f : C' --+ k funcion
racional no-nula tal que div(f) =p — q.

Tal como en la demostracién de la Proposicién anterior, tenemos que
F : C — P! verifica por definicion que F*0 = p y F*oo = ¢. Asi, la
Proposicion [3.4.30| nos permite calcular

deg(F*0) = deg(F')deg(0), i.e., deg(F) = 1.
—— ~——
deg(p)=1 =1
En otras palabras, k(C) = k(P!), i.e., C ~p; PL. Dado que C y P! son curvas
proyectivas suaves, esto equivale a que C' = P

Para ver (2), notamos que si existieran p,q € C dos puntos distintos tales
que Oc(p —po) = Oc(q — po), entonces tendriamos que O¢(p — q) = O¢ es el
fibrado trivial, i.e., p ~ ¢ son divisores de Weil linealmente equivalentes. La
demostracién de (1) permite entonces deducir que C' = P! en tal caso, lo cual
es imposible por hipdtesis. ]

Observacion importante 3.4.32. — Sea C' una curva algebraica proyec-
tiva suave e irreducible, sea L = 0¢(D) fibrado en rectas. Entonces,

&ef {E > 0 divisor efectivo tal que D ~ E} = PH’(C, L).

D] =

Luego, si denotamos por ¢y, : C --» P(H(C,L)Y) & |D|V la aplicacién

racional asociada al fibrado en rectas L, entonces tenemos que si L es:
(1) globalmente generado, entonces dimy, H°(C, L) > 1. Luego, existe E > 0

tal que £ ~ D, y por ende
def

deg(L) = deg(D) = deg(FE) > 0.

(2) muy amplio, entonces dimy H*(C, L) > 2. Luego, existe E > 0 no-nulo
tal que E ~ D, y por ende

deg(L) &f deg(D) = deg(E) > 0.
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(3) amplio, entonces deg(L) > 0. En efecto, dado que
deg(L®™) = mdeg(L) para todo m € Z,

basta considerar my € NZ! tal que L&™0 sea muy amplio.

Msés adelante, probaremos que todo fibrado en rectas con deg(L) > 0 es amplio.

3.4.3. Grupo de Néron-Severi. — Sea X una variedad algebraica
proyectiva e irreducible. Dado D € Div(X) un divisor de Cartier y una curva
C C X suave e irreducible, definimos el nimero de interseccién entre D y
C como el entero

D-C:= deg(ﬁx(D)’c) € Z.
Mas generalmente, si C' es una curva irreducible no necesariamente suave,
consideramos la normalizacién v : C¥ — C|, y se define

D .- C :=deg(v*(Ox(D)|c)) € Z,
el cual esta definido gracias a que C” también es proyectiva en este caso, algo
que probaremos més adelante. En particular,

Si Dy ~ D5 son divisores linealmente equivalentes en X, entonces
Dy - C = Dy - C para toda curva irreducible C' C X.

Definicion 3.4.33. — Sea X una variedad algebraica proyectiva e irre-
ducible, y sean D1, Dy € Div(X) dos divisores de Cartier. Decimos que D y
Dy son numéricamente equivalentes si

Dy -C = Dy - C para toda curva irreducible C' C X,

y en tal caso escribimos D; = Ds (0 bien Dj ~pym D2). El grupo abeliano
cociente
NS(X) :=Div(X)/ =
es llamado el grupo de Néron-Severi de X.
El siguiente resultado de Néron (1952) y Severi (1934) se conoce usualmente

como el Teorema de base y nos senala que, a diferencia del grupo de Picard,
el grupo de Néron-Severi es mucho mas tratable.

Teorema 3.4.34. — Sea X una variedad algebraica proyectiva e irreducible.

Entonces, el grupo abeliano NS(X) es finitamente generado. En particular,
NS(X)=Z" T,

donde T es el grupo finito de torsién, y donde el enteror < rg(NS(X)) =: p(X)

se llama el namero de Picard de X.
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Ejemplo 3.4.35. —
(1) Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irreducible, entonces
NS(C) = Z y luego p(C) = 1.

(2) p(P") = 1.

(3) p(P™ x P™) = 2.

(4) p(Blz(X)) = p(X) + 1.

Finalmente, notamos que si X es una variedad algebraica proyectiva e ir-
reducible y si L = Ox(D) es un fibrado en rectas amplio, entonces L|c es
amplio para toda curva irreducible C' C X. Usando métodos de cohomologia,
probaremos que el hecho que v : C¥ — C' sea un morfismo finito implica que
v*L es amplio en C”. Luego,

Si Ox (D) es un fibrado en rectas amplio en X, entonces D-C > 0
para toda curva irreducible C' C X.

La observacién anterior, motiva la siguiente definicién (la cual es muy usada
en geometria birracional).

Definicion 3.4.36. — Sea X una variedad algebraica proyectiva e irre-
ducible y L = 0x (D) es un fibrado en rectas. Decimos que L es nef si

D - C > 0 para toda curva irreducible C C X.

Aqui, nef es la abreviacion de numéricamente efectivo.

3.5. Sub-fibrados y fibrados cocientes
Durante esta seccién, fijaremos una variedad algebraica (irreducible) X.

Recuerdo 3.5.1. — Sean E % X y F 4, X fibrados vectoriales de rangos

rg(E) = r y rg(F) = s. Un morfismo de fibrados vectoriales es un
morfismo regular f : E — F tal que:
(1) go f =p.
E, =k F, =k
E|Ul .. . " L F|U
P f I
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(2) Para todo x € X, la aplicacién f, : E; 2 k" — Fy = k*® es k-lineal.
En este caso, definimos
ker(f) := U ker(f;) C E, Im(f) := U Im(f,) CF
zeX rzeX
A pesar de la notacién sugerente, estas subvariedades pueden no ser fibra-
dos vectoriales. En términos categéricos (que discutiremos més adelante), la
categoria Vect(X) no es una categoria abeliana.

Ejercicio 3.5.2. — Dar un ejemplo de un morfismo f : £ — F tal que
dimg (ker(f,)) no sea constante en X.
Indicacion: Considerar X = A y E = F = Oy el fibrado en rectas trivial.

Proposicion 3.5.3. — Sea f : E — F un morfismo de fibrados vectoriales
sobre X tal que rg(f) := rg(fy) es constante para todo x € X. FEntonces,
ker(f) e Im(f) son fibrados vectoriales en X .

Demostracion. — La afirmacién es local en X, por lo que en una trivializacién
comun de E y F podemos suponer que £ = X x k" vy F = X x k%, y que f
estd dado

(z,v) = (x, M(z)v)
donde M (x) € Mgxr(k). Sea zg € X fijo y consideremos sub-espacios comple-
mentarios fijos

(*) Eyy = ker(fﬂfo) ®G y Fyy = Im(fzo) ©H

Dado que E y F' estan trivializados, tenemos que £ = X X E, vy ' = X X Fy,
y luego (*) nos da una descomposicién de fibrados triviales en suma directa:
E=K®&Gy F=I1&H. Asi, f estd dada por la matriz por bloques

K G

~

y con B(zg) invertible (pues Im(fy,) = E;,/ker(fz,)). En particular, existe
una vecindad abierta U de o tal que B(x) es invertible para todo z € U.
Restringiéndonos a dicha vecindad U, podemos suponer que B(z) es invertible
para todo x € X.

Por otra parte, tenemos que

ker(f) & {(u,v) € K ® G tal que Au+ Bv =0, Cu+ Dv = 0}
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por lo que si (u,v) € ker(f) entonces v = —B~1Au y (C — DB 'A)u = 0.
Asi,

ker(f) = {(u,—B™'Au) € K @ G tal que (C — DB~ 'A)u = 0}
y dado que dimy, ker(f,) = dimy, ker(f,,) = rg(K) para todo = € X, tenemos
que C — DB~'A =0, i.e., C = DB~'A. En otras palabras, ker(f) est4 dado
por el grafo

ker(f) = {(u,—B 'Au), uc K} 2 K
y luego ker(f) es localmente trivial. De manera andloga, tenemos que
Im(f) & {(Au + Bv,Cu + Dv) donde u € K, v € G}
y como Cu+ Dv = DB™}(Au + Bv) = DB~ 'w con w := Au + Buv, se tiene
Im(f) C {(w, DB~ w), we I} = 1.

Dado que rg(fz) = rg(fz,) = rg(I) para todo z € X, obtenemos que Im(f) = I
es localmente trivial. O

Terminologia 3.5.4. — Sea f : E — F un morfismo de fibrados vectoriales.
Dos caso particulares importantes de lo anterior ocurren cuando:
(1) f es inyectivo: En tal caso, Im(f) = FE es un fibrado vectorial, y
decimos que F es un sub-fibrado de F', y escribimos

0-—ELF

o simplemente E C F'.
(2) f es sobreyectivo: En tal caso, ker(f) es un sub-fibrado vectorial de
FE, y escribimos

ELsF o

Observacion importante 3.5.5. — En términos de matrices de transicién,
si E < F es un sub-fibrado y si trivializamos F y F' simultaneamente (e.g.
eligiendo una base local de E|y y completandola en una base de F'|¢7) obten-
emos matrices de transicion de F' dadas por matrices por bloques de la forma

donde a;; es la matriz de transicion de E. Mas atn, la condiciéon de cociclo
9ij9ik = 9ik de I se reduce a:

(1) agja;i = as, la condicién de cociclo de E.

(2) aijbji + bijcji, = by, una condicién mixta.
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(3) cijcjk = cik, una nueva condicién de cociclo que define un fibrado vec-
torial @ de rango rg(Q) = rg(F) — rg(E).
El fibrado vectorial @ es el fibrado cociente () := F/E. Mas atn, hay una
proyeccion natural 7 : F' — @ sobreyectiva que cumple ker(7) = E. En otras
palabras, hay una sucesién exacta (S) de fibrados vectoriales en X

(S) 0—E—sF-"%Q—0.

jAtencion! — La escritura

implica que det(g;;) = det(a;;)det(c;j) y luego
det(F) = det(F) ® det(Q) en Pic(X).

De manera similar, si L € Pic(X) tiene funciones de transicién h;; entonces
(en una trivializacién comin) las matrices de transicién de F' ® L son

y luego la sucesion (S) ® L dada por
0—FQL—-FQL—-»Q®L—0

es exacta.

Ejercicio 3.5.6. — Consideremos una sucesion exacta de fibrados vectori-
ales en X dada por

(S) 0— E—s F "% Q—0.
(1) Probar que la sucesién dual (SV)
t, t
0— QY5 FY % EY 0
es exacta.
(2) Probar que para todo morfismo regular ¢ : Y — X, el pullback ¢*(S)
0— @'F < @"F —» o"Q — 0

es una sucesion exacta de fibrados vectoriales en Y.
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~Y

Ejemplo importante 3.5.7. — Sea V = k" un k-espacio vectorial, y
1 <r <n—1. Recordemos que en la variedad grassmanniana G = Gr(r, V)
se tiene el sub-fibrado tautolégico S C Vg, donde Vi3 TG x V es el fibrado
trivial de rango n y donde

5« {([A],v) € Gr(r, V) x V tal que v € A} =15 Gr(r, V)

con rg(S) = r. La construccién anterior nos permite definir el cociente
tautoldégico @ := V/S, un fibrado vectorial en G de rg(Q) = n — r. Por
definicién, Q) = V/A y la sucesion

0—8—=Veg—>Q—0
es exacta.

Utilizando lo anterior, es posible extender a fibrados vectoriales de rango
arbitrario la nocién de ser globalmente generado (cf. Definicion [3.3.5]).

Construcciéon 3.5.8. — Sea E — X un fibrado vectorial de rg(F) = r y
sea V C HY(X, E) un sub-espacio vectorial de secciones globales tal que
dimg (V) =n > r.
Entonces, tal como para sistemas lineales de un fibrado en rectas (ver Con-
struccién [3.3.1)), podemos definir una aplicacién racional
ey : X -=» Gr(n—r,V)
x+— K, :={s € V tal que s(z) =0p,}

donde Og, € E; = k" impone “tipicamente” r condiciones de anulacién inde-
pendientes.

Mas formalmente, @y estd bien definida en x € X si y sélo si la aplicacion
de evaluacién

evg V. — By, s+— s(x)

verifica dimy(ker(ev,)) =n —r, i.e, rg(evy) = r. Asi, py es regular en x € X

siempre y cuando ev, : V — E, sea sobreyectiva, es decir, cuando

0 — K, Eker(evy) « V-2 B, —0

es una sucesion exacta de k-espacios vectoriales.

Lo anterior motiva la siguiente generalizacion del concepto de fibrado en
rectas globalmente generado.
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Definicion 3.5.9. — Sea ' — X un fibrado vectorial de rango r y sea
V C HY(X, E) un sub-espacio vectorial de dimension finita n := dimy (V) > 7.
Decimos que V es globalmente generado si la aplicaciéon evaluacion

evy : V — FE, es sobreyectiva para todo x € X,

ie, oy : X — Gr(n —r,V) es un morfismo regular. En particular, decimos
que E es un fibrado vectorial globalmente generado si dim;, H'(X, E) es
finita y H°(X, E) es globalmente generado.

Ejemplo 3.5.10. — Sea V C H°(X, E) globalmente generado, y sea
oy : X — Gr(n—r,V)

el morfismo regular asociado. Consideremos la sucesion exacta tautologica en
la grassmanniana G = Gr(n — r, V) dada por

0— S« Vo » (Q — 0, donde rg(Q) =r,

entonces el pullback de esta sucesién exacta via ¢y nos da una sucesién exacta
en X dada por

0 — ¢y S K= ker(ev) —— ¢y Vo Ly —» Q@ — 0,
y en particular tenemos que ¢, Q = E.

Ejercicio 3.5.11. — Utilizar la sucesién exacta obtenida en el Ejemplo
3.5.10| para dar una nueva demostracién del hecho que si L € Pic(X) y
M C H°(X, L) es un sistema lineal globalmente generado, entonces

O Opvy(1) = L.

Ejercicio 3.5.12. — Probar que si Li,...,L, € Pic(X) son fibrados en
rectas globalmente generados, entonces el fibrado vectorial

E=0L1® - -®L,

es globalmente generado.

3.6. Fibrado tangente, cotangente y normal

Durante esta seccion, fijaremos una variedad algebraica suave e irreducible
X de dimensién n. En particular, dimg (7, X) = dim(X) = n para todo x € X.

Construcciéon 3.6.1. — Veamos dos formas de construir T, un fibrado
vectorial tal que para todo x € X se tiene que

(Tx)z i=Txo =T, X = (m,/m2)".
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(1) Usando el espacio cotagente. Recordemos que para todo z € X se

define

Q}(ac = T)v(,ac = mx/mi.
Asi, si consideramos un cubrimiento abierto {U;};c;r de X y para cada
i € I consideramos coordenadas locales u,... ut, € O(U;), i.e., fun-
ciones regulares tales que sus diferenciales d,ul, ..., dyu’, forman una
base de Q}(m para todo x € U; (ver Terminologia .

Asi, en U; N U; podemos considerar la matriz de cambio de
base gij(z) € GLyn(k) que permite pasar de {dyu),...,d,ul} a
{dyul, ..., dyul} para todo punto x € U; N U;. En particular, dichas
matrices verifican la condicién de cociclo

y por ende definen un fibrado vectorial Q}( en X, donde la fibra Q}(,x

corresponde al espacio cotangente en cada x € X. FEn particular,
Tx := (%)Y cumple que

Tx . =T, X para todo z € X.

(2) Usando abiertos afines. Sea {U;};c; un cubrimiento abierto de X

tal que para todo 7 € I se tiene que

U; 2 U — A" variedad algebraica afin con Z(U) = (f1,..., fm) C O(AY),

y donde podemos asumir que m = N —n dado que una variedad suave es
localmente una intersecciéon completa. En particular, para todo x € U
tenemos que

T,X 2 T,U = ker(d, f)
donde f: AN — A™ x+— (fi(z),..., fm(z)) y donde
dof : ToAYN 2 kN — Ty A™ = k™
verifica que rg(d, f) = N — dimy ker(d, f) = N —n = m dado que X es
suave. Asi, d,f es sobreyectiva para todo x € U y por ende podemos
considerar el morfismo de fibrados vectoriales triviales en U

df U X kN — U x k™, (x,0) — (, (de.f)(v)).
El hecho que d,f sea sobreyectiva implica (gracias a la Proposicion

3.5.3) que Tx|y := Ty := ker(df) es un fibrado vectorial en U, que
verifica por construccién que

Ty, =T, U =T,X para todo x € U.
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Finalmente, el atlas algebraico {U,};c; induce un atlas algebraico que
permite pegar los Ty, en un fibrado vectorial Tx en X.

Definicion 3.6.2. — Sea X una variedad algebraica suave e irreducible, el
fibrado vectorial de rango dim(X) dado por:

(1)
(2)

Tx es llamado el fibrado tangente de X.
QL es llamado el fibrado cotagente de X.

Ademés, para U C X abierto no-vacio las secciones de HY(U,Tx|y) y
H(U, Q%) son llamadas campos de vectores (o vectores tangentes) y

1-formas diferenciales en U, respectivamente.

Observacion importante 3.6.3. — Sea X una variedad algebraica suave

e irreducible.

(1)

Para p € {1,...,dim(X)} el fibrado de p-formas diferen-
ciales en X se define mediante QX := ApQﬁ(. Concretamente, si

Ui, ..., up € Ox(U) son coordenadas locales en U C X, entonces
s € HO(U, 0% |r7) es de la forma

= z Jitegp (@) dgugy A=+ Ndgug, con fi i (x) € Ox(U).
1<j1 <<jp<n

En particular, rg(Q%) = (}) si n = dim(X).

Es importante destacar que la construccién del fibrado tangente es func-

torial. Mas precisamente, si f : X — Y es un morfismo regular en-

tre variedades algebraicas suaves e irreducibles entonces la diferencial

dof : To X — Ty)Y def (f*Ty), induce un morfismo

df Ty — f*Ty
de fibrados vectoriales en X, que también llamamos la diferencial de f.
Con la notacién del item (2), tenemos que f: X — Y es un morfismo
suave si

df : Tx — f*Ty
es un morfismo sobreyectivo. En tal caso, hay una sucesién exacta de
fibrados vectoriales en X

0 — Tx)y — Tx —Ls f*Ty — 0,

donde Ty := ker(df), también denotado Ty, es el fibrado tangente
relativo. Asi, la Proposicién [2.14.6] implica que

(T)x € (Tx/v)e = Te(f(f(2))) para todo z € X.
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Por definicién, el fibrado cotagente relativo esta dado por el fibrado
dual Q} = Qﬁ( Y= (T'x /Y)V, y por dualidad se tiene la sucesion exacta

0 — [y — Qy —» Oy — 0.
Ejemplo 3.6.4. —
(1) Sean X e Y variedades algebraicas suaves e irreducibles, entonces
Txxy = pry Tx @ pry Ty.

(2) Para A" tenemos que Thn = A™ x k™ es el fibrado trivial de rango n.
En efecto, si identificamos Ty~ con su haz de secciones y consideramos

coordenadas globales x1,...,x, de A", entonces los campos de vectores
0%17 ceey % € HY(A™, Ty») dados por
0 )
DOpnp —k, fr— / (p) para todo p € A"

0 : n :
generan H” (U, Ty»|y) para todo abierto U C A™ (ver Ejemplo [2.13.5)).
En otras palabras, Ty» = O3,

Terminologia 3.6.5. — Tal como en geometria diferencial, decimos
que una variedad algebraica suave e irreducible X es paralelizable si
Tx =2 X x k3m(X) o5 el fibrado vectorial trivial de rango dim(X), o equiva-

~ ﬁ;‘? dim(X)

lentemente si T'x en términos de haces de secciones.

Es un hecho clasico de geometria diferencial que todo grupo de Lie es par-
alelizable. El siguiente resultado, cuya demostracién puede leerse en detalle en
el libro de David Mumford sobre variedades abelianas [MumO8], es la versién
algebraica de lo anterior.

Proposicion 3.6.6. — Sea G un grupo algebraico irreducible. Entonces, G
es paralelizable.

Demostracion. — Recordemos que todo grupo algebraico es suave, al ser un
espacio homogéneo (ver Ejemplo . Consideremos e € G el neutro de
G y definamos g := T.G (el dlgebra de Lie de G). Entonces, para cada g € G
consideramos el morfismo regular dado por multiplicacion por la izquierda

Ly:G— G, h— gh
con diferencial d.Ly : g — T4G. Veamos que
¢:Gxg——=1Tg, (9,0) — (deLg)(v)

es un isomorfismo de fibrados vectoriales.
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Para esto ultimo, consideremos F := G x g fibrado trivial y F' := Tg. Por
un lado, si denotamos por & y % los haces de seccién respectivos, entonces
¢, : B, —=— F, es un isomorfismo de k-espacios vectoriales para todo x € G
(dado que G es suave).

Por otro lado, tenemos que E, = &,/m, &, vy F, = %, /m;%#, (ver Obser-
Vacién. Luego, el Lema de Nakayama (ver Recuerdo implica que
0y : & —— F, es un isomorfismo de tallos para todo z € G. Asi, como &
y . son haces, tenemos que ¢ : & — % es un isomorfismo de haces (ver

Proposicion [1.3.29)), i.e., Tg = G X g es trivial. O

Ejemplo 3.6.7. — Los grupos algebraicos de matrices G} &of (k™, +) = A",
G}, 1 ((k*)", x ), GLn(k), SLn(k), PGLy(k), etc. son variedades algebraicas
paralelizables. Ademds, si A es una variedad abeliana (i.e., A es un grupo

algebraico irreducible proyectivo) entonces Ty = ﬁf dim(4) s trivial.

Reciprocamente, es posible probar que si car(k) = 0 y X es una variedad
algebraica proyectiva suave e irreducible tal que T'x es trivial, entonces X es
una variedad abeliana. Sin embargo, existen contraejemplos si car(k) = p > 0.
Para mas detalles, ver [MIS87].

Un ejemplo muy importante es el caso del espacio proyectivo.

Proposicion 3.6.8. — Sea V = k"1 un k-espacio vectorial y P(V) = P"
su proyectivizacion. Entonces, hay una sucesion exacta de fibrados vectoriales
en P(V), llamada la sucesién exacta de Euler

0— ﬁp(v) —V® ﬁp(v)(l) —» T]p(v) — 0,
o equivalentemente se tiene la sucesion exvacta dual
0— QI%”(V) — V® ﬁp(v)(—l) —» ﬁp(v) — 0.

Aqui, Op(yy es el fibrado en rectas trivial y V @ Opeyy(1) = Opn (1)2(H1),

Demostracion. — En V = A"l con coordenadas xo,...,z, tenemos que
3%0, R % son generadores de Tynt+1. Sin embargo, si f,g € O(A"!) son

polinomios homogéneos de grado d, entonces (dado que g—i y % son homogé-

neos de grado d — 1) la féormula de Leibniz implica que

2 (D)on=5" 2 (D=1 (2}

F) L1 . n N .
y luego 90; DO esta bien definido en P, pero x; a5, Si lo esté.
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Con lo anterior en mente, consideremos z = [¢] € P(V') con ¢ = k una recta
en V. Por definicién, tenemos que Opgyy(—1)g 0 v luego Opevy(1)g &f v
es el dual ¢¥ = {¢ : £ — k lineal} del espacio vectorial ¢. Construyamos un
morfismo

P:V® ﬁp(v)(l) — TIF’(V)

de la manera siguiente:

Para v € V'y ¢ € Opary (1) &9V definimos P(v ® ) 1= vy € Tpv),g
como la aplicacién k-lineal que a cada germen f € Op(yy g, dado por cociente
de polinomios homogéneos del mismo grado, le asigna

Duef) = (&) 92 1),
que es independiente del vector x € ¢\ {0} escogido.

Notar que ® es sobreyectivo, pues en el abierto Uy = {z¢ # 0} podemos con-
siderar ¢g = xg =1y los a% = 8%1 con v = ¢; generan Ty, = Ty». De manera
completamente andloga para los otros abiertos estandar U; = {x; # 0} = A™.

Luego, L := ker(®) es un fibrado vectorial cuyo rango estd dado por
rg(L) = dim(V) — dim(P(V)) = 1, i.e., L € Pic(P(V)). Para ver que L es
el fibrado trivial, consideremos

n
s:= Z e Qe
=0
def n

secci6én global nunca nula, y notamos que ®(s) = > i $i8%i = 0 gracias a la
identidad de Euler (cf. Ejemplo [2.13.14] (3))

n

0 e

S0l — dea() - %0 £ =0
= O

aplicada a cualquier germen f € Opy) [y dado por cociente de polinomios

homogéneos del mismo grado. Asi, s € H'(P(V),L) es una seccién global

nunca nula, i.e., L = Op(y es el fibrado en rectas trivial. O

Terminemos esta seccién introduciendo la nocién de fibrado normal.

En todo lo que sigue de la seccién, consideremos Y <5 X una sub-variedad
suave e irreducible de X (que también lo es). Entonces, para todo y € Y la
aplicacién lineal

dyo: T,Y — T,X & (Tx), € (Tx|y),

es inyectiva, i.e., dv : Ty — T'x|y es un sub-fibrado vectorial.
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Definicion 3.6.9. — Dada Y <4 X una sub-variedad suave e irreducible
de X, definimos el fibrado normal de Y en X como el fibrado cociente

Ny x = coker(dr) = (Tx|y) /Ty
donde rg(Ayx) = dim(X) — dim(Y) = codimx (Y).

Luego, hay una sucesién exacta

0—>Ty(db Tx‘y ’</VY/X—>O

de fibrados vectoriales en Y, o equivalentemente se tiene la sucesion exacta
dual

0—>Jl@\;x<—>9}(|yi»ﬂ%/—>0,
donde JVY\; + es el fibrado conormal de Y en X.

Veremos que el fibrado normal es especialmente ficil de comprender en el
caso de sub-variedades definidas por secciones de un fibrado vectorial.

Construcciéon 3.6.10. — Sea E — X un fibrado vectorial de rg(E) =1y
sea s € H’(X, F) una seccién no-nula. En una trivializacién E|y = U x A"
escogemos un marco de referencia (ey,...,e.) (i.e., (e1(x),...,e.(x)) forman
una base de E, = k" para todo = € U) y escribimos entonces

s = Z fie; donde f; € Ox(U) funcién regular.
i=1
Luego, el cerrado V(s) &f {z € X tal que s(z) =0} C X estd dado localmente
por V(s)|ly =V (f1,..., fr). Asi, para cada x € V (s) definimos

dps: T, X — E,
como la aplicacion k-lineal dada (localmente en U) por la férmula

dys = Xr:dxf,' -ei(x),

i=1
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donde df; : T, X — Tfi(x)Al = k, y donde d,s no@ depende de los f; v e;
siempre y cuando = € V(s).

Con la notacién anterior, decimos que s : X — FE es transversal a la
seccion nula si

dys : T, X — E, es sobreyectiva para todo z € V(s).
En particular, rg(E) < dim(X) en tal caso.

Teorema 3.6.11. — Sea E — X un fibrado vectorial derg(E) = r < dim(X)
y sea s € H(X, E)\ {0} seccion no-nula. Entonces:

(1) La seccion s es transversal a la seccion nula si y sélo si V(s) C X es
una sub-variedad suave de dim(V (s)) =n —r. Mds ain, en tal caso se
tiene que

M (s)/x = Ely(s)-

(2) Supongamos que car(k) =0, y sea M C H(X, E) globalmente generado,

i.e., la aplicacion

evy: M — E,, s— s(x)

es sobreyectiva para todo x € X. Entonces, para s € M seccion general
la sub-variedad V (s) C X es suave.

Demostracién. — Para el item (1) consideramos V' (s)|y = V (f1,. .., fr) como
antes, y suponemos que s : X — FE es transversal a la secciéon nula. Esto
implica en particular que los d, f; son linealmente independientes, y luego
existen coordenadas locales u1,...,u, en U tales que u; = fi,...,ur = fr.
Asi, V(fi1,..., fr) es suave de dimensiéon n —r gracias a la Proposicién

Reciprocamente, si Y := V/(s) es suave de dimensién dim(Y) = n — r,
entonces

dimy 7)Y = n — r para todo y € Y, donde T,)Y = ker(dys).

Luego, el teorema del rango implica que dys es sobreyectiva para todo y € Y.
Mas aun, en tal caso se tienen isomorfismos canénicos
By = Im(dys) = T,Y/ ker(dys) = T,X/T,Y & (Ay,/x)y para todo y € Y,

i.e., '/VY/X = E|Y
©)Si (e},...,e.) es otro marco de referencia en U, escribimos e; = Zj aijej y luego

5 = Zj fie};, donde f; = 3" aijfi. Como x € V(s), tenemos que duf; = Y. aij(x)dafi
y por ende Y~ (ds fi)ei(x) = E]. (da f7)es ().
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Finalmente, para el item (2) notamos que el mismo argumento de suavidad
genérica utilizado en el caso de fibrados en recta (ver|3.3.12)) que existe U C M
un abierto denso tal que para toda s € U se tiene que V(s) C X es suave. [J

Ejemplo importante 3.6.12. — Suponamos que
E=L1®---®L,
es suma directa de fibrados en rectas. Si s; € H(X,L;) \ {0} son sec-
ciones no-nulas tales que Y := V(s1,...,8,) C X es suave e irreducible de
codimx (Y) = r (i.e., Y es una interseccion completa) entonces:
Myx E(L1@ D Ly)ly ELily @ @ Lely

es el fibrado normal de Y en X. En particular, sir =1eY = V{(s) es una
hipersuperficie suave entonces

</VY/X = L|y7 donde L = ﬁx(Y)

jAtencion! — Debido a este dltimo ejemplo, es muy comin que algunos
textos utilicen el abuso de notacién “Y'|y” para referirse a Ox (Y)|y € Pic(Y).

3.7. Divisor candénico y dimensién de Kodaira

En esta seccién presentamos al héroe de la pelicula: el divisor (o fibrado
en rectas) candénico, probablemente una de las nociones mas importantes en
geometria algebraica.

Definicion 3.7.1. — Sea X una variedad algebraica suave e irreducible.
Definimos el fibrado en rectas canénico de X como
wy = det(}) = AIIQL
Un divisor canénico es cualquier divisor K x en Div(X) = WDiv(X) tal que
wx = ﬁx(Kx) en PiC(X).
El fibrado dual w¥ = Ox(—Kx) es llamado el fibrado en rectas anti-
canénico, y —Kx es llamado un divisor anti-candénico.

Ejemplo 3.7.2. —
~Y n

(1) Dado que Tarn = Q. = Og es el fibrado trivial, tenemos que
wan = Opn y que Kan = 0 es un divisor canoénico.
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(2) Méas generalmente, si G es un grupo algebraico irreducible entonces
wg = Oq es trivial. En particular, si

A—s PV

es una variedad abeliana entonces wy = 04 es trivial.
(3) La sucesién exacta de Euler

0 — Qpn > Opn (—1)PHD s Gpn — 0
implica que det(@pn(—1)® D) = det(QL,) @ det(Tpn), i.c.,
wpn = Opn(—n — 1) en Pic(P") = Z.
Asi, Kpn = —(n + 1)H es un divisor canénico de P", donde H = P~}

es un hiperplano.

Teorema 3.7.3 (Férmula de Adjuncién). — Sea X wuna wvariedad
algebraica suave e irreducible, y sea E — X wun fibrado vectorial de
rg(E) := r < n =: dim(X). Supongamos que s € H (X, E) \ {0} es una
seccion global no-nula tal que Y := V(s) C X es una sub-variedad suave de
dim(Y') =n —r. Entonces,

wy = wx|y (%9 det(e/l/y/x) = (wX (%9 det(E))|y.
En particular, si Y C X es una hipersuperficie y L = Ox(Y) en Pic(X),
entonces se tiene que

wy = (wX X L)|y en PiC(Y),

i.e., Ky = (Kx +Y)|y en Div(Y) =2 WDiv(Y).
Demostracion. — Dado que s : X — FE es una seccién transversal a la
seccién nula, tenemos que .45/ x = Ely. Por otra parte, la sucesién exacta

0 — Mx — Qxly —» Qy — 0
implica que tenemos que
wxly = det(QK[y) = det(AY ) @ det(Q}) = det(Mx)¥ @ wy,
ie., wy Ewyly ®@det(Ay)x). O

Ejercicio 3.7.4. — Sean Lj,...,L, € Pic(X) fibrados en rectas, y sean
s; € HY(X, L;) \ {0} secciones no-nulas para cada i € {1,...,r}, de tal suerte
que Y :=V(s1,...,s,) C X es suave de codimx(Y) = r. Probar que

wy 2 (wx ® L1 ®---® Ly)|y en Pic(Y),
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ie, Ky = (Kx +Y1 + -+ Y,)|y en Div(Y) = WDiv(Y), donde cada
Y; := V(s;) es un divisor en X.

Notacion 3.7.5. — Sea X C P"™ variedad proyectiva irreducible, entonces
para cada d € Z denotamos

Ox(d) := Opn(d)|x en Pic(X).
En particular, Ox (1) es muy amplio y
Pox(1) * X — P

coincide con la inclusién de X en P". Mds generalmente, una polarizacién
en X es fijar un fibrado en rectas amplio (o muy amplio) L en X,y decimos
que el par (X, L) es una variedad algebraica polarizada. Una excelente
referencia para introducirse a la clasificacion de variedades polarizadas es el
libro de Takao Fujita [Fuj90].

Ejemplo importante 3.7.6. — Sea X C P" una hipersuperficie suave e
irreducible de grado d. Entonces, la férmula de adjuncién implica que
~ ~ def
wx = (W]}Dn X ﬁ]pn(X))’X = (ﬁ]pn(—n - 1) X ﬁ]pn(d))‘x = ﬁx(d —-n— 1).
Maés generalmente, si X = Xy, 4. C P" es una interseccion completa suave
e irreducible dada por V(fi,..., f.) con deg(f;) = d;, entonces el Ejercicio
anterior implica que

wx = 0x <—n—1+2di>.

i=1
Un caso particular de estos ejemplos es el caso de una curva plana proyectiva
suave e irreducible C' C P? de grado d. En tal caso, tenemos que
def

we = QL = 0c(d—3) en Pic(C).

En particular, si asumimos que C' puede ser dotado con estructura de grupo
(i.e., es una variedad abeliana) entonces necesariamente d = 3.

Reciprocamente, utilizando el Teorema de Abel-Jacobi, es posible probar
que si d = 3 entonces C posee efectivamente estructura de grupo abeliano. En
tal caso, decimos que C' es una curva eliptica.

La positividad del fibrado en rectas canénico permite distinguir entre tres
grandes clases de variedades algebracias proyectivas suaves.

Definicion 3.7.7. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e ir-
reducible. Decimos que X es una

(1) Variedad de Fano si wy = Ox(—Kx) es amplio.
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(2) Variedad de Calabi—Ya si wx = Ox es trivial.
(3) Variedad candnicamente polarizada si wx = Ox(Kx) es amplio.

Ejemplo 3.7.8. — Sea X = Xy, 4. C P" es una interseccion completa
suave e irreducible dada por V(f1, ..., fr) con deg(f;) = d;, entonces la férmula
de adjuncién implica que:

(1) X es una variedad de Fano siy sélo si Y ;_; d; < n.

(2) X es una variedad de Calabi-Yau siy sélosi > ;_;d; =n+ 1.

(3) X es una variedad canénicamente polarizada siy sélosi > ;_; d; > n+2.

Ejercicio 3.7.9. — Determinar las posibles intersecciones completas suaves
e irreducibles X4, . 4. € P" de Calabi-Yau de dimensién < 3.

Ejercicio 3.7.10. — Sea X una variedad de Fano, y supongamos que existe
Y € | — Kx| divisor anti-canénico suave e irreducible. Probar que Y es una
variedad de Calabi-Yau.

Para medir la positividad del fibrado en rectas canénico wyx es natural es-
tudiar el crecimiento de sus espacios de secciones globales.

Definicion 3.7.11. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e
irreducible. Para m € N2, el m-ésimo plurigénero de X est4 dado por

P (X) := dimy, H(X, w&™) ¥ dimy, HO(X, Ox (mKx)).

Para m = 1, escribimos
py(X) := dimy, H(X, wy) & dimy, HO(X, Ox (Kx))

en lugar de P;(X), y decimos que py(X) es el género geométrico de X.
Maés aun, en el caso de una curva algebraica C escribimos g(C') en lugar de
pg(C), y decimos que

9(C) = dim;, H(C, we) & dim, HO(C, QL)
es el género de C.

Observacion importante 3.7.12. — Supongamos que k = C. Entonces,
una curva algebraica proyectiva suave e irreducible C' < PV puede verse
como una superficie real compacta orientable (0 méas generalmente, como una
superficie de Riemann).

(MEs comin relajar la definicién de variedad de Calabi-Yau piendo simplemente que K x sea
numéricamente trivial, i.e., Kx - C = 0 para toda curva irreducible C C X.
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def

c=T1%c/A

C=D/T

9(C) > 2

Se puede probar (e.g. usando Teoria de Hodge) que g(C) es el ntimero de
“agugjeros” de C al ser vista como superficie real.

Ejercicio 3.7.13. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e ir-
reducible de dim(X) > 1.

(1) Probar que si L = Ox(D) € Pic(X) es un fibrado en rectas amplio,
entonces

H°(X, Ox(—mD)) = 0 para todo m > 1.

Indicacién: Considerar mg € N2 tal que Ox(moD) es muy amplio,
y deducir que para todo m > 1 el fibrado Ox(mmgyD) es muy amplio.
Concluir utilizando el hecho que si s € HY(X, Ox(—mD)) es no-nula,
entonces s¥™0 € HY(X, Ox(—mmoD)) es no-nula.

(2) Utilizar (1) para probar que si X es una variedad de Fano, entonces
P, (X) =0 para todo m > 1.

(3) Probar que P,,(X) = 1 para todo m > 1 si X es de Calabi-Yau.

Teorema 3.7.14. — Sean X e Y wariedades algebraicas proyectivas suaves
e irreducibles, y supongamos que X ~ypir Y son birracionales. Entonces,

HY(X, w{™) = HY(Y,w{™) para todo m € N=1.
En particular, los plurigéneros Py, (X) = P, (Y) son invariantes birracionales.

Demostracion. — Dividiremos la pruebas en pasos relativamente independi-
entes.
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Paso 1. Sea L € Pic(X) fibrado en rectas y Z C X cerrado tal que
codimx (Z) > 2, entonces la aplicacion lineal

HY(X, L) === HY(X\ Z, L|x\z)
es un isomorfismo (cf. Teorema de Hartogs):

La inyectividad se obtiene considerando secciones como divisores de Weil
efectivos (ver Proposicién . Para la sobreyectividad, consideramos una
seccion s € HO(X \ Z,L|x\z) y un punto z € Z. Trivializando L[|y = U x A!
en una vecindad U C X de z € Z, tenemos que s(z) = (z, f(x)) con

loc

f:U\ Z — k funcién regular,
que induce f : U --» k funcién racional. Notamos que div(f) > 0 es un divisor
efectivo en Div(U) (pues los polos estdn en codimensién 1). Asi, el hecho que
U es suave implica que f es regular. En otras palabras, existe o € HO(X ,L)
tal que o|x\z = s.

Paso 2. Sea f : U ——— V un morfismo birregular entre variedades alge-
braicas suaves e irreducibles. Entonces, f induce
F:HY(V,wy) == H(U,wy)
que es un isomorfismo k-lineal:

Por functorialidad, f induce un isomorfismo df : Ty = f*Ty,, y por ende
Yar - f 0 = Q%] al dualizar. Del mismo modo, la functorialidad del producto
exterior implica que

dit .k ~
AYCdf) - frO — Oy
es un isomorfismo para todo p > 1. Por otro lado, f induce un isomorfismo
L(f) BV, 9f) —— (U, /"))
para todo p > 1. Finalmente, componiendo I'(f) con A%('df), obtenemos
isomorfismos
FH(V,00) = H(U,QF)
para todo p > 1. En particular, para p = dim(U) = dim(V'), obtenemos el
isomorfismo F : H(V,wy) = H°(U,wy). Mejor atin, la functorialidad del
producto tensorial implica que

(F)®™ : HO(V,wd™) — HO(U, w™)

es un isomorfismo para todo m € N=1.
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Paso 3. La aplicacién birracional f : X --+ Y induce un isomorfismo
HO(Y, w§™) o HO(X, ™)
para todo m > 1:

Con las hipétesis del Teorema, existe Z C X cerrado de codimy(Z) > 2
tal que si U := X \ Z, entonces f|y : U — Y es un morfismo regular (ver

Corolario [2.13.25)). Asi, f|y induce un morfismo
HO(Y,wP™) 2 HO(U, w™) = HO(X, w§™).
El mismo argumento aplicado a la aplicacién birracional g = f~! : Y --» X

nos da HO(X W™ 2, HO(Y, wP™), v la functorialidad de la construccién
implica que v es la inversa de . O

Ejemplo 3.7.15. —

(1) La demostraciéon anterior también prueba que los espacios vectoriales
HO(X, QF,) son invariantes birracionales para todo p > 1.
(2) Dado que wyn = Opn(n+ 1) es amplio, tenemos que P es una variedad
de Fano. En particular, P,,(P") = 0 para todo m > 1.
Por otro lado, si X; C P"*! es una hipersuperficie suave irreducible
de grado d > n + 2, entonces P, (X4) # 0 para todo m > 1 (gracias a
la formula de adjuncién). En particular,
Una hipersuperficie suave e irreducible X4y C P**! de grado d
no es racional (i.e., no es birracional a P") para todo d > n+2.

Uno de los invariantes birracionales més importantes de una variedad al-
gebraica es su dimension de Kodaira (cf. Definicién [3.3.16)), introducida por
litaka en honor a Kunihiko Kodaira (1915-1997).

Definicion 3.7.16. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e
irreducible. La dimensién de Kodaira de X, denotada k(X ), es la dimension
de litaka del fibrado en rectas candénico wy. Explicitamente,

max dim ((Pw;@ém (X)) si existe mg € N2 tal que P, (X) # 0

) def meN=1

R(X
—00 si P,(X) = 0 para todo m € N=!

En particular, x(X) € {—00,0,1,...,dim(X)}. Més atn, decimos que X es

de tipo general si tiene dimensiéon de Kodaira maximal x(X) = dim(X),

i.e., si wx es un fibrado en rectas big.

Ejemplo importante 3.7.17. — Sean X e Y variedades algebraicas proyec-
tivas suaves e irreducibles.
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(1) Si X ~pi Y, entonces k(X ) = x(Y). En particular, k(Blz (X)) = x(X).
(2) Si X ~piy P™ es una variedad racional, entonces k(X ) = —o0.
(3) Sea C' C PP? una curva proyectiva suave e irreducible de grado d > 1.

Entonces,
—o00 sid<2
k(C) = 0 sid=3
1 sid>4
Ejercicio 3.7.18. — Sean X e Y variedades algebraicas proyectivas suaves

e irreducibles. Probar que
WX XY = wy &WY en PiC(X X Y),

y deducir que k(X xY) = k(X) + k(Y), donde se define —oo + d := —oo para
todo d € NU{—o0o}. En particular, x(X x P") = —o0.

En el caso de hipersuperficies del espacio proyectivo, es posible calcular el
género geométrico explicitamente.

Proposicion 3.7.19. — Sea X = V(f) C P" una hipersuperficie suave e
irreducible de grado d. Entonces,

() 0 sid<n
p =
! (N sid>n+1

En particular, para toda curva proyectiva suave e irreducible C C P? de grado
d se tiene la férmula de Pliicker

d—1)(d—2
) =
Demostracién. — En U := Uy & {zog # 0} =2 A", tenemos que X NU = V(g)
con g(x) = g(z1,...,2n) = f(1,21,...,2,). Definamos

Vi —{ertalque gj(x)géO}CU

y notemos que U = [J;c; Vi pues X es suave.
Més aun, x1, ..., &, ..., &, (i.e., se omite z;) son coordenadas locales de la
variedad X N Uy al ser vista en VZ, pues la identidad de Euler

(E) Z al‘j d.CUj =0
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permite despejar dz; en funcién de las otras dx;. Asi, dxiA-- -/\d/iL‘\Z'/\' - Adzx,
es un generador de HO(X N Vi,wxny;) como Ox(X N V;)-mbdulo, el cual

reescalamos convenientemente en
(*) 0 (_1)i_1
Wi = w; = ———
' ! 0g/0x;

Por otra parte, la relacién

(E)A(dzy A~ Adxg A+ Adxj A+ Adzy) en VNV
0 _

P =

dzy A---ANdzg A - Adxy,.

equivale precisamente a que w

de wx en X N (U;jer Vi) L xn Uy. Veamos qué ocurre al considerar un cambio

de carta:

w?, ie., w = {wl}ier se pega en una seccién

En U gef {z1 # 0} =2 A" tenemos coordenadas g, y2, - - . , Yn, que verifican
Yo=zr> Y2 =752 yn = 5% en Uy N U1. Luego,

1 1 Zj .
dyo = —x—%dxl y dyj = x—lda:j — x—%dazl sije{2,...,n}.
Ademas, tenemos que X NU; = V' (h) donde

h(y) = h(y07 Y2,..., yn) déff(y(% 17 Y2,..., yn)

Asi, el célculo anterior nos dice que h permite definir w! € HO(X NUL,wxnu,)
que en el abierto V,, = {y € U; tal que %(y) # 0} estd dada por

(5%) L A Ad
Wy 1= _
def (—1)77 1
=-—"— —dr1 A\ Ndrp_1.
Oh/Oy, ¥ "
Para expresar 8‘97}; en las variables x = (z1,...,x,) observamos que
def 1 Yn'\ def

h(y) = f(yo, Ly yn) = v3.f (17 PPREREE y:;) =Eyof(La,. .. ) = yig(@)
y por ende % = ygyio% &f - 8679” Asi, (x) y (%x) implican que (médulo
signos)

wl = (=1)*2¢ 10 en Uy N ;.
Finalmente, el resultado deseado se obtiene notando que si s € HO(X ,Wx)
entonces s|xny, = Pyw' donde P; es un polinomio en n variables que cumple
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Py(z) = (=1)*z¢ 1P ( L ﬂ?n) = (—1)*x§l_”_1M, donde @

ITRE SR : ) T xdeg(Pl)
1
es un polinomio homogéneo, i.e.,
polinomios homogéneos en n

H(X,wx) =
variables de grado < d—n—1

de donde se calcula directamente py(X) = dimy H*(X, wx). O

Para terminar la seccién, recordemos que el Teorema de factorizacion dé-
bil de Wlodarczyk (ver Teorema nos dice que la geometria birra-
cional de variedades proyectivas suaves puede comprenderse mediante blow-
ups. Por ende, es de suma importancia comprender el comportamiento del
divisor canodnico en este proceso.

Proposicion 3.7.20. — Sea X una variedad algebraica suave e irreducible,
y sea Z C X una sub-variedad suave e irreducible de codimx (Z) =r > 2. Sea
e: X :=Bly(X) — X el blow-up de Z C X, con Edéfa_(Z) C X el divisor

excepcional. Entonces,

wg Ze'wx ® Oz ((r —1)E) en Pic(X),

o equivalentemente K =e*Kx + (r —1)E en Div(X) = WDiv(X).

Demostracion. — Recordemos que

Pic(X) = &" Pic(X) @ ZOx (E).

Luego, wy & "L ®@ O5(mE) para cierto L € Pic(X) y cierto m € Z.

Notamos que wx|x\z & w = L|x\z y por ende, dado que

Slo . XL
XIX\E X\E
codimx(Z) > 2, tenemos que L = wx.

Para calcular m € 7Z, consideremos uq,...,u, coordenadas locales en X
tales que Z = {u; = -+ = u, = 0}. Entonces, X estd dado localmente por
las ecuaciones w;y; = ujy; coni,j € {1,...,7} y donde y = [y1,...,y,] € "}

(ver Ejemplo [2.13.29)).
Asi, para y; # 0 obtenemos que u; = y;u; para todo j € {2,...,r}y
E = {u; = 0}. Finalmente, calculamos que
e (duy A -+ A dun) = duy Ad(yaur) A Ad(ypun) A ditpgy A A dug,
:ug_ldul ANdys A=+ Ndyr A -+ - dugy,

ie, m=r—1. ]
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Terminemos esta seccién con algunas consecuencias importantes de la
Proposiciéon anterior.

Ejemplo importante 3.7.21. —
(1) Sea S una superficie suave e irreducible, y seac : S :=Bl,, . (S) — S
el blow-up de S en r puntos, entonces

Kg=c"Ks+ B+ + E,,

donde E; = P! es una curva excepcional.
(2) Supongamos que dim(X) =n > 2y que Z = {p} es un punto. Entonces,
E d:Efgfl(p) =~ Pr—! vy luego
wg Z wpn—1 = Opn—1(—n).
Por otro lado, la formula de adjuncién nos dice que
wp = (wg ® Ox(E))|p € wgle ® O¢(B)|s.

Finalmente, la Proposicién anterior implica que

wile = (E'wx ® Oz((n—1)E))|p = Oz((n—1)E)|p.
Asl, wg & O%(nE)|g = Opn-1(—n) y por ende tenemos que

Op(E) = O%(B)|p = Opas (1) = Ay 2.

(3) Un caso particular importante de la férmula obtenida en (2) es el
caso en que S es una superficie proyectiva suave e irreducible y
£: S = BlL,(S) — S es el blow-up de un punto p € S, donde
E= 5*1(p) =~ P!, En tal caso, tenemos que

O5(E)|g = Op (1)
v luego podemos calcular la auto-interseccion
E?:= E - E= deg(04(E)|p) = deg(Op1(—1)) = —1.

Observacién importante 3.7.22. — En 1901, Guido Castelnuovo (1865-
1952) y Federigo Enriques (1871-1946) prueban que si S es una superficie
proyectiva suave e irreducible, y C € S es una curva tal que C = P! y
C? = —1, entonces podemos efectuar un blow-down, i.e., existe una superficie
proyectiva suave e irreducible S’ tal que S = BL,(S") y E = C.

Una excelente introduccién a la geometria de superficies algebraicas es el
libro de Arneaud Beauville [Bea96].
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3.8. Fibrados proyectivos

En esta seccion, fijamos una variedad algebraica proyectiva suave e irre-
ducible X y un fibrado vectorial E — X de rg(F) =r.

Construcciéon 3.8.1. — Sea X = (J;c; U; un cubrimiento abierto tal que
E|y, = U; x k". Definimos el fibrado proyectivo P(E), también denotado
Px (F), como la variedad algebraica obtenida mediante el atlas algebraico dado
por las cartas U; x P(k") = U; x P"~! pegadas usando los cambios de carta

(U; Uy x B~ 2 (0,0 U) x B, (a, [o]) — (i (2)0).

G
Notamos que la construccion sélo delende de la clase equivalencia de las ma-
trices de transicién [g;;(z)] € PGL,(k), y que P(E) admite una proyeccion
candnica
def

7 :P(E) — X donde 7 !(z) EP(E,) =P L.

En tal caso, decimos que rg(P(E)) :=r — 1.
Ejemplo 3.8.2. —
(1) Por construccién, para todo L € Pic(X) se tiene que P(L) = X y que
P(E® L) 2 P(E).
(2) P(E) ~piy X x P"~1 y por ende x(P(E)) = —co si r > 2.
Ejercicio 3.8.3. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea E — X un fibrado vectorial de rg(E) = r.

(1) Probar que P(E) es una variedad algebraica suave e irreducible de
dim(P(E)) = dim(X) +r — 1.

(2) Probar que si E = 0% es el fibrado trivial de rango r, entonces
P(E)~ X x P 1.
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Ejemplo importante 3.8.4. — Consideremos X = Py E = Op1®©Op1 (—1),
cuyas matrices de transicién estan dadas por

1 0
-y 1)

Luego, la superficie algebraica S := P(Op1 @ Op1(—1)) se obtiene al pegar los
Vi :=U; x P2 Al x P!, con i € {0,1}, usando el cambio de cartas

w3 (A1 {0]) X P (A1 (0]) x P, (s, [ o]) > (5 fussu])
Veamos que S = Bl,(P?). En efecto, si consideramos p = [1,0,0] entonces

B, (P?) d:d{([:n,y,z], [t1,t2]) € P? x P! tal que yty = zt1} C P? x PL.
Por otra parte, hay isomorfismos
Vo =2 Al x P! = {5 # 0} N BL,(P?), (s, [u,v]) — ([u, sv,v],[s,1]) con y = 2t,
Vi 2 Al x P! "5 {ty # 0} N BL(P?), (s, [u,v]) — ([u,v,sv],[1,]) con z = yta,
que son compatibles con 9, i.e., P(Op1 @ Op1(—1)) = Bl,(P?).
FEjercicio 3.8.5. —

(1) Sea A = P*~1 C P" un sub-espacio lineal. Probar que
Bl (P") & P(OSF , & Opn-r(—1)).

Indicacion: Ver el Ejercicio |2.12.15 para una descripcion explicita de
la geometria en cuestion.
(2) Para todo n € N, se define la superficie de Hirzebruch como

Fn = ]P)(ﬁpl D ﬁpl(—n))
Describir un atlas algebraico de F,,.

Tal como el espacio proyectivo P" posee un fibrado en rectas tautologico
Opn(—1), podemos construir un fibrado en rectas tautolégico en P(E).

Definicion 3.8.6. — Sea 7 : P(E) — X un fibrado proyectivo, donde
rg(E) =r > 2,y sea m*F el fibrado vectorial de rango r en P(E) obtenido via
pullback. En particular,

(T E)y €' E,, donde y = (z,[0) € 71 (z) = P(E,).
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Definimos el fibrado en rectas tautolégico de P(£), denotado Op(g)(—1),
como el sub-fibrado de 7*E definido por Op(gy(—1)(y 1) := ¢ = k. Luego, si
E|ly 2 U x k" entonces 71 (U) 2 U x P 1y

ﬁIP’(E)(_l)|7r*1(U) = pry Opr-1(—1).

Proposicion 3.8.7. — Sea 7 : P(E) — X wun fibrado proyectivo, donde
rg(E) =r > 2. Entonces,

wp(p) = T (wx © det(EY)) ® Opgy(—r) en Pic(P(E)).

Demostracion. — Dado que 7 : P(F) — X es un morfismo suave, tenemos
la siguiente sucesion exacta definiendo el fibrado tangente relativo (ver Obser-

vacién (3.6.3)
(*) 0—>T]P’(E)/X<—>T]P‘(E) L}W*TXHO,

donde (Tp(g)/x)|p(E,) = Tp(p,) = Tpr—1. Por otro lado, tenemos la sucesién
exacta de Euler en cada P(E,) = P"~! dada por

0— ﬁ]P’(EI) — E, ® ﬁ]P’(Ez)(l) —» TP(EE) — 0,
y que se reescribe (jpor definicién!) equivalentemente como
0 — Op()lp(e,) — (T"E ® Opgy (1) lpE,) — (Tpm)/x)|p(E) — 0,
de donde obtenemos la sucesién de Euler relativa
Asi, al tomar determinante en (xx) obtenemos que
det(Tpg) x) = det(m" EQ0pg (1)) = Opg)(r)@det(r"E) = Opg)(r)@m*(det ).
De manera similar, al tomar determinante en (%) obtenemos que
def ~Y *
Finalmente, al juntar ambas férmulas tenemos que
wp(p) = (Op() (r) @ 7 (det E)) @ mwy,
i.e., Wp(E) = (wy ® det(EV)) & ﬁ[p)(E)(*T’). [
jAtencion! — En muchos textos se utiliza la convenciéon de Grothendieck
P(E;) := {hiperplanos en E,},

que corresponde a nuestro P(E)). Usando esta convencion, la férmula anterior
se escribe como

CL)P(E) = 7T*(UJX &® det(E)) & ﬁ]p(E)(—T)



3.8. FIBRADOS PROYECTIVOS 227

Cabe destacar que, usando esta convenciéon de Grothendieck, decimos que
un fibrado vectorial E — X de rango rg(F) > 2 es un fibrado vectorial
amplio (resp. big, resp. nef, etc) si el fibrado en rectas Op(g) (1) € Pic(P(F))
lo es. Por ejemplo, es posible utilizar la sucesién exacta de Euler para probar
que Tpr es un fibrado vectorial amplio. El reciproco de esta afirmacion, es un
teorema espectacular de Shigefumi Mori, por el cual fue galardonado con la
medalla Fields en 1990.

Teorema 3.8.8 (Mori, 1979). — Sea X una variedad algebraica proyectiva
suave e irreducible. Entonces, Tx es amplio si y sélo si X = P".






CAPITULO 4

COHOMOLOGIA

Uno de los invariantes méas importantes asociados a una variedad algebraica
son sus grupos de cohomologia de haces. Nuestro objetivo serda dar un primer
acercamiento a la cohomologia de haces y a la nocién de haz coherente.

Contrariamente a algunos textos méas formales, comenzaremos por describir
las principales técnicas de cédlculo y resultados importantes (notablemente en
el caso de variedades proyectivas) y luego revisaremos los aspectos formales
de la construccion de la cohomologia mediante el uso de functores derivados.

4.1. Cohomologia de Cech y Haces coherentes

Esta seccién buscar dar un primer acercamiento a la cohomologia de haces y
a la nocién de haz coherente, introducida por Jean-Pierre Serre (1955) en su
articulo seminal [Ser55]. Tal como se adelanté, utilizaremos varios resultados
que serdn probados en secciones posteriores. Comencemos con un ejemplo
motivacional:

Ejemplo 4.1.1. — Sea X un espacio topoldgico y sea
0—7 sy 2o
una sucesion exacta de grupos abelianos en X. Entonces, “I' es un functor

exacto por la izquierda”, i.e., la sucesion de secciones globales inducida

01X, 7))~ rix, ) 29 r(x, )

es exacta. Sin embargo, el morfismo I'(X,¥) — T'(X, ) no es necesaria-
mente sobreyectivo, tal como lo ilustra la sucesién exponencial

exp(2mi-)

0—2Z— 0Ox O0x — 0,
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donde X =C.

jAtencion! — En términos muy resumidos, la cohomologia mide “cudnto
falla la exactitud” al considerar secciones globales.

Ejercicio 4.1.2. — Sea C' C P? una curva proyectiva suave e irreducible de
grado 3 (i.e., una curva eliptica). Probar que la sucesién exacta
0 — Oc(—3) — Qpalc — Q& — 0

provee otro contraejemplo a la exactitud por la derecha de la sucesién de
secciones globales inducida.

jAtencion! — El objetivo de este capitulo sera definir de manera candnica
para todo haz de grupos abelianos .% en X y todo i € N, el i-ésimo grupo
de cohomologia H'(X,.#) verificando (entre otras cosas):
(1) H(X,.7) 2 I'(X, 7) & 7 (X).
(2) Todo morfismo de haces ¢ : . # — ¢ induce un morfismo
Hi(p) : H(X,.#) — HY(X,¥) para todo i € N,

donde H() = T'(¢).
(3) Toda sucesiéon exacta 0 — % — 4 — H# — 0 de haces de grupos
abelianos induce una sucesién exacta larga

0 — H(X, #) — HO(X,9) — HO(X, ) " HY(X, 7) —
LS HY(X,9) — HY(X, ) 2 (X, F) — -

La manera més concreta (pero que a priori depende de varias elecciones) es
considerar cohomologia de Cech.

Definicion 4.1.8. — Sea % un haz de grupos abelianos en un espacio
topolégico X. Dado un cubrimiento abierto % = {U,;}ic; de X, donde I
es un conjunto ordenado, definimos el grupo abeliano de p-cocadenas de
Cech de .Z respecto a % por:
cr(u,7)= [] ZWUi,n---NU,), donde p € N.
1< <ip

Asi, una p-cocadena s € CP(%,.7) es una coleccion s = {siy,...i, Yig<-<ip
de secciones de %, donde se escoge una seccién por cada posible interseccion
(ordenada) de p + 1 abiertos del cubrimiento % .

Ejemplo 4.1.4. —
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(1) C%%, ) &of [Licr Z (U;) y una O-cocadena es una coleccién s = {s; }icr
con s; € Z(U;).
(2) CYw,ZF) &ef [li<; #(U; N Uj) y una l-cocadena es una coleccién
s = {Sij}i<j con ;5 € g\(UZ N U])
(3) C* (%, 7) &f [Licj<x #(UiNU;NUg) y una 2-cocadena es una coleccién
s = {Sijk}i<j<k Con Sjjik S f%\(UZ N Uj N Uk)
Definicion 4.1.5. — Para cada p € N, definimos el operador de coborde
mediante
& CP(U,F) — CP U, F)
s — dPs,
donde s = {sj,,....j, }jo<--<j, ¥ donde dPs estd dada por

p+1

k
(dps)i07---7ip+1 = Z(_l) 8i07---7ik—17ik+17---7ip+1|Ui0m“'mUip+1 en 7 (U;yN- - ’mUipﬂ)'
k=0

Ejemplo 4.1.6. —
(1) Sea s = {s;} € C%(%,.F) una 0-cocadena, entonces
(dos)ioi1 = 3i1‘UioﬂUi1 - Sio’Uz‘OﬂUilﬂ
. def
ie., d’s = {s;;} con s;; = silv,nu; — siluinu; € F (Ui N U ).
(2) Sea s = {s;;} € CY(%,F) una l-cocadena, entonces
(dls)i0i1i2 = S’i1i2|UioﬂUilﬂUi2 - 5i0i2‘UioﬂUilﬂU¢2 + Sio’il |UiOﬂUilﬂU¢25
ie., d's = {s;r} con
def
Sijk? = Sjk“UimU]’ﬂU]‘ - S’ik|UiﬂUjﬁUk + 5ij|UiﬂUjﬁUk € ﬁ(UZ N U] N Uk)
En particular, d'(ds) = 0 para toda s € C%(%, 7).
El siguiente es un ejercicio fundamental para toda la discusién que sigue.
Toda persona deberia hacerlo alguna vez en su vida.
FEjercicio 4.1.7. — Probar que para todo p € N se tiene que
APt odl =0, ie., Im(d?) C ker(d’*).
Definicion 4.1.8. — Sea . un haz de grupos abelianos en un espacio
topolégico X. Dado un cubrimiento abierto % = {U;}c; de X, donde I

es un conjunto ordenado, definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de
Cech mediante

(X, Z) := ker(d?)/Tm(d’~ 1), donde p € N.
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Por convencién, declaramos que d? = 0y CP(%,.%) = 0 para todo p < 0, y
luego IEI%/ (X,.7) &f ker(d”). Més atn, si cada .Z (U) es un k-espacio vectorial

entonces Iv{g/ (X,.Z) también lo es, y escribimos
W, (X, F) = dimy, 1Y, (X, F).
Ejemplo 4.1.9. — Por definicién, tenemos que
HY (X, 7) Eker{d’: CO(%, F) — CH U, F)}.

Asi, si consideramos s = {s;};e; € C°(%,.F) con s; € .F(U;), entonces
d’s = {sjlvinu; —silvinu, } = 0 siy sélo si si|y,nu; = sjlu,nu; para todo i,j € I.
Luego, dado que .% es un haz, existe una tnica seccién global s € .% (X)) &f X, 7)
tal que s|y, = s; para todo i € I. En otras palabras, hay un isomorfismo

HY, (X,.7) 2 I(X,.7)
para todo cubrimiento abierto % = {U;}icr.
jAtencion! — Para p > 1, los grupos I;Ié;/ (X,.7) pueden depender del
cubrimiento abierto Z = {U;}ier de X. Sin embargo, si ¥ < % es un re-
ﬁnamient entonces hay restricciones naturales C? (%, %) — CP(V, F)

que a su vez inducen morfismos de grupos Ivﬁ;/ (X, ) — IV{I;/ (X, #). Luego,
podemos definir de manera canoénica
HP(X,.7) := ling (X, 7),
% cubrimiento de X

lo que en términos practicos se traduce en que s € I:I’jl (X, F)yte I;II;/ (X,.7)
son iguales en HP(X,.%) si existe un refinamiento comin % < % y # <V
tal que s|y = t|y.

A Veremos después que en el caso de una variedad algebraica X, podemos
considerar cualquier cubrimiento afin % = {U,}ic; de X, y tendremos que

(X, 7) =1, (X, 7)

siempre y cuando .# sea un haz coherente. Mejor aln, tendremos que
HP(X,.#) = HP(X,.#) en este caso, donde HP(X,.%) es la “verdadera” coho-
mologia (i.e., la que definiremos méas adelante usando functores derivados).

Mje., para todo V; € ¥, existe U; € % tal que V; C Us.



4.1. COHOMOLOGIA DE CECH Y HACES COHERENTES 233

Ejemplo importante 4.1.10. — Sea X una variedad algebraica irreducible.
Entonces, tenemos que

Div(X)/PDiv(X) = Pic(X) = H'(X, 0%).

En efecto, un fibrado en rectas L € Pic(X) estd determinado por un cubrim-
iento abierto % = {U;}ier de X (trivializacién) y por funciones de transicion
gij € O%(U; NUj) que verifican g;;g;x9x = 1 (condicién de cociclo).

Por otro lado, g = {gi;} € CH%,0%) con g;; € O%(U; NUj) (igrupo
multiplicativo!) verifica d'g = 0 si y s6lo si 9ii9ikgki = 1 en 0% (U; NU; NUy).
Miés atin, Im(d®) corresponde por definicién a divisores de Cartier principales,
de donde se deduce que Pic(X) = H'(X, 6%).

Ejemplo 4.1.11. — En el caso de la cohomologia de Cech, la functorialidad
no es dificil de probar. Para ello, recordemos que un morfismo ¢ : # — ¢
de haces de grupos abelianos en X es una coleccién de morfismos de grupos

oy F(U) — 4(U) para todo U C X abierto,

compatibles con las restricciones respectivas. En particular, inducen morfis-
mos CP(% ,F) — CP(%,¥) que conmutan con los diferenciales d7; y df,
y por ende definen morfismos HY, (X, #) — HY,(X,¥). Tomando limites
inductivos, obtenemos para todo p € N morfismos de grupos

P(p) : TP (X, F) — HP(X,9),
que verifican HO(p) = () : T'(X, .Z) — (X, 9).

jAtencion! — Para completar nuestro objetivo inicial, faltaria verificar que
para toda sucesién exacta corta de haces 0 — % — 4 — # — 0 existe
una sucesion exacta larga en cohomologia de Cech

0 — HO(X,.7) — HO(X,9) — 10X, ) -2 1Y(X, 7) —
L HNX,9) s HNX, ) L 12X, F) — -

Es posible verificar que no hay problema en la exactitud en los términos HP
con p € {0,1}, pero que si X no es Hausdorff (e.g., topologia de Zariski) la
exactitud falla para los términos HP con p > 2.

En otras palabras, la cohomologia de Cech “no es la buena cohomologia’.
Por otro lado, veremos més adelante que la cohomologia HP(X,.#) definida
usando functores derivados si cumple esta propiedad deseada.
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Un resultado fundamental que probaremos mas adelante, permite comparar
ambas cohomologias y aprovechar el caracter calculatorio de la cohomologia
de Cech.

Teorema 4.1.12 (Leray). — Sea X un espacio topoldgico y .F un haz de
grupos abelianos en X. Sea % = {U;}ier un cubrimiento abierto de X tal que
HP(U;, n---NU;,,.#) = 0 para todo k > 1, todos i1,...,i; € I, y todo p > 1.
Entonces, hay isomorfismos candnicos (functoriales)

), (X, .7) = HP(X,.F)
para todo p > 0.

Veremos mas adelante que, gracias a un teorema de Serre, las hipotesis
anteriores se cumplen para un cubrimiento afin %/ y un haz (quasi-)coherente
%, en el sentido siguiente:

Definicion 4.1.13. — Sea X una variedad algebraica. Un haz quasi-
coherente en X es un Ox-moddulo # tal que para todo x € X existe una
vecindad abierta U de x y una sucesion exacta de Opy-modulos

1 J
ot — O0F — Flu — 0,
donde I y J son conjuntos arbitrarios. En el caso particular en que I y J son
conjuntos finitos para todo U, i.e.,
OF™ — OF" — F|y — 0 para ciertos m,nN,

decimos que % es un haz coherente.

Ejemplo 4.1.14. —

(1) Sea E — X un fibrado vectorial de rg(X) = r, y sea & su haz de
secciones. Entonces, si E|y & U x A" se tiene que &|y = 05", Asi, &
es un haz coherente.

(2) Los haces 0% y Z no son quasi-coherentes, pues no son ¢x-moédulos.

Resulta ser que la localizacion de modulos es una herramienta muy impor-
tante para comprender los haces quasi-coherentes.

Recuerdo 4.1.15. — Sea X C A" una variedad algebraica afin irreducible,
con A=0(X) &f I'(X, Ox) su k-élgebra de funciones regulares.
Recordemos que si f € A entonces
def

Up = {z € X tal que f(x) # 0}
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es un abierto principal afin, que verifica &(Uy) = Ay (localizacién en f).
Dichos abiertos forman una base de la topologia de Zariski de X.

Sea .# un Ox-mdbdulo y recordemos que M = I'(X,.%#) es un A-mddulo.
Ademas, para todo A-moédulo M y todo f € A se define la localizacion

def | TN
Mf::M®AAf:{fp conmeMypeN}/N,
donde fmp ~ ’}7’—; si y sélo si existe r € N tal que f"(f%m —m/fP) =0 en M.

Maés atn, para toda sucesién exacta de A-modulos
0— M —N—Q—0,
la sucesion asociada de A-mddulos
0— My — Ny — Qf — 0,
es exacta, i.e., la localizacion envia sucesiones exactas en sucesiones exactas.

Teorema 4.1.16. — Sea .# un haz coherente en una variedad algebraica afin
e irreducible X. Entonces, para toda funcion reqular f € O(X) el morfismo

pf F(X,y>f —>F(Uf,y)

s 1 |
—_— —_— . S
I T
es un isomorfismo.
Demostracion. — Al ser una afirmacién local, se puede probar que, sin pér-

dida de generalidad, se puede suponer la existencia una sucesion exacta

o 2 o3 s F 0

en X. Veamos entonces que:

Paso 1. ¢y es inyectiva (i.e., si s € ['(X, %) es tal que s|y, = 0, entonces
existe p € N tal que sf? =0 en X):

Sea s € I'(X, 7) tal que sy, = 0. Dado que 8 es un morfismo de haces so-
breyectivo, existe un cubrimiento abierto X = U;c;U; y un vector de secciones
gi € Ox(U;)®" tal que B(gi) = s|u;.

Por un lado, dado que si sfP|y, = 0 para todo i € I entonces sf? =0en X,
basta tratar el caso en que s = 3(g) con g € Ox(X)®" & A®n. Por otro lado,

dado que

0=slu, = B9)v,  Blglv,)
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tenemos que gly, € ker(3) &f Im(cr). Luego, tal como antes, existe un cubrim-
iento abierto Uy = U;erUy, y elementos g; € A®™ tales que

gi .
Q‘Ufi =« <f;> ,ie., ffg—a(g) =0en Uy,
(2

y por ende fFg = a(g;) en X, dado que Uy es un abierto denso.

Como los Uy, cubren Uy, los /P no poseen ceros comunes en U ¢y el Hilbert
Nullstellensatz implica que existen ¢ € Ny h; € A tales que >, ¥ h}] =1len
Ay. Finalmente, deducimos que

fls = B(f19) = B fThig) = B _ algi)hi) = 0,
i i

donde la dltima igualdad se obtiene gracias a que 5o« = 0.

Paso 2. ¢; es sobreyectiva (i.e., si s € I'(Uy,.#) entonces existe p € N
y o € (X, 7) tal que sf? = o|y,):

Veamos primero que la aplicaciéon

L'(B): A" — T(X,.7)

es sobreyectiva. Para ello, consideremos s € I'(X,.%) y notemos que el hecho
que [ sea un morfismo de haces sobreyectivo implica que existe un cubrimiento
abierto X = Ue U; y elementos g; € A®" tales que s|y, = ﬁ(}%) para cierto
p € N. Dado que las secciones f’s y (g;) coinciden en U f:» el Paso 1 implica
que existe ¢ € N tal que sfP = B(gi ff).

Tal como antes, podemos considerar una particiéon de la unidad Y, f¥ T, =1
y usarla para concluir que

pr—i—qhs_zhﬁglfq (thgz )7
ie. T'(p) es sobreyectlva. El mismo calculo implica de hecho que

LUy, F) = B (L(Uy, 0x)°") = 5(AF"),
Le., s € I'(Uy, ) se escribre como s = (%) y por ende 0 := (g) € I'(X, .F)
Verlﬁca que oy, = sf?. O

Observacion importante 4.1.17. — El Teorema anterior nos sefala,

equivalentemente, que un haz coherente % en una variedad algebraica afin

X estd determinado por el A-médulo I'(X,.%) de secciones globales, donde
def

A= 0(X) (X, 0x).
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Construccion 4.1.18. — Sea X una variedad algebraica afin, con
A = O0(X) su k-dlgebra de funciones regulares. Dado un A-médulo M,
definimos un haz M de Ox-mo6dulos mediante:

Para todo f € A, se define F(Uf,M) d:'Ef]Tj(Uf) = Mjy.
Ejercicio 4.1.19. — Probar que M es efectivamente un haz de & x-mddulos,
y que M es coherente si y sélo si M es un A-mdédulo finitamente generado.
Ademas, A= Ox.
Indicacion: El hecho que M sea finitamente generado sobre el anillo noethe-
riano A implica que existen r,s € N tales que

APT 5 AP s M — 0

es una sucesion exacta. Ademds, la regla M —— M envia sucesiones exactas
de A-mdédulos en sucesiones exactas de Ox-mddulos dado que la localizacion
preserva exactitud.

Al combinar el Teorema y la Construccién anterior, obtenemos el siguiente
resultado que utilizaremos frecuentemente.

Corolario 4.1.20. — Sea X wuna variedad algebraica afin. Entonces, las
construcciones .F — I'(X, . #) y M —— M son inversas una de la otra. En
particular,

FET(X,7) vy DX, M)=M
para todo haz coherente # en X y todo A-mddulo finitamente generado M.
Mads atin, la correspondencia anterior sigue siendo vdlida para A-mddulos
arbitrarios si reemplazamos la palabra coherente por quasi-coherente.

La correspondencia anterior permite traducir geométricamente una gran
parte de resultados y nociones que surgen en la teoria de moédulos sobre un
anillo.

Ejemplo 4.1.21. — Sea X una variedad algebraica y sea Y <5 X una
sub-variedad. Entonces, Zy y ¢+ Oy son haces coherentes en X.

En efecto, en un abierto afin U C X tal que Ox(U) = A y tal que
Z(YNU) = 1, tenemos que 0(Y NU) = A/I =: B e I son A-mé6dulos
finitamente generados. Asi,

Iylv =Ty (Oy)ly =B

son haces coherentes para todo abierto afin U C X.
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De manera completamente andloga al ejemplo anterior, obtenemos el sigu-
iente resultado til.

Corolario 4.1.22. — Sean X e Y wariedades algebraicas y sea f : X — Y
un morfismo reqular. Entonces:

(1) Si 9 es un haz coherente (resp. quasi-coherente) en'Y, entonces f*9
es un haz coherente (resp. quasi-coherente) en X.

(2) Si F es un haz quasi-coherente en X, entonces f.F es quasi-coherente
en X. Mas atn, si f es un morfismo finito y .% es coherente en X,
entonces fyF es coherente en'Y .

Mas ain, si denotamos por Coh(X) la categoria de haces coherentes en X,
entonces:

(3) Si #,9 € Coh(X), entonces F ®9 y.F Q¢ Y son haces coherentes.

(4) Si #,9 € Coh(X) y ¢ : F — 4 es un morfismo de Ox-mddulos,
entonces ker(p), Im(p) y coker(p) &ef ¢ /Im(p) son haces coherente.

Ejemplo importante 4.1.23. — Sea X una variedad algebraica afin con
A = 0(X) su k-élgebra de funciones regulares. Entonces,

I': Coh(X) — A-Mod, ¥ — I'(X, %)
es un functor exacto (covariante), i.e., para toda sucesién exacta

0—7 59 Py w0

de haces coherentes en X, la sucesién de A-mddulos

0—I(X,7) s rx,9) 2P rx, ) — o

es ezacta. En efecto, Sea N :=Im(I'(5)) C I'(X, 7). Entonces, la sucesién

0,7 e~ N o

es exacta, y luego (jdado que la localizacion es exactal) la sucesion de haces
coherentes

P P

0—I(X,2)27 “ST(X.9)~29 23N —0

es exacta. En particular, N 2 # y por ende N (X, ]V) = T(X, ), de
donde se concluye la exactitud de T'.

Volvamos a nuestra discusion general sobre cohomologia.

(2)M4s adelante, esto se traducira en el hecho que Coh(X) es una categoria abeliana (a
diferencia de Vect(X)).
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Proposicion 4.1.24. — Sea X wuna variedad algebraica afin y % un haz
coherente en X. Sea % wun cubrimiento finito de X formado por abiertos
principales (i.e., abiertos de la forma Uy). Entonces,

I:Ig/(X, F) =0 para todo p > 1.
En particular, Iv{p(X,ﬁ) =0 para todo p > 1.

Demostracion para p=1. — Sea A = 0(X) y M = I'(X,.#) un A-médulo
finitamente generado. En el cubrimiento % = {Uy,}icr toda 1l-cocadena
s € CH%,F) se escribe como s = {sjj}icj, donde s;; € My es de la
forma

m
sijzwcoanNymijEM.
T

f

]
J
Por otro lado, tenemos que
dts = 0= Sjk — Sik T Sij = 0= fzpﬂ”bj]C — fjpmzk + f,fm” =0en Mfif]’fk

& Existe ¢ € N tal que (f; f; fr)?(fmjx — f}mx + fmi;) = 0 en M

y en particular
g — m?pfg B m}l;fz?
i J
Como siempre, al considerar una particién de la unidad >~} gx f,f *7 = 1, obten-
emos que

en My,

q q
Z + >k Gk Mk f, Dok Gk Sy, def
Sij = gkfp qSZ'j: Tk Ik éS‘—Si eanl.fj,
k

k 7 7
. q
donde s; := —M, i.e., {sij}i<j estd en la imagen de d° y luego
PI},/ (X,.#)=0. Un calculo analogo (pero con mas indices) permite probar el
mismo resultado cuando p > 2. O

Veremos mas adelante que el mismo fenémeno de anulacién en variedades
afines ocurre para la cohomologia definida a partir de functores derivados.

Teorema 4.1.25 (Serre). — Sea X wuna variedad algebraica afin y F un
haz coherente en X. Entonces,
HP(X,.#) = 0 para todo p > 1.
Al combinar el Teorema de Serre y el Teorema de Leray, obtenemos el

importante resultado siguiente que es una suerte de Teorema fundamental del
calculo de cohomologia de haces coherentes.
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Teorema 4.1.26. — Sea X una variedad algebraica y F un haz coherente
en X. Entonces, para todo cubrimiento finito % de X formado por abiertos
afines hay isomorfismos candnicos (functoriales)

ﬁi}/(X,ﬁ) = HP(X,.%) para todo p > 0.

Demostracion. — Sea % = {U;}ic; un cubrimiento por abiertos afines
U; C X. Entonces, como X es una variedad algebraica separada se tiene que
Ui, N---NUj;, es también afin (ver Proposicién [2.6.10). Luego, el Teorema de
Serre implica que

HP(U;, n---NU;,,.#) =0 para todo p > 1,

y por ende el Teorema de Leray nos da el isomorfismo deseado. O

Una consecuencia muy 1til de lo anterior es el siguiente resultado que afirma
que la cohomologia de un cerrado Y C X se puede calcular en X.

Corolario 4.1.27. — Sea X una variedad algebraica y sea Y <5 X una
sub-variedad. Entonces, para todo haz coherente F en'Y se tiene que 1% es
coherente en X y ademds

HP (X, 1..#) = HP(Y, %) para todo p > 0.

Demostracion. — Sabemos que la inclusion ¢ : Y < X es un morfismo finito
(ver Ejemplo , y por ende .. % es un haz coherente en X (cf. Corolario
4.1.22]).

Explicitamente, si U C X es un abierto afin con A = O(U) y con
Z(Y NU) = I ideal en A, entonces M := I'(Y NU,.Z%) es un A/I-médulo
finitamente generado y para f € A se tiene que

(%) T(Uf, . 7) ET(Y NU;, F) = My,
ie., (ZF)|y = M, donde pensamos a M como un A-médulo finitamente
generado. Asi, 1. %

Por otro lado, si % = {U;}icr es un cubrimiento afin de X, entonces
¥V = {Vi}ier, con V; := Y NU;, es un cubimiento afin de Y. Luego, gra-
cias al teorema anterior, basta verificar que

D, (X, 1.7) = HY (Y, 7).
Esto ultimo se obtiene del hecho que las restricciones de p-cocadenas
CP(U 1. TF) —— CP(V,.F)

son isomorfismos gracias a (x). O

es coherente en X.
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Como aplicacién, podemos probar (al menos en un caso particular) el sigu-
iente resultado fundamental de cohomologia.

Teorema 4.1.28 (Anulacién de Grothendieck). — Sea X una variedad
algebraica y F un haz de grupos abelianos en X. Entonces,

HP(X,.#) = 0 para todo p > dim(X).

Demostracion (caso particular). — La idea en el caso general es probar que
toda variedad algebraica X de dim(X) = n puede ser cubierta con a lo mas
n + 1 abiertos afines (ver [Har77, p. 208, p. 224]). De lo anterior, se obtiene
un cubrimiento % que cumple CP(% ,#) = 0 para todo p > n y por ende
(gracias al Teorema de Leray) HP(X,.%) = 0 para todo p > n si .Z es un haz
coherente en X. El caso general de haces de grupos abelianos es mas delicado
(ver [Har77, Ch. III, Theorem 2.7]).

En vista de lo anterior, nos contentaremos con suponer que X < PV es una
variedad algebraica proyectiva de dim(X) = n y supongamos que % es un haz
coherente en X. Veamos que X se puede cubrir con a lo mas n + 1 abiertos:

Como dim(X) = n, existe A C PV subespacio lineal tal que A = PN-—n-1
tal que X N A = (. Si A estd dado por las ecuaciones

A:{xoz'--:xn:O}QIP’N,
entonces X C Uy U --- U U,, con U; %ef {z; # 0} =2 A" y por ende cada
V; = X NU; es un abierto afin. O

Para terminar esta secciéon, veamos un ejemplo concreto de calculo de co-
homologia.

Ejemplo 4.1.29. — Sea X = P! y .% un haz coherente en P!. Entonces
H'(P!,.%) = 0 si i > 2, gracias al Teorema de anulacién de Grothendieck. Si
ademas suponemos que:
(1) .F = Op1, entonces tenemos que HO (P!, Gp1) = T(P, Op1) = k.
Calculemos Hl(IP’l, Op1) usando cohomologia de Cech respecto al
cubrimiento afin Uy = {zg # 0} y Uy = {1 # 0}:

a .b

CHU , Op) E Op (U N Uy) {
ToTq

con f homogéneo de grado a + b}

m .1

%Vectk<x0 | con m+n=a-+b, m,n,a,b20>

a,.b
Lol
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Luego, la condicion m — a = b — n implica que m > a o bien n > b,

m .n

y luego s = % es regular en Uy o bien en U;. En particular, cada
1

a

generador estd en la imagen de
d°: CUU , Op1) E Op1 (Ug) x Op1(Uy) — Op1 (Ug N UY)
(80, 81) — s1lupnuy — solupnu; -
i.e., H' (P!, Op1) = 0.
(2) .F = wp1 = Op1(—2), entonces tenemos que HY(P!, wp1) = k.
En efecto, notamos que (cf. Ejemplo [3.2.5))

CHU , Op1 (—2)) & Op1 (—2)(Ug N UY)

= { sz 5 con f homogéneo de grado a +b — 2}

oL
g oy
= Vecty yconm+n=a+b—2 mmnabeZ
rgr]
Luego, la condicién m—(a—1) = (b—1)—n implica que m > a—1 o bien
n > b— 1. Si alguna desigualdad es estricta, entonces s = 5‘;0@;”; seria

0”1
regular en Uy o bien en U y, tal como antes, serfa 0 en HY(P!, Op1 (—2)).

Asi, sblo nos queda considerar el casom =a—1yn =b—1, ie.,
s = L. Dado que C*(%, Op:1(—2)) = 0, tenemos que d' = 0 y por

zor1’

ende ker(d') = CY(% , Op1(—2)). Finalmente, concluimos que
1
HY (P, wp1) =2 Vecty, < > =k.
ToI1
Ejercicio 4.1.30. — Sean € Nconn > 2. Probar que la variedad algebraica
X, = A"\ {0}

no es una variedad algebraica afin.
Indicacion: Usar el Teorema de Leray para calcular HY(Xy, Ox,) mediante

cohomologia de Cech. Concluir utilizando el Teorema de Serre.

4.2. Cohomologia coherente en variedades proyectivas

En esta seccién discutiremos propiedades importantes de la cohomologia de
variedades proyectivas. Comencemos por calcular la cohomologia de fibrados
en rectas en P", y recordemos que

wpn = ﬁ]]lm(—n — 1)
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Recordemos ademés que si F es un fibrado vectorial en una variedad algebraica
X, entonces (identificando E con su haz coherente de secciones) se define

KX, E) := dim, H(X, E).
Teorema 4.2.1. — Sea i € {0,...,n} y sea d € Z. Entonces,
(1) hO(P™, Opn(d)) = ("Zd) (resp. =0) sid >0 (resp. d <0).
(2) A (P, Opn(d)) = (765;1) (resp. =0) sid< -—n—1 (resp. d > —n).
(3) h'(P™, Opn(d)) = 0 para todo d € Z si 0 < i < n.
En particular, h™(P", wpn) = 1.

—_

Demostracion. — Sea .F 1= @ycz Opn(d). Entonces,
(", 7) = D H P, O (d)),
deZ

y en particular (ver Ejemplo [3.2.5) tenemos para i = 0 que
HY(P", ) = k[zo,...,2,] =: S
como anillos graduados, de donde se deduce (1). Para i > 1, el Teorema

de Leray nos asegura que basta considerar los abiertos afines estandar
U; & {x; # 0} de P" para calcular H'(P",.%#) mediante cohomologia de Cech.

Para esto tltimo, definimos para cada sub-conjunto I C {0,...,n} el abierto
U[ = ﬂ UZ
el

En particular, tenemos que

H (U, Z|v,) = Vecty, <$€0 .- zbn donde ¢;j€Zydonde l; >0sijé¢ I> .
Asi, el complejo de Cech del cubrimiento estandar de P™ esta dado po

° dO dl dnfl an
C (%, ) : 115, — [ Segei, — -+ = Segozy — 0

donde H!(P", %) & ker(d?)/ Im(di~1).

Para probar (2), veremos que H" (P", wpn ) = k y que hay un emparejamiento
perfecto (i.e., una forma bilineal no-degenerada)

HO(P", Opn (d)) x HY(P", Opn(—d — n — 1)) — H"(P", wpn) = k,

G Por ejemplo, si n = 1, obtenemos el complejo de Cech
1 —1, d° -1 -1
klzo,z1,29 | X k[zo, 1,27 | — k[zo, 21,20 ,21 | — 0,

y H'(P',.7) défk’[mo, x1, 2t 2]/ Im(d®) =2 agtey ket 2y ] 2 Vecty (ziab con a,b < 0).

En particular, la graduacién en Ivll(IP’l7 F) est4 dada por d = deg(z§x?) dga +b<0.
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de donde obtenemos h°(P", Opn(d)) = h™(P", Opn(—d — n — 1)) y luego (2):
Por definicién, ﬁ”([[””, F) esta dado por

dn71 ~ ag Qn
coker (H Sa:o~-~@-~-xn _— Szo~~-mn> = Vecty(xp® - - - zp" con a;j < 0},
k

con graduacion d = Y ;' ja;. En particular, si d = —n — 1 s6lo hay un
monomio posible: :val ozt Luego, H"(P", wpn) = k.
Miés atn, si d > 0 entonces

HO(P", Opn (d)) = Vectk<1:8° cealrcon by >0y ij =d),

n
por lo quesi zg° - - - 28 € H"(P", Opn(—d—n—1)) ya:go - abn € HO(P, Opn (d)),
entonces
ggoTbo . gantbn ¢ HUY(PM wpn) 2 k.

Mas atn, si d < 0 entonces H"(P", Opn(—d — n — 1)) = {0} pues no hay
monomios en H"(P", .#) de grado —d —n —1> —n — 1.

Para probar (3), usamos inducién en n (pues el caso n = 1 esta cubierto):

Si localizamos respecto a la variable x,,, obtenemos que

CNU, F)e, = C (U, T es)-
Ademas, el Teorema de Serre sobre la cohomologia de variedades afines (ver
4.1.25)) implica que
H(U,,.Z|y,) = 0 para todo i > 1, pues U,, = A",
Dado que la localizacién preserva la exactitud, deducimos que H* (P, .F )y, =0
para todo i > 1, i.e., todo elemento de H'(P",.#) es anulado por alguna

potencia de x,. Para concluir, basta verificar entonces que multiplicar por la
variable z,, define un morfismo inyectivo (de donde obtenemos (3)):

Sea H := {x, =0} 2 P*! <% P" y recordemos (ver Observacion [3.4.25)
que hay una sucesion exacta corta
(*) 0— ﬁ]pm(—H) = ﬁ]pn(—l) L} Opn — 15,0 — 0

asociada al divisor efectivo H. Tensorizando (%) ® Opn(d) y considerando la
suma directa @ .7, obtenemos una sucesién exacta

0—.F 23 F — 1,.Fy — 0,
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donde Fpy = @uez On(d). Recordando que H'(P", 1. Fy) = H'(H, Fp),
obtenemos las siguientes sucesiones exactas largas en cohomologia:
(a) 0 — HO(P", %) 2 HO(P",.%) — H(H, Zy) —

— H'(P",.7) — H'(P",.F) — 0,
donde el ultimo 0 se obtiene por induccién.
(b) 0 — HYP",.7%) 2" HY(P",.#) — 0 para todo 1 < i <n — 1,
donde el primero y ultimo 0 se obtienen por inducién, y en particular (dado

que multiplicar por x;, es un isomorfismo en este caso) se tiene H (P",.7) =0
sil<i<n-—1.
(¢) 0—H"I(P",.Z) 2 H (P, 7)) — H"Y(H, Fy) —
— H"(P", 7) 22 H"(P",.#) — 0,
donde el ultimo 0 se obtiene gracias al Teorema de anulacién de Grothendieck
(pues dim(H) =n —1).
Finalmente, notamos que los primeros términos de (a) se escriben como
0 — k[xo, ...,z LN klxo,...,zn] —» kl[zo,...,zp_1] —
— HY(P",.7) 22 HY(P", .F) — 0,
y por ende observamos que los primeros tres términos ya forman una suce-

sién exacta. En otras palabras, podemos sub-dividir la sucesién exacta (a) en
dos sucesiones exactas: en los primeros tres términos y en la sucesion exacta

0 — H'(P", #) 2 HY(P", F) — 0,
i.e., multiplicar por z, es un isomorfismo y por ende H'(P",.%#) = 0. De
manera similar (usando (2) para obtener sucesiones exactas explicitas), se

deduce que H* }(P",.#) = 0 y con ello se prueba (3). O
Ejercicio 4.2.2. — Utilizar la sucesién exacta de Euler para probar que
1 sii=1

i (DN 1 _
h ([P) aQIP’") - .
0 sino.
Veamos algunas consecuencias importantes del resultado anterior. Para ello,
utilizaremos el siguiente hecho (que volverd a aparecer en reiteradas ocasiones
més adelante):
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Observacion importante 4.2.3. — Sea X una variedad algebraica y sea
Z un Ox-moédulo. Entonces, hay una biyeccién entre:

se'(X,.7) - ¢ : Ox — % morfismo
seccién global de Ox-mébdulos
s—rpsu: Ox(U) = F(U), A — As|y
spi=px(1) e F(X)+—¢

Recuerdo 4.2.4. — Sea X <" P" una variedad algebraica proyectiva y sea
d € Z. Entonces, se define
def

ﬁX(d) = L*ﬁpn(d) == ﬁ[@n(d”){
Maés generalmente, si .% es un Ox-mddulo entonces definimos
F(d) = F @ Ox(d).

Lema 4.2.5 (Serre). — Sea X — P™ una variedad algebraica proyectiva
y Z un haz coherente en X. Entonces, existe r € NZ1 ¢y m > 0 tal que

ﬁx(—m)@r —» F

es un morfismo sobreyectivo de Ox-maodulos. En otras palabras, tensorizando
por Ox(m), 05" —» F(m) es un morfismo sobreyectivo de Ox-médulos.

Demostracion. — Sea U; & {z; # 0} = A" abierto estdndar de P", y sea
V; = X NU; abierto afin de X.

Dado que .Z es coherente, tenemos que 7 |y, = ]\Z para cierto A;-modulo
M; finitamente generado, y donde A; = O(V;).

Sean s;1,...,sik € M; =T'(V;, #|y,) generadores de M;, que en particular
general el tallo %, para todo x € V;. La idea serd que, a pesar de que las
si; no se extienden necesariamente a secciones globales de .7, se tendra que
sijayt € T'(X, #(m)) son secciones globales para cierto m > 0:

Para ello, notamos que X \ V; se cubre por los abiertos Vj, con k # i, y luego
basta probar que s;;jz;" se extiende a cada V}, para cierto m > 0: Dado que
FVie) € My y que ZF(V;N V) = (My)z, es la localizacién en la variable x;,
existe d, € N tal que sija:?’“ € F (V). Asi, basta considerar m := maxy{dy}.

En otras palabras, para m > 0 obtenemos r secciones s;; € I'(X,.% (m))
que generan los tallos .%(m), para todo z € X, y por ende ellas definen un
morfismo sobreyectivo de O'x-mddulos

oy —» F(m),
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i.e., Ox(—m)®" —» F es sobreyectivo. O
El Lema de Serre nos motiva a definir la siguiente nocién, que permite
reformular el enunciado anterior como:
Sea .# un haz coherente en una variedad proyectiva X «—— P™,

entonces % (m) es globalmente generado para cierto m > 0.

Definicion 4.2.6. — Sea X una variedad algebraica y sea .# un €'x-modulo.
Decimos que .# es globalmente generado (o bien generado por finitas
secciones) si existe N € NZ! y un morfismo sobreyectivo

SN
ﬁX H&&g\,

de Ox-mébdulos.

Ejercicio 4.2.7. — Sea ¥ — X un fibrado vectorial, y sea & su haz de
secciones asociado. Probar que E es globalmente generado (como fibrado
vectorial) si y s6lo si & es globalmente generado (como x-mddulo).

Teorema 4.2.8 (de finitud). — Sea X —— P" una variedad algebraica
proyectiva y % un haz coherente en X. Entonces, los k-espacios vectoriales
H(X,.%) son de dimension finita para todo i € N,

i.e., W(X, ) < +o0.
Demostracion. — Dado que H (X, .#) = H (P", 1,.%) y que 1,.% es un haz co-
herente en P", podemos suponer sin pérdida de generalidad que X = P". Mas

atn, H'(P", %) = 0 si i > n gracias al Teorema de anulacién de Grothendieck.
Para concluir, procedamos por induccién descendente en i € N:

Por el Lema de Serre, existen r,m € N y una sucesiéon exacta de haces
coherentes en P

0 —% — Opn(—m)¥ — F — 0,
que induce una sucesion exacta larga en cohomologia de la forma
o HI(P™, Opn (—m))®" -2 Hi(P", F) -2 HITL(P", 9) — . ..
Aqui, el primer término es de dimension finita gracias al calculo explicito

al comienzo de la secciéon y el dltimo término es de dimensién infinita por
induccién descendente. Finalmente,

RY(P",.F) = rg(d) + dimy, ker(8) = rg(8) + rg(a) < +oo,

de donde se deduce el resultado. O
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Teorema 4.2.9 (Anulacién de Serre). — Sea X <= P" una var-
tedad algebraica proyectiva y % un haz coherente en X. FEntonces, existe
mo = mo(F) € N tal que

Para todo i > 1 y todo m > my, se tiene que H'(X,.Z(m)) = 0.
Demostracion. — Tal como en el Teorema de finitud, podemos suponer que

X = P" y argumentamos por induccién descendente en i € N (donde el caso
i > n esta cubierto por el teorema de anulacién de Grothendieck):

El Lema de Serre implica que existen r,m; € N y una sucesion exacta de
haces coherentes en P"
0 —9 — Opn(—m)®" — .F — 0.
Al tensorizar dicha sucesién exacta por Opn(m) obtenemos
0 — 4 (m) — Opn(m —m)¥" — F(m) — 0,
la cual induce una sucesiéon exacta larga en cohomologia
co = H{(P™, Opn (m—m))®" -2 HI(P", F (m)) —— HTL(P", 9 (m)) —> ...

El calculo explicito al comienzo de la seccion implica que el primer término es
0 para m > mq y ¢ > 1, mientras que la hipétesis de induccién asegura que el
ultimo término es 0 para m > mg := mo(¥) = mo(F). Asi,

H'(P",.7 (m)) = 0
para todo m > mq := max{mi, ma}. O

Ejemplo importante 4.2.10. — Sea X una variedad algebraica proyectiva
y sea L € Pic(X) un fibrado en rectas amplio, i.e., existe mg € N=! tal que
L®™0 es muy amplio:

Y= Qremg : X — P"
es un incrustamiento cerrado, con ¢*Opn (1) = L&™M0,

def

En particular, tenemos que L®™ = ¢x(1) respecto al incrustamiento

1 : X — P™. Luego, para todo haz coherente .% en X se tiene que:

(1) Fe Lm0 ¥ Z @ 6y (m)
m > 0.

(2) Para todo i > 1y todo m > 0, se tiene que
H'(X, 7 @ £%™m) =0,

oz (m) es globalmente generado para todo

donde .Z es el haz de secciénes de L.

El ejemplo anterior, motiva la siguiente definicion.
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Definicion 4.2.11. — Sea X una variedad algebraica y sea L € Pic(X)
fibrado en rectas, cuyo haz de secciones serd denotado por .Z. Decimos que
% es amplio como Ox-mébdulo si:

Para todo haz coherente .# en X se tiene que .# ® Z%™ es
globalmente generado para todo m = m(%#) > 0.

Tal como lo ilustra el resultado siguiente, muchas veces los haces de secciones
son mas faciles de manipular que los fibrados en rectas.

Proposicion 4.2.12. — Sea X una variedad algebraica y sean L, M € Pic(X)
con haces de secciones £ y M , respectivamente. Entonces:

(1) Para todo r € N=1, el haz £ es amplio como Ox-médulo si y sdlo si
L% o es.

(2) Si L y A son amplios como Ox-mdédulos, entonces £ & M también.

(3) Si M es amplio como Ox-mddulo, entonces £ @ M®" también lo es
para todo r > 0.

Demostracion. — Sea % un haz coherente arbitrario en X. Entonces tenemos
que:
(1) Si £ es amplio entonces Z®" también (pues mr > m). Si suponemos
que Z®" es amplio, entonces para todo 0 < s < r se tiene que el haz

(g‘ ® $®5) ® ($®T)®m ~ FZR g@(s—l—mr)

es globalmente generado para m > mg. Luego, . ®.Z%™ es globalmente
generado para todo m > r - max{my,...,m,_1}, i.e., £ es amplio.

(2) Supongamos primero que .Z es amplio y que .Z es globalmente gener-
ado. En tal caso, .Z ® £“™ es globalmente generado para todo m > 0
y luego .F @ L™ @ 4™ también lo es, ie., ¥ ® .# es amplio en
dicho caso.

En el caso general, si . y .# son amplios, entonces Ox ®. L™ = L&m

es globalmente generado para todo m > 0 y, dado que .Z®™ es amplio
gracias a (1), se tiene que

LE QM= (L @M

es amplio. Nuevamente, (1) implica que .Z ® .# es amplio.
(3) Si . es amplio, entonces £ @ .#*" es globalmente generado para todo
r > 0. Luego,

(F @ M) @ (L QMO = F @ (L@ aTH))Em
es globalmente generado para todo m > 0, i.e., Z@.#®" 1) es amplio.
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Aqui, usamos varias veces el hecho que si .Z y .# son globalmente generados,

entonces .£ ® 4 también (cf. Ejercicio 4.2.7)). O
Teorema 4.2.13. — Sea X wuna wvariedad algebraica proyectiva y sea

L € Pic(X) un fibrado en rectas con haz de secciones L. Entonces,

L es amplio como Ox-maodulo si y sélo si L es un fibrado en
rectas amplio (i.e., existe r € N=1 tal que L®" es muy amplio).

Demostracién. — Sabemos que si L®" es muy amplio, entonces .Z®" es amplio
como Ox-mobdulo (ver Ejemplo y luego .Z también.

Supongamos ahora que .Z es amplio como Ox-mddulo y veamos que L es
un fibrado en rectas amplio:

Para ello, fijemos g € X y consideremos una vecindad afin V' de x¢ tal que
Ly 2V xAl ie, Z|y = Oy. Definamos Y := X \ V, cerrado de X definido
por el haz de ideales 7y C Ox.

Dado que Zy es un haz coherente en X y & es amplio, existe m € N2!
tal que Zy @.Z%™ es globalmente generado. Por otro lado, las secciones de
Ty @.2%™ son secciones de L®™ que se anulan en Y, y por ende existe

def

s € T(X, Iy @2%™) CT(X, 2™ = HO(X, L®™)
que no se anula en zg ¢ Y. Luego, el abierto
X :={z € X tal que s(x) # 0}

estd contenido en V' y, dado que L)y = Oy y que o := s|y € O(V), tenemos
que X5 = V(o) es un abierto afin que contiene a xg.

Dado que la construccién anterior se aplica a cada xyp € X, podemos con-
siderar un cubrimiento finito X = |J}_; X, por dichos abiertos afines y, reem-
plazando s; por una potencia si fuese necesario, podemos suponer que m es el
mismo para cada X, (i.e., s; € H*(X, L®™) para todo 7). Ademds, notamos
que las secciones si, ..., S, NO poseen ceros comunes.

Para concluir, consideremos f;; los (jfinitos!) generadores de la k-dlgebra
0(Xs,). Asi, tal como se probé en el Lema de Serre, existe 7 € N=! tal que

sTfij € D(X, 2% € HO(X, L&),

Més atn, las secciones s y s;; := sl f;; de L®™ no tienen ceros comunes

y por ende definen ¢ : X — PV morfismo regular. Si denotamos por
def

U; = {z; # 0} = AV al abierto estandar de PV correspondiente a la coor-
denada s de ¢, entonces tenemos que los Uy, ..., U, cubren p(X) C PN vy que

o () &f X, Finalmente, notamos que ¢ := ¢|x, : X5, — U; corresponde
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al morfismo ¢ : O(U;) —» O(Xy,) que es sobreyectivo por construccion de
@, e, O(Xs,) = 0O(U;)/I; para todo i € {1,...,p}.

Asi, ¢; induce un isomorfismo sobre su imagen V' (I;) C U; y por ende define
un incrustamiento cerrado, i.e., L®™™ es un fibrado en rectas muy amplio. [J

De manera similar, tenemos el siguiente criterio cohomoldgico de amplitud.

Teorema 4.2.14. — Sea X wuna variedad algebraica proyectiva y sea
L € Pic(X) un fibrado en rectas con haz de secciones L. Entonces, son
equivalentes:

(1) L es un fibrado en rectas amplio.
(2) Para todo haz coherente .7 en X, se tiene que

H(X,Z ® £®™) =0 para todo m > 0 y todo i > 1.
(3) Para todo haz coherente .7 en X, se tiene que

HY(X,.Z @ £%™) = 0 para todo m > 0.

Demostracion. — Sea .# un haz coherente en X. Entonces, (1) implica (2)
ya que si L es amplio entonces existe 7 € NZ! tal que L®" es muy amplio y,
por el Teorema de anulacién de Serre, tenemos que para todo 0 < s <r

H(X, (F @ £%) @ (L®")®™) = 0 para todo i > 1 y para todo m > ms.

Asi, para m > r-max{my,...,m,_1} se tiene que H(X,.# @ £®™) = 0 para
todo @ > 1. Ciertamente (2) implica (3), por lo que basta verificar que (3)
implica (1):
Fijemos x € X y denotemos por k; := (k) al haz rascacielos asociado (ver
Ejemplo [1.3.6] (4)), €l cual es un haz coherente pues la sucesién
0—7Z, — Ox %k, —0

es exacta. De manera similar, si consideramos el morfismo sobreyectivo

F 5 F @k, con kernel 4 := .F @ I,, obtenemos una sucesién exacta

evy

0—9 —F % FRk, —0

de haces coherentes en X. La hipotesis (3) implica que existe mg = mo(#, z)
tal que HY(X,¥ @ £®™) = 0 para todo m > my, y en particular

X, 7@ s D(X,7 L% k,)

es una aplicacion lineal sobreyectiva.
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Luego, el Lema de Nakayama (ver Recuerdo implic que existe una
vecindad abierta U = Uz ,,,, de z € X tal que (F @ £®™)|y es globalmente
generado. En particular, considerando .# = Oy, existe m; € N=! y un abierto
Upy m, tal que Z%™ es globalmente generado en el abierto Ugy, p, -

Asi, dado que

F @ LM = (LEMNE @ (F @ L2009 para ciertos r >0y 0 < s < my,
tenemos que . ® £®™ es globalmente generado en el abierto
Uy = Uﬁx,ml N U:?,mg N Uﬁ,mo—l—l n---N U?,mg—l—ml—l-

Finalmente, basta cubrir X con finitos abiertos U, y considerar el maximo my
para deducir que .# ® Z°™ es globalmente generado para todo m > my, i.e.,
% es amplio como Ox-modulo, lo cual equivale a su vez a que L es un fibrado
en rectas amplio. O

El Teorema anterior es especialmente ttil para estudiar el pullback de fi-
brados en rectas mediante morfismos finitos. Para esto, necesitaremos antes
el siguiente resultado auxiliar (que es muy 1til en otros contextos).

Lema 4.2.15 (Férmula de proyeccién). — Sea f : X — Y un mor-
fismo regular entre variedades algebraicas. Para todo Ox-mdédulo F y todo
haz localmente libre & de rango r en'Y, se tiene que

E Roy [+F = [ ([T (E) ®ay F).

Demostracion. — La afirmacién es local en Y, por lo que podemos suponer
que & = ﬁé‘?r. Ademas, todos los términos involucrados conmutan con la
suma directa, por lo que basta considerar & = 0y. En tal caso, el resultado
se obtiene al observar que f*0y = Ox. O

Teorema 4.2.16. — Sea f : X — Y wun morfismo finito entre wvar-
iedades algebraicas proyectivas. Entonces, para todo haz coherente F en X y
L € Pic(Y') fibrado en rectas en'Y se tiene que:

(D'M4s formalmente, s1, ..., s, € I'(X, %) son secciones cuyas imagenes generan el k-espacio
vectorial de dimensién finita I'(X, . ® k), ellas permiten definir una sucesién exacta

0 —F — 2 —0,

donde 2 ® k; = 0. En una vecindad abierta afin U de z, con Ox(U) = A, el haz coherente
2 corresponde a un A-médulo finitamente generado N que cumple N ®4 (A/m;) =0, i.e.,
m;N = N. El Lema de Nakayama aplicado al anillo local Ay, implica que Ny, = 0y
por ende existe f ¢ m; tal que fN =0, i.e., £ es nulo en la vecindad Uy de z, i.e., F es
globalmente generado en Uy.
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(1) HY(X,.Z#) = H{(Y, f..7) para todo i > 0.

(2) Si L € Pic(Y) es amplio, entonces f*L € Pic(X) es amplio.
Demostracion. — Sea V' C Y un abierto afin. Dado que f es un morfismo
finito, U := f~1(V) es un abierto afin en X. Luego, si ¥ es un cubrimiento
afin de Y, entonces % := f~!(#) es un cubrimiento afin de X y, por definicién
de f«Z, se tiene que

Cu,F)=CV, f+.7F).
Dado que f es un morfismo finito, f,.%# es un haz coherente en Y y por ende
el Teorema de Leray implica que
H'(X,7) 20y (X,.7) 20y (Y, f.7) W (Y, £.7)
para todo ¢ > 0, de donde obtenemos (1).
Para probar (2), notamos que si .Z es el haz de secciones de L € Pic(Y)
entonces la férmula de proyeccion implica que
f(F @ freom) = (.7 @ 2%
para todo haz coherente .7 en X. Luego, el item (1) implica que
H(X,.7 @ f*2%™) 2 H\(Y, f.F @ £®™) = 0 para todo m > my,

donde la ultima anulacién se obtiene del hecho que L es amplio. Asi, el criterio
cohomolodgico de amplitud implica que f*L es amplio. O

Ejemplo importante 4.2.17. — Recordemos que la normalizacién
v: XY — X
es un morfismo finito. Més atn, se puede probar que si X es una variedad alge-

braica proyectiva entonces X también es una variedad algebraica proyectiva
(cf. [Shal3, Ch. 3, Theorem 2.23]). Luego,

Si L € Pic(X) es un fibrado en rectas amplio, entonces v*L es un
fibrado en rectas amplio en la normalizacién X".

Una consecuencia importante de lo anterior (ver §3.4.3)) es el hecho que si X
es una variedad algebraica proyectiva e irreducible y L = Ox (D) es un fibrado
en rectas amplio, entonces

D - C > 0 para toda curva irreducible C C X,
donde D - C & deg(v*(L|¢)) y donde v : C¥ — C' es la normalizacion.

Ejercicio 4.2.18. — Sea S = Bl,(S) — S el blow-up de un punto de una

superficie proyectiva suave e irreducible S, y sea E &f e~ 1(p) = P! el divisor
excepcional. Probar que @’g(E) no es amplio.
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4.3. Categorias abelianas y functores exactos

Con todos los ejemplos y aplicaciones vistos en las secciones anteriores,
estamos en un buen punto para comenzar nuestro camino hacia la definiciéon
formal de grupos de cohomologia usando functores derivados, basada en el
articulo fundacional de Grothendieck [Gro57] (tipicamente conocido como el
Tohoku paper). Necesitaremos las siguientes nociones, que pueden consultarse
mas detalladamente en [Huy06].

Definicion 4.3.1. — Sea € una categoria. Decimos que % es una categoria
aditiva si para todos A, B € Obj(%) se tiene que Homy (A, B) es un grupo
abeliano, y ademés se verifica que:
(1) La composicién
Homy (A, B) x Homy (B, (') — Homg (A, C), (f,g9) —> go f
es bilineal.
(2) Existe un (dnico) objeto 0 € Obj(%) tal que Homy(0,0) = {0} es el
grupo trivial con 1 elemento.
(3) Para todos A;, A2 € Obj(%) existe un (dnico) objeto B € Obj(¥) junto
con morfismos j; : A; — B (resp. p; : B — A;), con i € {1,2}, que
hacen de B la suma directa (resp. producto) de A; y Az en %.

Mas aun, un functor entre categorias aditivas
F:¢—2
es un functor aditivo (covariante) si las aplicaciones inducidas
Homg¢ (A, B) — Homg(F(A), F(B))
son morfismos de grupos para todo par de objetos A, B € Obj(%).
Para poder hablar de sucesiones exactas, necesitamos contar con la nocién

de kernel e imagen. Esta simple observacion, motiva la definicion més impor-
tante de esta seccion.

Definicion 4.3.2. — Sea % una categoria aditiva. Decimos que % es una
categoria abeliana si ademéas cumple que:
(4) Todo morfismo f € Homg (A, B) posee un kernel y un cokernel en %, y
la aplicacién natural Coim(f) — Im(f) es un isomorfismo.
Aqui, Im( f) es el kernel de la aplicacién B — coker(f) y la coimagen Coim( f)
es el cokernel de la aplicacién ker(f) — A. Luego, la condicién (4) sefiala
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que para todo morfismo f: A — B se tiene un diagrama

ker(f) —— A ! B —"— coker(f)

N 7

coker(t) —— ker(m)

~Y

que resumimos escribiendo que “A/ker(f) = Im(f)” (i.e., el Teorema del
isomorfismo de Noether es un axioma).

jAtencion! — En una categoria abeliana % tiene sentido hablar de suce-
siones eractas. Mas precisamente decimos que
Ay —— Ay —— Az

es una sucesién exacta en ¢ si ker(f2) = Im(f1).

Naturalmente, ya hemos encontrado en varias ocasiones la nocién de cate-
goria abeliana sin haberlo dicho explicitamente.

Ejemplo 4.3.3. —

(1) Sea A un anillo conmutativo. La categoria A-Mod de A-médulos es
abeliana, y la sub-categoria de A-mdédulos finitamente generados es
abeliana también.

(2) Sea X un espacio topoldgico. La categoria Sh(X) de haces de grupos
abelianos en X es una categoria abeliana.

(3) Sea (X, Ox) un espacio anillado. La categoria 0x-Mod de &x-médulos
es abeliana.

(4) Sea X una variedad algebraica. Las categorias Coh(X) y Qcoh(X) de
haces coherentes y quasi-coherentes en X son categorias abelianas.

(5) Sea X una variedad algebraica de dim(X) > 1. La categoria Vect(X)
de fibrados vectoriales en X no es una categoria abeliana.

Observacion importante 4.3.4. — Sea F : € — 2 un functor aditivo
covariante entre categorias abelianas, y sean
A —— Ay —— Az

morfismos en € tal que fa o f; =0, i.e., Im(f1) C ker(f2).
Aplicando F', obtenemos morfismos en 2

F(A) Y pay) 2L peay)

que también cumplen que F(f3) o F(f1) = &ef F(fao f1)=0.
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Definicion 4.3.5. — Sea F' : € — % un functor aditivo (covariante) entre
categorias abelianas. Decimos que F' es exacto por la izquierda (resp.
exacto por la derecha) si toda sucesién ezacta corta en ¢

(S) 0—>A1f—1>A2f—2>A3—>0

es enviada por F' en una sucesién en 2

(F(S)) 0 — F(A) Y pray) 220 pag) — 0

que es exacta salvo quizds en F(As) (resp. en F(A1)), i.e., quizds F(f2) no es
sobreyectivo (resp. quizds F'(f1) no es inyectivo).

En particular, decimos que F' es un functor exacto si es exacto por la
izquierda y por la derecha, i.e., si (S) es exacta entonces F'(S) es exacta.

Ejemplo importante 4.3.6. —
(1) Sea X una variedad algebraica afin, con A = ¢0(X). El functor de
secciones globales

I': Coh(X) — A-Mod, .7 — I'(X,.7)

es un functor exacto (ver Ejemplo |4.1.23)).
(2) Sea A un anillo conmutativo y sea f € A. El functor de localizacién

-)f: A-Mod — As-Mod, M — M
f f f
es exacto.

(3) Sea ¥ una categoria abeliana y Ay € Obj(%’) un objeto fijo. Entonces,
el functor

Hom(Ay, -): ¢ — Ab, B — Homg (Ao, B)

es exacto por la izquierda. Los ejemplos tipicamente usados son los
siguientes:
(a) Si ¥ = A-Mod, entonces Hom 4 (M, N) es un A-mddulo.
(b) Si € = O0x-Mod, entonces Homx (.-#,%) es un A-médulo, donde
def

A=0x(X)=T(X,0x%).
(¢c) Si € = 0x-Mod y consideramos el functor

Hom(F, - ) : Ox-Mod — Ox-Mod, G — Hom(F,9).

donde el Ox-médulo Home(F,9) es el haz en grupos abelianos
U +— Homy (Z |y, ¥9|u) (ver Observacion [1.4.10] (5)).
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(4) Sea X un espacio topoldgico. Entonces, el functor de secciones globales
I':Sh(X) — Ab, 7 — I'(X, %)
es exacto por la izquierda.

El siguiente ejercicio sera utilizado posteriormente, y generaliza al functor
de secciones globales (que corresponde al caso en que Y = {*} es un punto).

Ejercicio 4.3.7. — Sea f: X — Y un morfismo regular entre variedades
algebraicas. Probar que el functor imagen directa

f«: Qcoh(X) — Qcoh(Y), ¥ — f.F
es exacto por la izquierda.

Observacion 4.3.8. — Sea f : X — Y un morfismo regular entre var-
iedades algebraicas. Se puede probar que el functor (jcontravariante!)

/¥ :Qcoh(Y) — Qcoh(X), ¥ — 9

es exacto por la derecha. En el caso particular en que f* también sea exacto
por la izquierda (i.e., f* sea un functor exacto) se dice que f es un morfismo
plano (en inglés, flat), la cual es una nocién muy utilizada en Teoria de
Deformacién. Ver [Harl0] para mas detalles.

Definicion 4.3.9. — Sea % una categoria abeliana. Un complejo (de co-
cadenas) en ¢ es una coleccién K® = (K", d")nez tal que:

(1) K™ € Obj(%€) es un objeto de € para todo n € Z.

(2) d* : K" — K"! es un morfismo en ¢ para cada n € Z (ie.,
d" € Homg (K™, K™1)), llamado el diferencial o coborde, y veri-
fica d"*! o d” = 0 para todo n € Z.

Gréficamente, la informacién anterior se representa en el diagrama

di72 . di71 . d’L . di+1
Kz 1 Kl a, K7,+1 .

K®: ...

Mas atn, para cada ¢ € Z, el objeto
HY(K*) := ker(d")/ Im(d"~) % coker (Im(d"™") — ker(d")) € Obj(%)
es llamado la i-ésima cohomologia del complejo K*°.

Notacion 4.3.10. — Sea F : € — 2 un functor aditivo (covariante) entre
categorias abelianas. Dado un complejo K® = (K™, d"),cz en €, denotamos
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por F(K*) al complejo en 2 dado por la familia (F(K™), F(d"))nez, donde
F(K™) € Obj(2) y donde

F(d"): F(K") — F(K"*)
es el diferencial asociado. Por abuso de notacién, escribimos d" = F'(d").

Lema 4.3.11. — Sea F : € — % un functor exacto entre categorias
abelianas. Entonces, para todo complejo K* en € hay un isomorfismo

H!(F(K*®)) —— F(H'(K*)) para todo i € Z.
Demostracién. — Dado un complejo K® = (K™, d"),ez en €, definimos

Z':=ker(d") y B" := Im(d"!) para todo i € Z.

Asi, HY(K*®) & zi /B*. Dado que F es un functor exacto, tenemos que

F(Z%

def

“er(F(d')) y F(B)

L m(F(d")) para todo i € Z.

Asi, aplicando F' a la sucesion exacta corta en 4 dada por

0— B'— Z' — H(K®) — 0
obtenemos, gracias a que I’ es un functor exacto, una sucesion exacta en

0 — F(B") — F(Z') — F(H'(K®)) — 0
que nos permite deducir que
F(H/(K*®)) = F(Z)/F(B') = ker(F(d'))/ Tm(F(d'™")) € H'(F(K*))
y asi obtener el isomorfismo deseado. O
Definicion 4.3.12. — Sean K* = (K", d})nez y L® = (L",d} )nez dos
complejos en una categoria abeliana . Un morfismo de complejos
pim gt (K® d3) — (L*,ds)

es una familia de morfismos {¢’ : K — L'};cz que son compatibles con los
diferenciales:

oo di = db o p'para todo i € Z.

En otras palabras, el diagrama

diz? o dict o dk . il
K*: R N G PRI g o SR
pr 2 l‘pil 1 l‘ﬂi l‘pH»l 1

d d: d dr

L i L ; L 1
L*: R NN /U 5 Ny 5 S SN
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es conmutativo. Denotamos por Kom(%) la categoria cuyos objetos son los
complejos K® en ¥ y cuyos morfismos son los morfismos de complejos, y la
llamamos la categoria de complejos de %.

Ejercicio 4.3.13. — Probar que Kom(%') es una categoria abeliana.
Indicacion: Basta definir 0 € Kom(%) como el complejo

0:+—0—0—0—7---,

el kernel de ¢ : K® — L*® es el complejo formado por los kernel ker(y') para
todo i € 7, etc.

4.4. Resoluciones inyectivas y quasi-isomorfismos

Durante toda esta secciéon, denotamos por € una categoria abeliana. La
siguiente nocién, introducida por Baer en 1940, serd fundamental en lo que
sigue (cf. Teorema de Extension de Hahn-Banach):

Definicion 4.4.1. — Decimos que un objeto I € Obj(%) es inyectivo si
para toda sucesién exacta en € de la forma
0—A-—B

y todo morfismo f : A — I, existe un morfismo (no necesariamente tinico)
g: B — I tal que g o o = f. Equivalentemente, el functor contravariante

Hom(-,I): ¥ — Ab, A+—— Homg(A,I)

es eracto, i.e., siempre es posible completar

I

-
fT Y
A

en un diagrama conmutativo.

El siguiente hecho, demostrado por el mismo Baer en su articulo original
[Bae40| (e.g. usando adecuadamente el Lema de Zorn), da un criterio muy
util de inyectividad en la categoria de médulos sobre un anillo.

Teorema 4.4.2 (Criterio de Baer, 1940). — Sea A un anillo abeliano.
Entonces, un A-mddulo M es inyectivo si y sélo si
Para todo ideal a C A y todo morfismo de A-médulos o : a — M,
existe un morfismo de A-mddulos ® : A — M tal que ®|q = ¢
(i.e., ® extiende a p).
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Nuestras categorias favoritas seran las siguientes.

Definicion 4.4.3. — Una categoria abeliana % tiene suficientes inyec-
tivos si todo objeto A € Obj(%) se incrusta en un objeto inyectivo, i.e., existe
I =1(A) € Obj(%) objeto inyectivo y A < I morfismo de kernel nulo.

Recuerdo 4.4.4. — Recordemos que un grupo abeliano G es divisible si
para todo n € NZ! el morfismo

G—» G, x— nx

es sobreyectivo. Por ejemplo,

(1) Los grupos abelianos Q y Q/Z son divisibles.

(2) Suma directa y producto (no necesariamente finitos) de grupos
abelianos divisibles es divisibles.

(3) Todo Z-médulo inyectivo I es un grupo abeliano divisible. En efecto,
si fijamos m € I y n € NZ! entonces a = nZ es un ideal de Z y
podemos definir un morfismo de grupos abelianos f : @ — I mediante
f(n) =:m € I. Luego, el hecho que [ sea inyectivo implica que podemos
extender f a g:7Z — I que verifica

m = f(n) = g(n) = ng(1),
i.e., existe x := g(1) tal que m = nax.

Lema 4.4.5. — En la categoria Ab = Z-Mod de grupos abelianos, todo
grupo divisible G es inyectivo.

Demostracion. — Sea G un grupo abeliano divisible. Sea a = nZ un ideal de
Z y sea ¢ : a — G un morfismo de grupos abelianos. Como G es divisible,
existe x € G tal que ¢(n) = nx. Luego, podemos considerar el morfismo

b:7Z—G, a—ax

que verifica ®(n) e = ©(n), i.e., ® extiende a . Se concluye que G es un
Z-mébdulo inyectivo gracias al Criterio de Baer. O

Proposicion 4.4.6. — La categoria de grupos abelianos Ab tiene suficientes
1nyectivos.

Demostracion. — Veamos que todo grupo abeliano G se incrusta en un grupo
divisible (i.e., inyectivo):

Definamos G := Homgz(G, Q/Z). El emparejamiento natural
GxG— Q/Z
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induce un morfismo G < é, a — ev, que es inyectivo. En efecto, si a # 0
entonces existe f : (a) — Q/Z tal que f(a) # 0y como Q/Z es inyectivo (al
ser divisible) en Ab, existe g : G — Q/Z tal que g(a) # 0, i.e., evg(g) # 0.

Notamos que si L = Z®W) es un grupo abeliano libre, indexado por cierto
conjunto A, entonces L es isomorfo a [] rxer Q/Z, que es divisible. Dado que
todo grupo abeliano es cociente de un grupo abeliano libre, podemos considerar
a G como el cociente de un grupo libre L (e.g. L= Z(G)) y luego

L—»G—0

induce 0 — G < f/, ie, G — L se incrusta en el grupo divisible L. O

La misma idea permite probar que la categoria A-Mod tiene suficientes
inyectivos. Dejamos los detalles como ejercicio.

Ejercicio 4.4.7. — Sea A un anillo conmutativo, y sea M un A-mddulo.
Definimos el grupo abeliano M := Homgz(M,Q/Z) y lo dotamos de estructura
de A-médulo mediante

(a- f)(z) := f(ax) para todo f € M, € My a € A.

Tal como antes, se tiene que M — M es un morfismo inyectivo de A-modulos.
(1) Para cada f € M, definimos f(z)(a) := f(azx). Probar que
M= Homgz(M,Q/Z) —— HomA(M,A), f—f
es un isomorfismo de A-médulos, con inversa g —— ¢ dada por
9(z) = g(a)(1).
(2) Deducir que A es un A-mddulo inyectivo (i.e., un objeto inyectivo en la
categoria A-Mod).

Indicacién: Dados M < N, f M — A, yf: M — Q/Z. Probar que
sig: N — Q/Z extiende a f, entonces §g: N — A estiende a f
(3) Deducir que la categoria A-Mod tiene suficientes inyectivos.

Los resultados anteriores se pueden extender directamente a categorias de
haces.

Teorema 4.4.8. — Sea X un espacio topoldgico (resp. un espacio anillado).
Entonces, la categoria Sh(X) de haces de grupos abelianos en X (resp. la
categoria Ox-Mod de Ox-mddulos) tiene suficientes inyectivos.

Demostracion. — Sea .%# un haz de grupos abelianos en X, y para cada z € X
consideremos una inclusién

Fo — 1(Fy),
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donde I(.%#,) es un grupo abeliano inyectivo en donde se incrusta el tallo .%,.
Sea I(.#) € Sh(X) el haz definido por

I(F)(U) = H I1(.#;) para todo U C X abierto.
zelU
Asi, tenemos un morfismo inyectivo .# — I(%#) y, dado que los morfismos de
haces estdan determinados por los tallos, tenemos que para todo ¥4 € Sh(X)
se verifica
Hom(¥,1(.%)) = H Hom(%,, I(#,)) en Ab.
zeX
Asi, I(#) es un objeto inyectivo en la categoria Sh(X). La demostracién para
O'x-modulos es identica. O

Recuerdo 4.4.9. — Sea X una variedad algebraica afin con A = 0(X).
Entonces, el Teorema sefiala que la categoria abeliana Coh(X) puede
verse como una subcategorfa de A-Mod via .# — H°(X,.7). La ventaja de
esto ultimo es que en la categoria A-Mod los calculos son mucho més simples.

La observacion anterior se extiende en gran medida gracias al siguiente
resultado fundamental de dlgebra homoldgica, probado por Freyd y Mitchell
en 1964.

Teorema 4.4.10 (Freyd-Mitchell). — Toda categoria abeliana (pequena)
¢ puede ser vista como una subcategoria de R-Mod para cierto anillo (no
necesariamente abeliano) R.

Observacion importante 4.4.11. — Una consecuencia inmediata del Teo-
rema de incrustamiento de Freyd-Mitchell es que todos los cdlculos en € que
involucren kernel, cokernel e imagenes pueden hacerse en R-Mod mediante
“caceria de diagramas”. Notablemente:
(1) Un morfismo de complejos ¢ : K* — L® en ¥, dado por la familia de
morfismos {p’ : K — L'};c7 tales que '™ o d% = di o ¢' para todo
i € Z, induce un morfismo en cohomologia:

H'(p) : H(K®) — H(L®) para todo i € Z.

En efecto, recordando que H(K*®) &f ker(dy )/ Tm(d% 1), para cada ele-

mento (!) x € ker(dy ) tenemos que

0= (¢ odi)(w) = di,(¢'(x)), ie., ¢'(x) € ker(d]).
1

Ademés, la relacion ¢' o di! = di ! o "1 implica que si 2’ € ker(dy)

es tal que 7/ = x + digl(y) para cierto elemento y € K'~!, entonces
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¢'(2') = ¢'(z) + di ' (¢""!(y)). En otras palabras, [p(z)] = [p(a')] en
Hi(L*) £ ker(dZ)/ Tm(di ).
El lema de la serpiente (aplicado en la categoria R-Mod) implica
que si

0— K* 251 2 M*—0
es una sucesién exacta de complejos en €, i.e., para todo i € Z la
sucesion , _

0— K 250 Y M0

es exacta en %, entonces hay una sucesién exacta larga en cohomologia

asociada
s E ) S w ) B, ey B ey 2

Hi+1(‘P) o) Hi+1(w)

5_i> HiJrl(KO) Hi+1(L Hi+1(M0) §itl .

Aqui, & : HY(M*®) — H*(K*) es llamado el i-ésimo morfismo de
conexion.

En muchas ocasiones, dos complejos que posean la misma cohomologia seran

considerados equivalentes y diremos que son quasi-isomorfos. La siguiente
definicién formaliza esto tltimo.

Definicion 4.4.12. — Sea ¢ : K* — L*® un morfismo de complejos en %.
Decimos que ¢ es un quasi-isomorfismo (qis) si

Hi(e) : HY(K®) —— H'(L®) es un isomorfismo para todo i € Z.

Maés atin, en este caso decimos que (g, L*®) es una resolucién de K°.

Para relacionar las resoluciones y los objetos inyectivos, necesitamos del

siguiente concepto que proviene de la topologia algebraica.

Definicion 4.4.13. — Sean f: K®* — L* y g : K®* — L*® dos morfismos
de complejos en €. Decimos que f y g son homotépicamente equivalentes,
y escribimos f ~ g, si:

Existe una familia de morfismos h = {h’ : K — L""1},c7 tales
que f' — g' = d"t o h' + hit! o d; para todo i € Z.
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Graficamente, h estd dada por diagramas de la forma

i
K i K+l

hi
hi+1
Li— 1 Lz

dt
La familia h = {h'};cz es llamada una homotopia entre f y g.
La principal propiedad de la homotopia es la siguiente.

Lema 4.4.14. — Sean f,g : K* — L®* morfismos de complejos en €.
Si f ~ g, entonces f y g inducen el mismo morfismo en cohomologia, i.e.,
H'(f) = H'(g) para todo i € Z.

Demostracion. — Sea x € ker(d% ), entonces
Fi(@) = g'(x) € di (b (@) + B (di (2)) = di (R (@)
y luego [f!(x)] = [¢°(x)] en H'(L*) < ker(dy )/ Tm(d} ). O

Ejercicio 4.4.15. — Probar que si f : K®* — L*y g: L* — K*® son
morfismos de complejos en € tales que

fog~Idpe ygof~ Idge
entonces f y g son quasi-isomorfismos, y H'(f)~' = H'(g) para todo i € Z.

El Lema anterior implica que si f : K* — L*® verifica f ~ 0, entonces
H'(f) = 0 para todo i € Z. Para probar el reciproco (en ciertos casos),
necesitamos la terminologia siguiente.

Definicion 4.4.16. — Sea K*® un complejo en una categoria abeliana %.
Decimos que K* es

(1) Un complejo exacto si H'(K®) = 0 para todo i € Z, ie.,

Im(d~1) = ker(d') para todo i € Z.

(2) Un complejo positivo si K* = 0 para todo i < 0.
Proposicion 4.4.17. — Sea f: K®* — L® un morfismo de complejos posi-
tivos en €, y supongamos que:

(1) Todo objeto L' es inyectivo en €, y que

(2) El complejo K*® es exacto, y en particular Hi(f) = 0 para todo i € Z.
Entonces, f ~ 0.
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Demostracién. — Construiremos los morfismos de homotopia h* por induc-
ci6n en i € N (dado que podemos considerar h* = 0 si i < 0):

Supongamos que h' : K* — L'~! est4 construido y verifica la férmula de

homotopia
(%) fj:fj—O:dJL_lohj+hj+lod%( para todo j < i — 1.
Definimos entonces ¢* := f! — d’;l o k%, que a posteriori verificard que

g' = k"t o di. gracias a (x). Los diagramas conmutativos

i—1 i i—1
Ki-1 i K di Kt Ki-1 dx K
gt = 1
2 pi+1
i1 RS 37 h i1 .
Lt : Lt Lt : Lt
d1—1 dzL—l

implican, junto con (%) en el caso j =i — 1, que
glodigt = flodict —d o (b odi!)
(fZ o dl ! dz_ o fim)y + (diL_l o diL_Q) ohit
07
ie. g = 0en Im(d; ") = ker(d%). La propiedad universal del cociente implica
que ¢* se factoriza en
g": K'/ ker(dy) = Im(d% ) — L.
Asi, dado que L' es un objeto inyectivo y que Im(d%) = ker(d"[gl) — KL
tenemos que existe una extensiéon

hi+1 :Ki-i-l LZ
de g que cumple (x). O
La siguiente construccion es la definicién mas importante de esta seccién.

Construccion 4.4.18. — Sea A un objeto de la categoria abeliana €. Se
define el complejo A®, también denotado A si no hay riesgo de confusién,
mediante A" :=0sii#0y A := A4, ie.,

Ao —0—>0—A4A—0—0—---

Luego, una resolucién de A es una resolucién de A® por un complejo positivo,
i.e., un morfismo
e: A* — R*
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de complejos positivos que es un quasi-isomorfismo. Mas concretamente, una
resolucién de A estd dada por un diagrama conmutativo

A* A 0 0
[ R
R* AN - AN - B

tal que H'(¢) : H(A®) = H'(R*®) es un isomorfismo para todo i > 0.
‘Lo anterior implica, dado que H°(A®) A y HY(A®) = 0 para i > 0, que
H'(R*®) = 0 para todo i > 0 y que el morfismo de aumentacién
:A—R°
identifica A con H°(R?®), i.e., con el kernel de d° : R® — R'. En resumen,
d? a3

d° dl

R3

RQ

es un complejo exacto, también denotado 0 — A — R°®, que contiene la

0
0—A——R° R
misma informacién que € : A* — R°.

Finalmente, si todos los objetos R? de R® son inyectivos en &, decimos que
e : A®* — R® es una resolucién inyectiva de A.

El siguiente resultado serd crucial para construir functores derivados. En
términos practicos, nos dice que las propiedades de los objetos inyectivos se
extienden a complejos de objetos inyectivos.

Teorema 4.4.19. — Sea € una categoria abeliana con suficientes inyectivos.
Entonces:

(1) Todo objeto A posee una resolucion inyectiva € : A — I°.

(2) Sea f: A — I* un morfismo arbitrario (no necesariamente una res-
olucién) de complejos positivos, donde todos los objetos de I® son in-
yectivos. Entonces,

Para toda resolucion ¢ : A — R® (no necesariamente in-
yectiva), existe un morfismo de complejos g : R® — I® tal
que

A—S2Re

N

I.
es un diagrama conmutativo.
Mads atin, si g’ : R® — I® es otro morfismo tal que f = g’ o€, entonces
g~ ¢'. En otras palabras, g es tinico médulo homotopia.
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Demostracion. — Para el {tem (1), notamos que el hecho que € tenga su-

0
ficientes inyectivos nos permite hallar un incrustamiento A <= 0 donde
I° es un objeto inyectivo. Si definimos A; := IY/A en € y lo incrustamos

51
A; —— I' en un objeto inyectivo I', entonces tenemos que ker(d!) = 0 en
I°/A, i.e., la composicién

e 10 504 0

verifica que ker(e!) = A = Im(e"). Inductivamente, construimos ¢ : A — I°.
Para el ftem (2), construimos ¢g¢ por induccién en i € N:

0
. € . .
Como ¢ es una resolucién, A —— R es un morfismo inyectivo. Dado que
1Y es un objeto inyectivo, f©: A — I° se extiende a ¢ : R — I°.
Supongamos ahora que g* esta construido, y consideremos el diagrama

o det .
Rz—l R R R Rz—l—l

gill gil 3? gi+1
di—l di ~

Ii—l I Iz I Ii+1

Tal como en la Proposicién anterior, el hecho que ¢° od}fl = d?‘l og'~! implica
que dj o g' : R — I'*! se anula en Im(d; '), y donde Tm(d% ') = ker(dy)

0
yva que 0 — A <=5 R® es un complejo exacto. Luego, podemos ver esta
composicién como

Log': R/ ker(dy) = Im(dy) — I'.
Dado que el objeto I'™! es inyectivo, d% o g* se extiende a ¢g'™! : RiTL — [iFL,
Asi, construimos g : R* — I*® inductivamente.

Finalmente, consideremos otro morfismo ¢’ : R®* — I® tal que f = ¢’ o e.
Si definimos el complejo K® := R*/A como el complejo positivo cuyos objetos
estdn dados por K’ := R’ sii > 0y por K° := R9/A, entonces g — ¢’ se
factoriza en un morfismo de complejos

G:K*—1I°.
Dado que K*® es un complejo exacto, la Proposicién anterior implica que G ~ 0,
: /
ie,g~g. O
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4.5. Functores derivados

Ya estamos en condiciones de construir functores derivados, que pueden
usarse para definir cohomologia de haces, de de Rham, étale, de grupos (e.g.
cohomologia galoisiana), de dlgebras de Lie, de Hochschild, etc.

Construccion 4.5.1. — Sean € y Z categorias abelianas, y supongamos
que % posee suficientes inyectivos.
Dado un functor covariante aditivo F' : € — 2, se pueden construir
functores
R'F:¢ — 2

para todo ¢ > 0 de la manera siguiente:

Para cada objeto A en ¢, escogemos una resolucién inyectiva A — I, y
definimos para todo 7 € N

R'F(A) :=H(F(I})) en 2.

Maés aun, si f : A — B es un morfismo en %, entonces el Teorema [4.4.19
asegura que podemos extender la composicion A — B — I3 a un morfismo
de complejos g : Iy — Iy tal que el diagrama

A——15

|k
B ——1Ip

es conmutativo. Mas aun, g es unico modulo homotopia y por ende el morfismo
H'(F(g)) : H/(F(I%)) — H'(F(Iy)) es independiente de la eleccién de g, y
sera denotado

(R'F)(f) : R'F(A) — R'F(B).

Veamos que la construccion del functor R'F no depende de elecciones.

Lema 4.5.2. — Sea ¢ : A — I°®* una resolucion inyectiva de A. Entonces,
el morfismo candnico

H'(F(I°)) = R'F(A) € H'(F(13))
es un isomorfismo. En otras palabras, la construccién de R'F(A) es indepen-
diente de la eleccion de IY.

Demostracion. — Considerando la identidad Id4 : A — A, las resoluciones
A — I*y A — I induce un morfismo ¢ : I* — I% que es tinico médulo
homotopia.
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Invirtiendo el rol de I*® con I} obtenemos un morfismo h : I§ — I°® que es
unico médulo homotopia. Mas atn, go h ~ Id[;1 y hog ~ Idje, por lo que g
y h son quasi-isomorfismos (ver Ejercicio .

Por functorialidad, la imagen por F' de una homotopia de morfismos de
complejos en € es una homotopia de morfismos de complejos en Z. Asi,

F(g) - F(I*) — F(I%)

también es invertible médulo homotopia, y por ende un quasi-isomorfismo. En
otras palabras,

H(F(I*) — H'(F(I%)) € R'F(A)
es un isomorfismo para todo i > 0. ]

Definicion 4.5.83. — Sean € y Z categorias abelianas, y supongamos que
posee suficientes inyectivos. Dado un functor covariante aditivo F' : € — 9,
el functor

R'F:¢ — 2, A~ R'F(A)

es llamado el i-ésimo functor derivado (derecho) de F.

Observacion importante 4.5.4. — Con la notacién de la definicién ante-
rior, si consideramos el complejo exacto en € dado por

0 dO dl d2 d3
0—A=51% "=1T1} 3 I3

al aplicar F' obtenemos un complejo (no necesariamente exacto) en 9

F(d°) F(d") F(d?) F(d%)

EO
FE) A pry 2L g2y 9

F(A) F(I3)

Dado que d o * = 0, tenemos que F(d°) o F(”) = 0 y por ende
F(e%) : F(A) — F(I9%) se factoriza en

F(A) — ker(F(d")) £ HO(F(I3)) € (R°F)(A)
de manera functorial, i.e., existe una transformacién natural
F— R'F
entre los functores F : ¢ — 2 y R'F : ¢ — 9.

F(I3)

El siguiente resultado resume las propiedades mas importantes de los func-
tores derivados.

Teorema 4.5.5. — Sea F : € — 2 un functor covariante aditivo entre
categorias abelianas, y donde € tiene suficientes inyectivos. Entonces:
(1) Si F es exacto por la izquierda, entonces la transformacion natural
F = ROF es un isomorfismo.
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(2) Toda sucesion exacta
0—A—B—C—0
en € tiene asociada de manera functorial una sucesion exacta larga
. S RIF(A) — RIF(B) — RIF(C) 2 RHLF(A) — -

en 9. Mas precisamente, para todo morfismo de sucesiones exactas
cortas en €

el diagrama
RIF(C) —2 R*IF(A)
RiF(C') — 2 RIHFILF(A)

es conmutativo.
(3) Para todo objeto inyectivo I en la categoria €, se tiene que

R!F(I) = 0 para todo i > 1.

Demostracién. — Para probar que F' —— RYF es un isomorfismo, consider-
amos un objeto A en ¥ y € : A — I°® una resolucion inyectiva. Dado que F
es exacto por la izquierda, la sucesién exacta en &

0— A=,
es enviada a la sucesion exacta en ¥ dada por
0 —s F(A) 2, proy 29 gy
Asi, F(A) 2 ker(F(d°)) & (ROF)(A), de donde obtenemos (1).
Para probar (2), consideramos una sucesién exacta corta en ¢
0—A-LsB 200

. . . . 3 3 & .
y fijamos resoluciones inyectivas A —2 IS, B 5, Iy C = 1¢.. Es impor-
tante notar que a priori no contamos una sucesién exacta de complejos

0— I — I — It —0



4.5. FUNCTORES DERIVADOS 271

a la cual podamos aplicar el lema de la serpiente para obtener una sucesion
exacta larga en cohomologia (y por ende de functores derivados). La idea serd
construir un reemplazo usando la informaciéon que tenemos a disposicién:

Primero que todo, veamos que podemos construir una resolucién inyectiva
B — I* al definir I* := I} @ I, y donde construiremos los diferenciales
d’: I' — I'*! por induccién en i € N. En efecto, el morfismo de aumentacién

6?4 A — Ig se extiende an: B — Ig puesto que A <i> By I% es un objeto
inyectivo. Asf, usando el morfismo de aumentacién €% : C' < I, construimos

= (n,e%og):B—>IOd§fIg@Ig

de tal suerte que el diagrama

0 14— 1" "% 19 0
T n
C

0 A B—; 0

es conmutativo. Luego, el Lema de la serpient implica que € : B < I° es
un morfismo inyectivo, y que la sucesién de cokernels

0— I} &f coker(e%) — I' = coker(e%) — I} &f coker(e2) — 0

es exacta. Asi, obtenemos el primer diferencial d° : I — I deseado.

Intercambiando elrolde 0 — A — B — C — 0por 0 — I§ — I° — I2 — 0,
obtenemos el segundo diferencial d' : I' — I?, y asi sucesivamente. En
conclusién, obtenemos una sucesién ezacta de complejos

™

0—1I% 1512 —0
donde I* = I ®1¢,. Luego, dado que los functores aditivos preservan las sumas
directas, tenemos que F'(I®) = F(I%) @ F(I%) y en particular la sucesién
0— F(I}) — F(I*) — F(I3) — 0
()Explicitamente, el Lema de la serpiente sefiala que hay una sucesién exacta

0 — ker(e%) — ker(e”) — ker(el) — coker(¢%) — coker(e”) — coker(e&) — 0

de donde se deduce lo pedido, pues ker(¢%) = 0 y ker(e2) = 0.
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es exacta en &. Asi, el Lema de la serpiente implica que hay una sucesion
exacta larga en cohomologia de complejos
def def

S — HY(IY) ER'F(A) — HY(I*) 2 H'(I}) = R'F(B)

L HI(I) ERIF(O) 2 RIFIE(A) — -

que nos otorga la sucesién exacta larga de functores derivados deseada. Mas
aun, la construccion es functorial puesto que si consideramos
0—1I% — (I — I3 — 0
asociadaa 0 - A" - B' - C" — 0, donde A’ = I%,, B = (I")* y C' = I,
son resoluciones inyectivas como en el caso anterior, entonces la composicion
/
de B— B'yde B 19, induce (dado que I3, es un objeto inyectivo) un
morfismo 19 — 19, tal que

o Iy
B,
es conmutativo. Ademads, obtenemos un morfismo de complejos
0 15 I° I?, 0
0 I, (I 12, 0

donde I* = I @12y (I')* = I3, &1, Aplicando F'y considerando la sucesién
exacta larga asociada, concluimos la demostracién de (2).

Finalmente, (3) se deduce del hecho que la definicién de functor derivado
es independiente de la resolucién inyectiva (ver Lema . En efecto, para
cada objeto inyectivo I la resoluciéon I — R*® dada por

0. 0
(DN Sl SN S -1 AN SN B

es inyectiva. Asi, dado que F(Id;) = Idp(;), tenemos que la sucesién

F(e%) d°

0— F(I) > F'(I) 0—0—---

es ezacta y por ende (R1F)(A) = H(F(R®)) = 0 para todo i > 1. O

Finalmente, estamos listos para “derivar” nuestros functores (exactos por la
izquierda) favoritos. Los principales functores que usaremos estén recopilados
y definidos en el siguiente ejemplo (cf. Ejemplo 4.3.6)).
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Ejemplo importante 4.5.6. —

(1) Sea A un anillo conmutativo con unidad y sea M un A-médulo. Los
functores derivados (derechos) del functor

N — Homy (M, N)

se denotan ExtYy (M, N), y son muy usados en topologfa. En particular,
toda sucesién exacta corta

0—>N1L>N2L>N3—>O
de A-médulos induce una sucesién exacta larga
0 — Homa(M, Ny) —s Hom (M, Ny) % Hom (M, N3) —— Ext, (M, Ny)

s Ext}y (M, No) — Ext!y (M, Ny) —2s Ext? (M, Ny) —s ---

de A-médulos.
(2) Sea (X, 0x) un espacio anillado y .# un Ox-mdédulo. Los functores
derivados del functor

¢ — Homy (F#,9)

se denotan Exty (.#,%) o simplemente Ext'(.#,%). Como antes, una
sucesion exacta corta

0—Y% —% —9% —0
de Ox-moddulos induce una sucesioén exacta larga
0 — Homx (#, %) — Homy (%, %) — Homx (.7, %) — Exty\ (7,9
— ExtY(F, %) — BExty (F, %) — Exti(F,9) — -

de T'(X, Ox)-mé6dulos.
(3) Sea (X, Ox) un espacio anillado y .# un Ox-mdédulo. Los functores
derivados del functor

G — Hom(F,9)
se denotan &z¢'(.F,%). Como antes, una sucesién exacta corta
0—% —% — 9% —0
de Ox-moddulos induce una sucesién exacta larga
0 — Hom(F, %) — Hom(F, %) — Hom(F,4) — Gt (F, 4)
— &t (F, %) — Cut (F,G) — Gutl*(F,9)) — - -

de Ox-modulos.
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Sea X una variedad algebraica con A = I'(X, Ox). Los functores deriva-
dos del functor de secciones globales

I': 0x-Mod — A-Mod, % — I'(X,.%)

se llaman grupos de cohomologia, y se denotan Hi(X , 7). En par-
ticular, el Teorema anterior implica que H*(X,.%#) = I'(X,.#) y que
toda sucesién exacta corta

0 —% —9 —#—0

de Ox-moddulos induce una sucesién exacta larga
0 T(X,7) — D(X,9) — I(X,#) 2 H(X, F)

L HY(X,9) — HY(X, ) s HA(X, F) — -

de A-médulos.
Sea f: X — Y un morfismo regular entre variedades algebraicas. Los
functores derivados del functor imagen directa

f« : Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — f.F

se llaman imagenes directas superiores, y se denotan R'f,.#. En
particular, R f,.# = f,.Z y toda sucesién exacta corta

0 —% —9Y —H—0
de Ox-modulos induce una sucesion exacta larga
0— fuf — L9 — fu 25 RT
LSRG s RUH S RYLT

de Oy-mébdulos quasi-coherentes.

Observacion importante 4.5.7. — Sea X un espacio topolégico, y sea
Sh(X) la categoria de haces de grupos abelianos en X. Los functores derivados
del functor de secciones globales

I:Sh(X) — Ab, 7 — ['(X, %)

se llaman grupos de cohomologia de X con valores en el haz .%, y también son
denotados H'(X,.%).

Miés adelante veremos que si X es una variedad algebraica, entonces ambos
grupos de cohomologia asociados a I' (visto en la categoria de haces de grupos
abelianos y en la categoria de &x-médulos) coinciden.
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El siguiente resultado sefiala que los grupos Ext son relativamente sencillos
de calcular en el caso de fibrados vectoriales sobre variedades algebraicas. Para
demostrarlo serd de utilidad recordar (ver Observacién que si X es una
variedad algebraica y . es un 0x-moddulo, entonces hay una biyeccién

seI'(X,.7) ¢ : Ox — % morfismo
<~
seccién global de Ox-modulos

Proposicion 4.5.8. — Sea X una variedad algebraica y .F un Ox-mddulo.
Entonces:

(1) 2’ (Ox, F) = F y &t'(Ox, F)=0sii>1.
(2) Ext'(0x,.Z7) 2 H(X,.Z) para todo i > 0.
Mads generalmente, si & es un Ox-maodulo localmente libre de rango r, entonces
Ext'(&,.F) 2 H(X,&Y ® F) para todo i > 0.

~Y

Demostracion. — Dado que #Hom(Ox, F) = F, tenemos que
Hom(Ox, - ) = 1dg, -Mod
es un functor ezacto, de donde se obtiene (1). Para (2), notamos que la
biyeccién entre I'(X,.%#) y Homx (Ox,.%) implica que los functores
X, )2 Homx(Ox, -)
son isomorfos, y por ende los functores derivados respectivos
H'(X,.7) = Ext!(Ox,.%) coinciden para todo i > 0.
Finalmente, notemos que por una parte las propiedades del producto tensorial
implican que
Homx (&, -) = Homyx(Ox ® &, -) 2 Homy(Ox, 8" @ -).
Por otro lado, si .# — Z°® es una resoluciéon inyectiva de .# en Ox-Mod,

entonces el tensorizar por & preserva la exactitud (pues & es localmente libre)
y con ello obtenemos

EVRTF — R =6 RI°,
la cual es una resolucién inyectiva de &V ®.% puesto que en cada trivializacion
Zy = (Y @I |u = (I'|y)®" estd dado por objetos inyectivos. Dado que
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por denificion R'F(A) := H(F(IY)), tenemos que los complejos
0 —I(X,6V®F) —I(X,2°
0 — Homx (Ox,&Y @ F) = Homyx (&, %) — Homx (&,Z°)

calculan el mismo functor derivado, i.e., Ext(£,.#) = H(X, &Y ® %) para
todo 7 > 0. OJ

Observacion 4.5.9. — Todo lo que hicimos en esta seccién tiene sentido
para functores derivados derechos, que se obtienen al considerar un functor
exacto por la izquierda y considerar resoluciones inyectivas.

De manera anéloga, decimos que un objeto P en una categoria abeliana €
es proyectivo si el functor

Hom(P, -): %4 — Ab, A— Hom¢ (P, A)
es exacto. Usando resoluciones proyectivas
Po— A

y calculando la homologia de complejos, se pueden definir los functores
derivados izquierdos

LiF(A) := Hy(F(F,))
asociados a un functor exacto por la derecha
F:¢— 9.
Por ejemplo, en la categoria A-Mod el functor producto tensorial
M®s(-): A-Mod — A-Mod, N +— M ®4 N

es exacto a la derecha, y su functor derivado izquierdo se denota TorlA(M ,IN).

4.6. Resoluciones aciclicas y resoluciones flasque

Durante toda esta seccién, denotaremos por
F:¢—9

a un functor covariante aditivo y exacto por la izquierda, entre categorias
abelianas ¥ y &, y donde % tiene suficientes inyectivos. Luego, los functores
derivados

RF:¢ — 9
estan bien definidos, y ademas ROF = F.
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El objetivo principal de esta seccién es estudiar otro tipo de resoluciones de

un objeto A en € que nos permitan calcular R7F(A) & H(F(I%)) de manera

mas sencilla (y que luego nos permitirdn probar el Teorema de Leray sobre
cohomologia de Cech).

Definicion 4.6.1. — Sea A un objeto de €. Decimos que A es F-aciclico
(o que es aciclico respecto a F') si

R'F(A) = 0 para todo i > 1.

Ejemplo importante 4.6.2. — Todo objeto inyectivo de € es F-aciclico
gracias al Teorema [£.5.5]

El siguiente Lema nos dice que el functor F' preserva la exactitud en el caso
de complejos aciclicos (positivos). Entonces,

Lema 4.6.3. — Sea K*® un complejo positivo en € cuyos objetos K' son
F-aciclicos.

Supongamos que K*® es un complejo exacto en €, entonces F(K*®)
es un complejo exacto en 9.

Demostracion. — Sea K® = (K*,d');cz y sean Z' := ker(d*) y B! := Im(d"™1).
Asi, la exactitud de K*® equivale a que Z° = B’ para todo i € Z, y en particular
la sucesién

00—zt ki1 L0 7l g
es exacta para todo i € Z. Aplicando el functor F', obtenemos que
0— F(Z7Y)Y — F(K™Y — F(Z") — R'F(Z7) —
— R'F(K™Y — R'F(Z') =5 R?°F(Z7Y) — REPF(KTY) — -
% =
Asi, RPF(Z") 2 RPTIF(Z1) para todo i € Z y todo p > 1. En particular,
RF(Z7Y 2 R2F(Z7%) =2 ... 2 RPF(0) = 0 si p > 0,
y luego la sucesiéon
0— F(Z7Y) e F(K™Y) — F(Z") — 0

es exacta para todo i € Z, i.e., F(K*®) es un complejo exacto. O

Otra propiedad muy 1util es que F envia quasi-isomorfismos de complejos
aciclicos en quasi-isomorfismos. Para probar esta propiedad, necesitaremos la
siguiente construccién (que proviene de topologia algebraica).
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Construccion 4.6.4. — Sea f : K* — L*® un morfismo de complejos en
% . Definimos el cono de f como el complejo C(f)® dado por

O(f) ==L K™
y cuyo diferencial dic(f) :C(f) — O(f)"™! esta dado por

dz‘ B dzL fz'—i—l
o) 0 —dit!

ie., si (z,y) € L' ® K" entonces

iy (@, ) & (dy (@) + F7(y), ~dit () en LFH @ KH2 & 0(f)H,

* al complejo

En particular, si denotamos por K[1]
K[1]* := K" con diferencial d’km = —dit!
entonces la sucesion de complejos
0— L* = C(f)* == K[1]* —0
es eracta, y por ende induce una sucesién exacta larga en cohomologia
(%) o HI(L) — HY(O(f)?) — HI(K[1]") 2 HH (K") -2
S HY(L®) — HPY(C(f)) — -+

donde se tiene por construccién que el morfismo de conexién §* coincide con
el morfismo

Hi-l-l(f) . Hi—l—l(KO) N Hi+1(Lo)
inducido en cohomologia por f.
Proposicion 4.6.5. — Sea f : K* — L*® un morfismo de complejos posi-
tivos en € tal que:
(1) f es un quasi-isomorfismo (i.e., H'(f) : H(K®) —— HY(L®) es un
isomorfismo para todo i), y que
(2) Los objetos de K* y L® son F-aciclicos.

Entonces, F(f): F(K®) — F(L®) es un quasi-isomorfismo.

Demostracion. — Las hip6tesis (1) y (2) implican, usando (x), que el complejo
C(f)® es exacto y que cada objeto

C(f)z ‘gL'L D Ki+1
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es F-aciclico. Luego, el Lema discutido anteriormente implica que
F(C(f)®) = C(F(f))® es exacto también. Asi, la sucesion exacta larga ()
asociada a la sucesién exacta corta

0— F(L*) — C(F(f))* — F(KI[1]*) — 0
muestra que el morfismo de complejos
F(f): F(K®*) — F(L®)
es un quasi-isomorfismo. O]

Estamos en condiciones de probar el primer resultado importante de esta
seccién, que senala que

Para calcular los functores derivados R*F' basta considerar res-
oluciones F-aciclicas en lugar de resoluciones inyectivas.

Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado de Grothendieck que puede
ser visto como un caso particular de la sucesion espectral de Grothendieck,
introducida en el Tohoku paper [Gro57].

Teorema 4.6.6 (de de Rham). — Sea A un objeto en € y sea A — K*
una resolucion de A tal que todos los objetos de K® son F'-aciclicos. Entonces,
hay un isomorfismo candnico

H(F(K*®)) —~— R'F(A) para todo i > 0.
Demostraciéon. — Consideremos la resolucién inyectiva A — I que escogi-
mos para calcular R'F(A) &f H'(F(I%)). Entonces, el Teoremasobre las
propiedades de complejos inyectivos implica que la resolucion A — K*® induce
un morfismo de complejos f : K* — I, que es tnico médulo homotopia y
tal que el diagrama

A—— K*
N
I3
es conmutativo.  Aplicando F', obtenemos un morfismo de complejos

F(K®) — F(I%) que es tnico médulo homotopia. Asi, obtenemos un
1nico morfismo inducido en cohomologia

H'(F(K*)) — H{(F(I%)) € R'F(A).

Finalmente, dado A — K*® y A — I son resoluciones del mismo objeto,
tenemos que f : K* — I% es un quasi-isomorfismo. Ademas, tenemos que
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K*® y I% son complejos F-aciclicos (por hipdtesis y porque I9 es inyectivo,
respectivamente), por lo que la Proposicién anterior implica que

F(K®) — F(I%) es un quasi-isomorfismo,
i.e., H(F(K*®)) =2 R'F(A) para todo i > 0. O
Observacion importante 4.6.7. — En 1931, Georges de Rham prueba que

si X es una variedad diferenciable real y Ox = €%° es su haz de funciones
diferenciables, entonces tenemos un complejo asociado

0— RS0y -0 L0k 5 L™

llamado el complejo de de Rham. Mas ain, de Rham calcula (usando el
Lema de Poincaré) que, si denotamos Qg( := Ox, entonces

H'(X, Q%) = 0 para todo i > 1y todo p > 0.
En otras palabras,

El complejo de de Rham R — 2% determina una resolucién
I'-aciclica del haz R.

Luego, el Teorema de de Rham implica que
gef ker{d : Q4 (X) — Q41 (X))}
C Im{d: Q5 H(X) — QL (X)}
def {i-formas cerradas en X'}

H'(X,R) = H(T(2%))

= HfiR(X)'

~ {i-formas exactas en X}
En 1953, Pierre Dolbeault demuestra resultados andlogos para variedades com-
plejas.

Inspirados por la discusién anterior, consideremos en lo que sigue un espacio
topoldgico X y sea Sh(X) la categoria de haces de grupos abelianos en X. Asi,
los functores derivados del functor de secciones globales

I':Sh(X) — Ab, .7 — I'(X, %)
son los grupos de cohomologia H(X,.%).
Definicion 4.6.8. — Sea .# un haz de grupos abelianos en X. Decimos que
X es flasque (en inglés, flabb | si para todo abierto U C X, el morfismo
de restriccion
F(X)—» F(U)

es sobreyectivo.

©)En espanol, podria traducirse como blando.
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Nuestro objetivo serd probar que todo haz flasque es I'-aciclico y por ende
podemos utilizar resoluciones flasque para calcular cohomologia. Para esto
necesitaremos algunos resultados previos.

Lema 4.6.9. — Sea 0 — F Ty g 9y # 5 0 una sucesion exacta
de haces de grupos abelianos en X, y supongamos que F y 4 son flasques.
Entonces:

(1) T'(g9) : T'(X,¥9) —» I'(X, ) es sobreyectivo.

(2) S es flasque.

Demostracion. — Probaremos un resultado més general: si ¢ y J# son haces
arbitrarios y si % es flasque, entonces para todo abierto U C X se tiene que
G(U) —» H(U)

es sobreyectivo.

Para ello, fijemos o € ##(U) y consideremos el conjunto parcialmente or-
denado y no-vacio de paras (s,V) tales que V' C U es un abierto y donde
s € 4(V) es una seccion tal que g(s) = o|y. Luego, el Lema de Zorn implica
que existe un elemento maximal (V,s). Veamos que necesariamente V = U,
de donde deducimos (1):

Supongamos que V C U, i.e., que existe z € U tal que x ¢ V. Dado que
¢ —» H es un morfismo de haces sobreyectivo, existe una vecindad abierta
Uy CU de z y una seccion t € 4 (Uy) tal que ¢(t) = oly,. Sea W :=V NU,:

174

Por construccién, g(s) = g(t) en (W), ie., s —t € ker(g)(W). Asi, la
hipétesis de exactitud implica que

(%) Existe s € Z#(W) tal que f(S) =s—ten G (W).

Construyamos 7 € ¢4(V U Uy) tal que ¢g(1) = o|vuu,, contradiciendo asi la
maximalidad de (s, V):
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Dado que % es flasque, 5 € F(W) es la restriccion de cierta sec-
cién en .Z(V), que también llamaremos s € .# (V). Luego, si definimos
t:=s— f(3) € 9(V) entonces la identidad (x) implica que t|y =t € G(W).

Asi, t € 9(Uy) y t € 9(V) cumplen que o, v = tN\Uzmv y por ende se
pegan en una secciéon 7 € 4(V U U,). Mas atn, g(7) € 7(V UU,) cumple

9(Dv, = 9(tlv,) = 9(t) = olu,

y que
7 def ~
g(T)lv = g(rlv) = g(t) = g(s) — g(f(5)) = alv,
=0
ie., g(1) = olyuy,. Esto contradice la maximalidad de (s, V'), por ende se

deduce (1). Para (2), consideramos el diagrama

G(X)—» H(X)

L

U) —» 2(U)

9 (
y notamos que para todo U C X abierto, las flechas horizontales son so-
breyectivas gracias a la prueba de (1). Ademads, la primera flecha vertical es
sobreyectiva pues ¥ es flasque. Asi, la segunda flecha vertical es sobreyectiva
también, i.e., JZ es flasque. O

Construccion 4.6.10. — Sea (X, Ox) un espacio anillado, U C X un

abierto no-vacio y j : U < X la inclusién. Dado un Oy-méddulo %, definimos

el prehaz extensién por cero j °.# en X mediante

pre o _ {0} siVEZU
G JXV)_{ FV) siVCU

Queda como ejercicio al lector probar que que el haz asociado ji.# = (j7°.%)7,
el haz extensiéon por cero, es un Ox-médulo y que la correspondencia
Z(X)¥T(X, F) =~ Homy (O, F)
de la Observacién [£.2.3] se generaliza a una correspondencia
F(U) = Homx (ji0Oy, F)
que es valida para todo abierto U C X.

Proposicion 4.6.11. — Sea (X, Ox) un espacio anillado, y sea T un Ox-
mddulo inyectivo. Entonces, I es un haz flasque.
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Demostracion. — Sea U C X un abiertoy j : U — X la inclusién. Entonces,
la sucesion
0 — j1O0y — Ox
es exacta. Por otro lado, por definicién, Z es un objeto inyectivo si y sélo si el
functor contravariante
Hom(-,Z): 0x-Mod — Ab, .% —— Homx(#,T)
es un functor exacto. En particular, la sucesion
I(X) = Homx(ﬁx,z) —» I(U) = HomX(j!ﬁU,I) —0

es exacta, probando asi que Z es flasque. O

Observacion importante 4.6.12. — En nuestra definicién original de es-
pacio anillado (X, Ox) pedimos que Oy fuese un haz de k-algebras. Sin em-
bargo, tal como se remarco luego de la Definicién [1.4.6] se puede considerar
sin problemas al haz estructural &y como un haz de anillos abelianos. En
particular, si Ox = Z entonces Ox-Mod = Sh(X), y la Proposicién anterior
senala que

En un espacio topolégico X, todo haz Z de grupos abelianos

inyectivo es flasque.

Teorema 4.6.13. — Sea X un espacio topologico, y sea & un haz de grupos
abelianos en X. Supongamos que % es flasque, entonces
H'(X,.%#) = 0 para todo i > 1,
i.e., & es I-aciclico.
Demostraciéon. — Consideremos un incrustamiento .% <— 7, donde Z es un
objeto inyectivo en Sh(X) (y en particular H'(X,Z) = 0 para todo ¢ > 1).
Sea & =1 /.#, y consideremos la sucesién exacta corta
0 —% —>1—9—0

donde .Z e 7 son flasques (por hipétesis y por la Proposicién anterior, respec-
tivamente). Luego, el Lema implica que ¥ es flasque y que la sucesién

0 —I'X,%) —I'X,I) —I'(X,9 —0
es exacta. Asi, la sucesion exacta en cohomologia se reduce a

0 — HY(X,#) — HY(X,T) — H'(X,¥) == H*(X,.Z) — B*(X,I) — - --
70 :"0

ie., HY(X,.Z#) =0y ademéds H(X,.#) =2 H"(X,¥) para todo i > 2.



284 CAPITULO 4. COHOMOLOGIA

Finalmente, deducimos por induccién en i € NZ! que HY(X,.#) = 0 para
todo 7 > 1. O

jAtenciéon! — En términos practicos, el Teorema anterior (junto con el Teo-
rema de de Rham) nos dice que
En un espacio topolégico X, para calcular los grupos de coho-
mologia Hi(X ,F) basta considerar resoluciones flasques de .Z#,
en lugar de resoluciones inyectivas.

Veamos que esto ultimo implica que, en una variedad algebraica X,
los functores derivados (i.e., los grupos de cohomologia) de los functores
I' : 0x-Mod — A-Mod, con A = T'(X,0x), y I' : Sh(X) — Ab

coinciden. Maés precisamente, tenemos que:

Corolario 4.6.14. — Sea X una variedad algebraica, y sea F un Ox-
mddulo. Entonces, si denotamos por F, al haz de grupos abelianos subyacente
al Ox-mddulo F, tenemos que

HY(X,.7) = H(X,.%#,) para todo i > 0.

Demostracion. — Sea . — I° una resolucién inyectiva en la categoria
Ox-Mod. Entonces, gracias a la Proposicién anterior, tenemos que .%, — I
es una resolucién flasque en la categoria Sh(X).

Luego, el Teorema anterior implica que los objetos de Z} son I'-aciclicos.
Finalmente, el Teorema de de Rham implica que la resoluciéon % — T
permite calcular

H'(X, 7)€ H(I(I")) = H'(I(Z2)) = H'(X, Z,)
para todo 7 > 0. O

4.7. Cohomologia de variedades afines y Teorema de Leray

En esta seccién probaremos el Teorema de Serre y el Teorema de Leray que
fueron usados en y para obtener importantes resultados y calcular
cohomologia de variedades algebraicas.

Recuerdo 4.7.1. — Sea A un anillo conmutativo con unidad, y sea M un
A-médulo. Para todo f € A, definimos

m
g

donde fmp ~ ’}7’—; si existe r € N tal que f"(f%m — fPm’) =0 en M.

Mf::M®AAfd§f{ conmeMypeN}/N,
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Ademas, si X es una variedad algebraica afin con A = €(X), entonces
hay una correspondencia biyectiva entre haces quasi-coherentes (resp. haces
coherentes) y A-médulos (resp. A-médulos finitamente generados) mediante

F— (X, %)

M «— M
donde M es el haz definido en el abierto estdndar Uy &f {z € X tal que f(z) # 0}
por M(Uf) = Mf.

Necesitaremos un resultado auxiliar de algebra conmutativa, que dejamos
como ejercicios para el lector.

Ejercicio 4.7.2. — Sea X una variedad algebraica afin con A = 0(X), y
sea I un A-modulo inyectivo. Probar que para todo f € A no-nulo se tiene:

(1) La proyeccién natural I ——» Iy, m —s 2 es sobreyectiva.
(2) El kernel K := ker{I —— I;} es un A-médulo inyectivo.

Geométricamente, el punto (1) del Ejercicio anterior se traduce en:

Lema 4.7.3. — Sea X una variedad algebraica afin con A = 0(X), y sea I
un A-médulo inyectivo, con L := I el haz quasi-coherente asociado. FEntonces,
la restriccion

Z(X) —» Z(Uy)

es sobreyectiva para todo f € A no-nulo.

Lo anterior nos permitird probar que el haz asociado a un mddulo inyectivo
es flasque (cf. todo haz inyectivo es flasque), i.e., la restriccién de secciones
globales es sobreyectiva.

Proposicion 4.7.4. — Sea X una variedad algebraica afin con A = 0(X),
y sea I un A-modulo inyectivo, con L := I el haz quasi-coherente asociado.
Entonces, T es un haz flasque.

Demostracion. — Consideremos el soporte del haz Z, definido por
Supp(Z) := {x € X tal que Z, # 0},
y sea Y := Supp(Z) C X su clausura de Zariski.
SiY =0, entonces Z(X) = Z(U) = 0 para todo abierto U C X, por lo que Z
es flasque. Luego, podemos suponer que Y # () y, por induccién noetheriana,

que el resultado se cumple para todo A-moédulo inyectivo K tal que el haz
asociado # = K verifica que Supp(.#) C Y:
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Sea U C X abierto y sea s € Z(U). Queremos hallar una seccién global
o € Z(X) tal que o|y = s. Notamos que si UNY = () entonces s = 0 y por
ende basta considerar o = 0.

Supongamos que UNY # (). Dado que los abiertos estdndar Uy forman una
base de la topologia de Zariski, existe f € A no-nulo tal que Uy C U y tal que
Ut N Supp(Z) # 0. Luego, el Lema anterior implica que existe ¢’ € Z(X) tal
que o'|y, = sly,-

Consideremos t := s —d'|y € Z(U), que verifica por construccién t|y, =0y
luego ¢ estd definida por una seccién de # := K, donde K := ker{l —"— I t}
es un moédulo inyectivo (gracias al Ejercicio anterior).

Finalmente, el hecho que Supp(-#") C Y implica (por induccién noetheri-
ana) que t se extiende a 7 € Z(X), que por construccién verifica 7|y = t.
Luego, la seccién global o := ¢’ + 7 € Z(X) cumple

olu € o'ly +t= s € Z(U),
probando asi que Z es un haz flasque. O

Tenemos todos los ingredientes para probar el importante resultado de Jean-

Pierre Serre concerniente a la cohomologia de variedades algebraicas afines.

Teorema 4.7.5 (Serre). — Sea .F un haz quasi-coherente en una variedad
algebraica afin X. Entonces,

H(X,.7) = 0 para todo i > 1.

Demostracion. — Sea A = 0(X), y consideremos el A-médulo M :=T'(X,.7).
Sea ¢ : M — I°® una resolucién inyectiva de M en la categoria A-Mod.
Para cada p € N, denotamos por Z? := I? al haz quasi-coherente asociado al
A-médulo inyectivo IP.
La Proposicién anterior implica que ZP es un haz flasque y en particular es
I-aciclico (ver Teorema . Asi, obtenemos una resolucién I'-aciclica

e M2F X7

del haz .# en la categoria Ox-Mod. Finalmente, el Teorema de de Rham y
el hecho que I'( X, Z?) défF(X, IP) = IP implican que:

H'(X,.7) = HY(I'(X,ZI°) = H(I*) =0

para todo ¢ > 1. O
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Para cerrar el circulo de ideas, nos resta solamente probar el Teorema de
Leray que nos asegura (junto con el Teorema de Serre) que podemos utilizar
cohomologia de Cech para hacer célculos de cohomologia coherente.

Recuerdo 4.7.6. — Sea % un haz de grupos abelianos en un espacio
topolégico X, y sea % = {U,}icr un cubrimiento abierto de X, donde I es un
conjunto ordenado.

Para cada p € N se define el grupo de p-cocadenas de Cech de .Z respecto
a % por:

Cp(%7y);: H y(Ul Nn---NU; )
i< <ip
Ademds, para cada p-cocadena s = {sj, . j, }jo<--<j,, e define el operador
de coborde dP : CP(% ,F) — CPTY (U, F), s+ dPs mediante
p+1

k
(*) (dps)iOa---vip+1 = Z(_l) SiOv---aik—l7ik+17---7ip+1|Ui0m"'mUip+1
k=0

el cual verifica dP™! o dP = 0 para todo p € N, i.e., C*(%,.F) es un complejo
en la categoria Ab, llamado el complejo de Cech. Ademés,

H(C* (%, 7))
es el i-ésimo grupo de cohomologia de Cech, que verifica I:I%/ (X, F)=2T(X, 7).

), (X,.7) <

La idea clave serd asociar un complejo de haces al complejo de Cech.

Construccion 4.7.7. — Sea V C X un abierto, y consideremos el cubrim-
iento %y de V dado por los abiertos {U; N V};c;. Entonces, el prehaz de
grupos abelianos
V— CY(Uy, F)
es un haz, que denotaremos ¢P(% ,.%#). Més atn, dichos haces vienen dotados
de morfismos
PGP (U, F) — €PN U, F)

que hacen de €°*(%,.%#) un complejo en la categoria Sh(X).

Notar que, por construccién, tenemos que:

(1) Si .Z es flasque, entonces €P(% ,.7) es flasque para todo p € N.

(2) El morfismo ° : F — €°(%,.%) dado por

s € F(V)— {slvav, bier € C* (%, F)
es inyectivo, gracias a los axiomas de haces. En particular,

0
0— F U, 7) L e U, F) — -
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es un complejo en la categoria Sh(X).
(3) Hay isomorfismos
HO (¢ (%, F)) L ker(d°) = .F € Im(0),
que se obtienen gracias al item (2).

El siguiente Lema técnico, cuya demostracién pasa por calculos tediosos
(pero explicitos), es un ingrediente esencial para probar el Teorema de Leray.

Lema 4.7.8. — Sea % un haz de grupos abelianos en un espacio topolégico
X, y sea % = {U;}ier un cubrimiento abierto de X, donde I es un conjunto
ordenado. Entonces,

e F —C(U,F)
es una resolucién de F en la categoria Sh(X).

Idea de Demostracion. — Por la discusién anterior, resta verificar que
H(¢*(%,.F)) = 0 para todo i > 1,

ie., que €*(%,%) es un complejo exacto. Esto ultimo puede verificarse en
cada tallo, i.e., basta probar que para todo z € X se tiene que €*(%,.% ), es
un complejo exacto de grupos abelianos:

Sea U; un abierto en el cubrimiento % tal que x € Uj, y construyamos ex-
plicitamente una homotopia Idge 4 #), ~ 0, lo que concluye la demostracion
del Lema:

Por definicién, la homotopia h estd dada por morfismos

Wt Pt (Y Ty — CP (U, F )
tales que para todo germen f € €PTYH(% ,.F), se cumple que
() f=d" o hPTY(f) + W2 0 dPT(f) en €PN (U, F),.
Para esto, se define h?+1(f) & (R (Fioin
hp+1(f)z‘o,...,ip = fj,z‘o,...,ip-
Aqui, f = (fio,.ips1) € CPTY (Y, ,.F) para cierta vecindad abierta V del
punto z € X, que podemos suponer tal que V C Uj.
En particular, esta tltima condiciéon asegura que

Vﬂ(UjﬁUioﬁ"'ﬂUip):Vﬂ(Uioﬂ-"ﬁUiP),

y por ende tenemos (fj,....i,)io<--<i, € CP(%y,.#) y, por definicién, su ger-
men en € X coincide con hPT1(f). Finalmente, la férmula (xx) se deduce

)io<--<i, mediante
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“directamente” de la formula (x) que define el operador de coborde en coho-
mologia de Cech. O

Proposicion 4.7.9. — Sea X un espacio topoldgico y sea % = {U;}icr un
cubrimiento abierto de X, donde I es un conjunto ordenado. Entonces:
(1) Para toda sucesion eracta 0 — F — 4 — A — 0 de haces de grupos

abelianos en X tal que

H\(U, n---NT; F) =0 para todo p € Ny todos ig,...,i, € I,

P

hay una sucesion exacta larga de cohomologia de Cech
0 — HY (X, 7) — Y (X,9) — 0 (X, #) - 11, (X,.7)
s HY (X, 9) — HY (X, ) = T (X, F) —> -+
(2) Si F es un haz flasque, entonces Ijll% (X, F#) =0 para todo i > 1.
Demostracion. — La hip6tesis del item (1) implica que, para todas las posibles

intersecciones, las sucesiones de grupos abelianos

0— ZUjn---NU,) — GUixN---NU;,) — H(UiyN---N U

ip

)—0
son ezactas, i.e., la sucesiéon de complejos

0 —C(%,¥) —C"(U,9) — C*(%,9) — 0
es exacta, de donde se obtiene la sucesién exacta larga (gracias al Lema de la
serpiente).

Para el item (2), notamos que ¢ : .% — €*(%,.#) es una resolucién
flasque, y por ende I'-aciclica. Luego, el Teorema de de Rham, junto con el
hecho que Hi(X ,#) =0 dado que .# es un objeto I'-aciclico, implica que

0=H'(X,7) ZH((¢"(%. 7)) EH(C*(%, 7)) £ Hy (X, F)
para todo ¢ > 1. O

La definicién mas importante de esta seccién es la siguiente.

Definicion 4.7.10. — Sea .# un haz de grupos abelianos en un espacio
topolégico X, y sea % = {U,}icr un cubrimiento abierto de X, donde I es
un conjunto ordenado. Decimos que el cubrimiento % es .%-aciclico si para
todo p € Ny todos g, ...,7, € I se tiene que

H'(U;,N---NU;,,.7) =0 para todo i > 1.
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Teorema 4.7.11 (Leray). — Sea .F un haz de grupos abelianos en un es-
pacio topoldgico X, y sea % = {U; }icr un cubrimiento abierto de X, donde I
es un conjunto ordenado. Entonces:

(1) Existe un morfismo candnico
Iin%(X, F) — HY(X,.F) para todo i > 0,

que es functorial en F .
(2) Supongamos que el cubrimiento % es F -aciclico, entonces

1, (X, 7) 2 H(X,.7)
es un isomorfismo para todo i > 0.

Demostracion. — Para (1), consideramos la resolucién
e F —CNU,F)

de Lema anterior, y fijamos una resolucién inyectiva .# — Z°® que permite
def 54

calcular H'(X,.7) € R'T(F) &f HY(T'(Z*)). Asf, las propiedades de las resolu-
ciones inyectivas implican que hay un diagrama conmutativo

F ¢ (U, F)
\ l(p
I.
donde ¢ es tinico médulo homotopia. Luego,
D(¢) : (6 (%, F)) & CNU, F) — T(T°)
induce un morfismo en cohomologia
HI(C*(%, 7)) E Hy (X, 7) — H'(X, F)
que, tal como en secciones anteriores, se prueba que es functorial en % .
Para (2), procedemos por inducién en i € N, donde el paso i = 0 se verifica
gracias a que
HY (X, 7) 2 H(X,.7) = T(X,.7).
Ademés, el item (1) y la Proposicién anterior implican que para toda sucesién

exacta corta 0 = .# — 7 — ¢ — 0 en Sh(X) tal que el cubrimiento % sea
Z-aciclico, se tiene un diagrama conmutativo de sucesiones exactas largas de
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cohomologia

L (X, F) — H, (X, T) —— T, (X, 9) — HF(X, F) -

J J | J

-5 H(X,F) — > H(X,T) — H(X,9) — S (X, Z) — -
Con lo anterior en mente, consideramos un incrustamiento .# < Z dentro de
un objeto inyectivo Z de la categoria Sh(X), y definimos ¢4 := Z /%#. Dado
que el cubrimiento % es % -aciclico y que Z es un objeto I'- acmhco (pues 7 es
un objeto inyectivo), tenemos que para cada interseccién

Uiomip = UZ‘O N---N Uip

tanto # como Z son I'-aciclicos, i.e., Hi(UiO...ip, F) = Hi(UiO...ip,I) = 0 para
todo ¢ > 1. Luego, la sucesién exacta larga en cohomologia implica que el
cociente ¢ también es I'-aciclico en cada Uj,...;,, i.e., el cubrimiento abierto %
es ¥-aciclico también.

Finalmente, el hecho que Z sea flasque implica (gracias a la Proposicién
anterior) que PVEZ/ (X,Z) = 0 para todo i > 1. Luego, el diagrama conmutativo
de sucesiones exactas largas de cohomologia se reduce a:

0= T(X,7) —T(X,T) — I(X,%) 25 L (X, 7) = 0

S S

0= D(X,7)—T(X,I) —T(X,9) L H(X, Z) 50

de donde deducimos que la ultima flecha vertical es un isomorfismo, y se reduce

al diagrama siguiente para todo i > 1

0— H,(X,9) —=H (X, Z) =0

0 - H(X,9) ——H"(X, %) =0
donde las fechas horizontales son isomorfismos, y donde la primera flecha ver-
tical es un isomorfismo gracias a la hipodtesis de induccién. Por lo tanto,
deducimos que
}»&(X,ﬁ) = HZ(XNQ\)

es un isomorfismo para todo i > 0. ]
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Observacion importante 4.7.12. — Tal como adelantamos anteriormente
(ver Teorema |4.1.26)), el Teorema de Serre y el Teorema de Leray implican que
si X es una variedad algebraica y % es un haz quasi-coherente en X, entonces:

Para todo cubrimiento finito 7 de X formado por abiertos afines,
se tiene que HY, (X,.#) = H'(X,.#) para todo i > 0.
Asi, todos los cdlculos realizados en y estdn ahora justificados.

Es muy importante sefialar que el Teorema de Leray tiene aplicaciones
practicas fuera de la geometria algebraica. Por ejemplo, permite calcular
cohomologia singular de espacios topoldgicos usando cubrimientos abiertos
Z-aciclicos (e.g. tales que todas las posibles intersecciones son contractibles).

Ejercicio 4.7.13. — El objetivo de este problema es generalizar la férmula
de Kiinneth discutida anteriormente en el Ejercicio [3.2.7]

Sean X e Y variedades algebraicas, y sea .# € Qcoh(X) y ¢4 € Qcoh(Y)
haces quasi-coherentes (e.g. fibrados vectoriales) en X e Y, respectivamente.
Entonces, se tiene que

H(X xY,ZKY) = P H(X,.F) @, HI(Y,¥) para todo i > 0,
pq=i
donde .F R ¥ := (pr .7 ) @ (pry ¥4) € Qcoh(X x Y) es el producto tensorial
exterior entre % y 4.
Para probar lo anterior, puede seguir los siguientes pasos:

(1) Sean K*® y L*® dos complejos en la categoria de espacios vectoriales, y
definamos para todon € Z
(Ko L)":= KoL
ptg=n
dotado del diferencial definido por
dz®y)=dxr®y+ (—1)Px ® dy,
donde z € K? e y € L. Probar que lo anterior define un complejo de
espacios vectoriales, que denotaremos K*® ® L°.
(2) Considerar la aplicacién lineal
Y @ HP(K®) ®, HI(L®) — H"(K* ® L°®)
ptq=n
definida en cada factor de la suma directa mediante [z] ® [y] — [z ®y].
Probar que ¢ esta bien definida, i.e., que el [z ® y] s6lo depende de las
clases de cohomologia [z] e [y].
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Sea 7 := ker(dy) C K'ysea B' := Im(dix ') C K'. Fijamos, para cada
i € Z, un espacio complementario W* de B* en Z' (i.e., Z* = B @ W?)
y un espacio complementario S* de Z’ en K* (i.e., K' = B W' @ SY),
y donde el diferencial induce isomorfismos S* = Bi+1,

Probar que el complejo con diferencial nulo W* := (W*,0) es un sub-
complejo de K*® cuyo complemento T, dado por T* := B* @ S*, verifica
que HY(T*) = 0 para todo i € Z.

Probar que Idpe ~ 0 es homotépicamente nulo, y que lo mismo ocurre
para T°* ® L®. Deducir que podemos suponer que los diferenciales de
K* y L*® son nulos.

Probar la formula de Kiinneth en el caso particular en que K*® y L® son
complejos de espacios vectorial con diferenciales nulos, y probar el caso
geométrico usando cohomologia de Cech respecto a un cubrimiento afin.

Imagenes directas superiores

Durante esta seccion, denotaremos por f : X — Y un morfismo regular

entre variedades algebraicas y por .% un Ox-mddulo. Nuestro objetivo sera

probar una versién del Teorema de coherencia de imagenes directas de Grauert-

Grothendieck y aplicarlo al estudio de morfismos finitos.

Recuerdo 4.8.1. — El functor imagen directa

f« : Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — f.F

F
es exacto por la izquierda, donde (f..7)(V) &f Z(f~Y(V)) para todo abierto
V CY. Sus functores derivados

Rf, : Qcoh(X) — Qcoh(Y), F — R'f,.7

se llaman imagenes directas superiores. En particular, RVf, (%) & f,..%
y toda sucesién exacta corta

0—F —9 —#—0

de Ox-modulos induce una sucesion exacta larga

0— foF — (.G —s fo0 LS RUT

S RULY — R LS R2T —

de Oy-mbdulos quasi-coherentes.
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Lema 4.8.2. — La imagen directa superior R f,(.F) es el haz asociado al
prehaz que a cada V CY abierto asigna

Vi— H{(fYV),Z).

Demostracién. — Sea . — Z° una resolucion inyectiva, que permite cal-
cular R*f,(.%) &f HY(f.(Z*)). Por otro lado, la definicién de f, implica que

H'(f.(Z*)) es el haz asociado al prehaz
Ve H(T(f7H(V), Z°) € (f74(V), Z),
de donde se obtiene el resultado. O

Observacion importante 4.8.3. — Un caso particular importante del
Lema anterior es cuando Z es un haz flasque en X (e.g. Z es un haz inyectivo
en Qcoh(X)). En tal caso, R'f,(Z) = 0 para todo i > 1.

El siguiente resultado de Jean Leray es un caso particular de la sucesion
espectral de Leray (1943), que a su vez se generaliza en la sucesion espectral
de Grothendieck (1957). Se recomienda al lector comenzar en [Vak17, §1.7]

para una introduccién amigable a las sucesiones espectrales.

Teorema 4.8.4 (de imagenes directas de Leray)
Sea f: X — Y un morfismo reqular entre variedades algebraicas, y sea F
un haz quasi-coherente en X tal que RP f. (%) = 0 para todo p > 1. Entonces,

H!(X,.7) = H(Y, f..%) para todo i > 0.

Demostracion. — Sea .F —— T° una resolucién inyectiva, dada por el com-
plejo exacto
0 0
0— Fu10 L. 7! 72 ...
Entonces, por hipotesis, R f,(.%) &f HP(f.(Z*)) = 0 para todo p > 1, i.e.,

0 — fifl — fu I — f.T' — -

dl

es un complejo exacto, y por ende fo,.# — f. Z*® es una resolucién de f,.Z en
la categoria Qcoh(Y'). Por otro lado, cada T es un haz flasque y luego (por
definicién de f,) cada haz f, T' también es flasque.

Asi, fu.7 — f.Z°® es una resolucién flasque y el Teorema de de Rham
implica que

H'(Y, f.7) 2 H(D(Y, £.I7) 2 H'(D(X, %) 2 H'(X, 7)

para todo ¢ > 0. O
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Ejemplo 4.8.5. — Supongamos que f : X — Y es un morfismo finito.
Entonces, si V C Y es un abierto afin se tiene que f~1(V) C X es un abierto
affn también (ver Proposicién [2.11.13). Luego, el Teorema de Serre sobre
cohomologia de variedades afines implica que HP(f~1(V),.#) = 0 para todo
p > 1. Luego, el Lema implica que RP f,(#) = 0 para todo p > 1. Asi,
el Teorema de imagenes directas de Leray implica que

H'(X,.7) = H'(Y, f..%) para todo i > 0,
lo que es una vasta generalizaciéon del Teorema [4.2.16]

Recuerdo 4.8.6. — Sea f: X — Y un morfismo regular entre variedades
algebraicas, y sea .% un haz quasi-coherente en X.

Entonces, tal como se discutio en el Corolario f«Z es un haz quasi-

coherente en Y, pero no necesariamente es coherente (incluso si .# es un

haz coherente) tal como lo ejemplifica A™ Ty = {pt} y F = Opn. Sin

embargo, si f es un morfismo finito y % es un haz coherente, entonces fy.%
es coherente también.

Esto tltimo es la version geométrica del hecho que si ¢ : B — A es un
morfismo de anillos noetherianos y M es un A-mddulo, entonces M es un B-
modulo via b-m := ¢(b) - m, pero no necesariamente es finitamente generado.
Sin embargo, si A es un B-mddulo finitamente generado via ¢, entonces M

también lo es (cf. Recuerdo [2.15.1)).

Veamos a continuacion resultados andlogos para las imagenes directas su-
periores R’ f, (7).
Lema 4.8.7. — Sea f : X — Y un morfismo reqular entre variedades

algebraicas, y sea F un haz quasi-coherente en X. Entonces:

(1) SiY es una variedad algebraica afin con B = O(Y), entonces R' f.(F)
es el haz asociado al B-mddulo H'(X, .F).
(2) Las imdgenes directas superiores R’ f.(F) son haces quasi-coherentes.

Demostracion. — Para (1), recordamos que el hecho que Y sea afin implica
que el functor de secciones globales

I': Qcoh(Y) — B-Mod, ¥ — I'(Y,9)
es ezacto. En particular, para todo complejo #® en Qcoh(Y') se tiene que

H'(D(*)) = D(H'(A*))
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para todo ¢ > 0 (ver Lema [4.3.11). Luego, si .# — Z°® es una resolucién
inyectiva en Qcoh(X) y consideramos el complejo #® := f.Z°, que calcula

Rif.(F) def HY(f,I°%) = HY('*), entonces tenemos que

PO (") ET(YV, R (F) 2 WY, £.17) CH(O(X, 1) CH(X, 2),
i, Rif,(#) = M con M = H(X,.Z). Finalmente, (2) es una afirmacién
local en Y, que se deduc directamente de (1). O

Para estudiar el problema de coherencia de imédgenes directas superiores,
necesitaremos la siguiente importante nocién.

Definicion 4.8.8. — Un morfismo regular f : X — Y entre variedades al-
gebraicas es un morfismo proyectivo si existe n € N=! tal que f se factoriza
como
Xy x P
[
\
Y

donde ¢ : X — Y x P™ es un incrustamiento cerrado.

Ejemplo importante 4.8.9. —

(1) Sea X una variedad algebraica proyectiva y f: X — Y un morfismo
regular hacia una variedad algebraica (arbitraria), entonces f es un
morfismo proyectivo.

En efecto, basta considera el grafo de f

X 1) sy

con I'(f) C X xY CP"” x Y, lo que permite ver a X como un cerrado
de P" x Y.

(2) Sea f : X — Y un morfismo proyectivo y sea Z C X un cerrado.
Entonces, el Teorema nos asegura que f(Z) CY es cerrado.

Ejercicio 4.8.10. — Sea f : X — Y un morfismo proyectivo, y sea
g : Z — Y un morfismo regular arbitrario. Consideremos el producto
fibrado

X xy Z:={(x,z) € X x Z tal que f(x) =g(z) en Y},

(M Alternativamente, del hecho que el functor derivado R*F de un functor F : € — 2
también estd definido en las mismas categorias de partida y llegada.
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y consideremos el morfismo de cambio de base
fz: XxyZ—Z, (x,2) —> z.
Probar que fz es un morfismo proyectivo.

El siguiente resultado espectacular de Alexandre Grothendieck (1958) y de
Hans Grauert (1960), probado por ambos matemadticos en el contexto alge-
braico y analitico respectivamente, es uno de los resultados fundamentales
sobre haces coherentes.

Teorema 4.8.11 (Grauert-Grothendieck). — Sea f: X — Y un mor-
fismo proyectivo y sea % wun haz coherente en X. FEntonces, las imdgenes
directas superiores

R'f.(.Z) son haces coherentes en Y para todo i > 0.

> . L L pr
Demostracién. — Consideramos una factorizacién f : X —= Y xP" —X+ Y,
y recordemos que R’ f.(.#) es el haz asociado al prehaz

Vi H(f1(V),Z) 2 H (pry' (V), tuF).

Luego, podemos suponer que X =Y x P" y que f = pry. Mas atn, dado
que la coherencia es una propiedad local, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que Y es una variedad algebraica afin con B = 0(Y). En tal
caso, el Lema anterior nos dice que R’ f, (%) = M con M = H'(X,.%). Luego,
basta verificar que H (X,.%) es un B-médulo finitamente generado:

La misma demostracién del Lema de Serre (ver Lema se adapta a
este contexto y nos permite probar la existencia de r € NZ! y de m > 0 tales
que

2 X(_m>€9r —» F
es un morfismo sobreyectivo de &x-mddulos, y con ello obtenemos

0—% < Ox(—m)®" —» .F —0

sucesion exacta en X =Y x P". La conclusion se obtiene mediante induccion
descendente en ¢ € N, y considerando la sucesién exacta larga en cohomologia

— HY(X,9) - H(X, Ox(-m))¥" - H(X,.Z) - H"(X,9) 2T (Y, R f,9) —

donde T'(Y, R £,%) es un B-médulo finitamente generado por hipétesis in-
ductiva. Asi, resta verificar que H (X, &x(—m)) es un B-médulo finitamente
generado.

Para este ultimo paso, notamos que para todo d € 7Z es posible calcu-
lar H(X, 0x(d)) usando cohomologia de Cech respecto al cubrimiento afin
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Vi=Y xU;Z2Y x A" de X =Y x P?, donde i € {0,...,n}. De lo anterior,
y notando que C*(7, 0x(d)) = B ®y C*(% , Opn(d)), obtenemos que

HY(X, Ox(d)) 2 1y (X, 0x(d) = B @ 11 (B, O (d)

>~ B @ H (P", Opn(d)),

Leray
de donde deducimos que HY(X,Ox(d)) es finitamente generado, pues
H'(P", Opn(d)) es de dimensién finita. Asi, H(X,.%) es finitamente gen-
erado, i.e., R'f,(.#) es un haz coherente. O

Una aplicacién muy ttil de lo anterior, es el siguiente criterio que permite
verificar si un morfismo es finito.

Teorema 4.8.12. — Sea f: X — Y un morfismo proyectivo tal que
Para todo y €Y, la fibra f~'(y) € X es un conjunto finito.

Entonces, f es un morfismo finito.

Demostracion. — El resultado es local en Y, por lo que podemos suponer que
Y es una variedad algebraica afin. Notar que, a priori, no sabemos si X es
afin (a posteriori, si lo es gracias a las propiedades de morfismos finitos):

El Teorema de Grauert-Grothendieck implica que f,@x es un haz coherente
en Y, donde f,0x = M con M = H(X, Ox) &f 0(X). Luego, 0(X) es un
O (Y )-médulo finitamente generado via f*: 0(Y) — €(X) (lo que implicaria
que f es un morfismo finito si supieramos que X es afin). La idea sera cubrir
Y por abiertos afines V C Y tales que f~1(V) sea afin, y de tal suerte que el
argumento anterior nos permita concluir:

Sea y € Y en la imagen de f, con fibra dada por f~1(y) = {x1,..., 2.}, y
sea f: X <5 Y x P? Y5 ¥ factorizacién del morfismo proyectivo f.

H
€T T2 X
L
TN~ « Y x P
Ty
\ H' l Ply

——— Y
Yy
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Sea H C Y x P" un hiperplano (vertical) tal que ¢(z1),...,¢t(z,) ¢ H.
Dado que ¢ es un incrustamiento cerrado, H N ¢(X) es cerrado en Y x P"
y luego H' := pry(H N (X)) es un cerrado en Y, puesto que f es un
morfismo proyectivo. Asi, V := Y \ H' es una vecindad abierta afin de
y € Y, tal que f~H(V) = pry' (V) N ¢(X) es un cerrado en la variedad afin
(Y xP")\ H=Y x A", y luego f~1(V) es afin. O

Corolario 4.8.13. — Sea C' una curva algebraica proyectiva irreducible, y
sea f : C — X un morfismo reqular no-constante hacia X wuna variedad
algebraica arbitraria. Entonces, f es un morfismo finito.

Demostracion. — Dado que C es proyectiva, f es un morfismo proyectivo.
Luego, basta notar que las fibras son conjuntos finitos, pues en caso contrario
existirfa g € X tal que dim(f~(x9)) > 1 y luego (dado que C' es una curva
irreducible) tendriamos que f~!(z¢) = C, i.e., f(C) = {mo} y f constante. [

El siguiente resultado numérico, que es usualmente conocido como formula
de proyeccion (cf. Lema [4.2.15)) y que se prueba usando métodos cohomol6gi-
cos. Ver [Deb01], §1.9] para més detalles.

Observacion importante 4.8.14. — Sea f : X — Y un morfismo regu-
lar entre variedades algebraicas proyectivas irreducibles, y sea C C X curva
irreducible. Definimos el grado de C respecto a f como

0 si f(C) = {pt}

d:=d C) =
“%/(0) { deg(flc : C — f(C)) si f(C)CY curva irreducible

donde deg(f|c) & [k(C) : k(f(C))] cuenta las fibras de f|¢ con multiplicidad
(ver Proposicion 3.4.30). La férmula de proyeccién afirma que para todo
divisor de Cartier D € Div(Y) en Y se tiene

f*D - C = degy (C)(D - f(C)).

Corolario 4.8.15. — Sea X una variedad algebraica proyectiva irreducible,
y sea L € Pic(X) un fibrado en rectas sin puntos de base, i.e.,

or: X — P(H(X, L)V) 2 P" es un morfismo regular.
Entonces, L es amplio si y solo si las fibras gozl(y) de 1, son conjuntos finitos.

Demostracion. — En este caso, ¢, es un morfismo proyectivo pues X es una
variedad proyectiva.
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Luego, si las fibras de ¢y, son conjuntos finitos, entonces ¢, es un morfismo
finito. En tal caso, el hecho que ¢y, sea finito y que Opn (1) sea amplio implica
que el pullback ¢} Opn (1) = L es amplio (ver Teorema [4.2.16).

Reciprocamente, si L = Ox (D) es amplio, entonces D - C' > 0 para toda
curva irreducible C C X (ver Ejemplo . Luego, si por contradiccién
existe yo € P" tal que dim(p} " (yo)) > 1, basta considerar C' C ¢, '(yo) una
curva irreducible. Por definicién, se tiene que ¢ (C) = {yo} y luego, por la
férmula de proyeccién, tendriamos que

D-C=¢H-C=dH-¢r(C)) =0

donde H C P" es un hiperplano. Esta contradicciéon implica que las fibras de
w1, son conjuntos finitos. O



CAPITULO 5

DUALIDAD DE GROTHENDIECK-SERRE Y
TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

En 1955, Jean-Pierre Serre publica su articulo “Un teorema de dualidad”
donde, usando técnicas L? para estudiar formas diferenciales arménicas medi-
ante Teoria de Hodge, prueba que si F es un fibrado vectorial holomorfo en
una variedad compacta compleja entonces:

Hz(Xv E) = Hn_i(Xv EY ® WX)va

donde n = dim(X) y wx &of det(Q%) es el fibrado en rectas canénico.

El 15 de diciembre de 1955, Alexandre Grothendieck envia una carta a Serre
diciendo:

“Pensando un poco sobre tu teorema de dualidad, me di cuenta
que su generalizacion es mds o menos evidente y que se encuentra
implicitamente en tu articulo (...).
Estoy muy convencido, bastardo, que las secciones §3 y §4 del
Capitulo 3 se pueden hacer sin ningun cdlculo.”

En 1957, Grothendieck da un Seminario Bourbaki titulado “ Teoremas de du-

alidad para haces algebraicos coherentes”, donde demuestra el famoso Teorema
de dualidad de Grothendieck.

En este capitulo, comenzaremos dando las ideas principales de la de-
mostracién del Teorema de dualidad de Grothendieck, y luego lo utilizaremos
para demostrar el Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch para curvas alge-
braicas proyectivas suaves. Finalmente, discutiremos aplicaciones geométricas
de dichos resultados.
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5.1. Dualidad de Grothendieck y Dualidad de Serre

Recordemos que si X es una variedad algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, entonces wyx := det(Q%) € Pic(X) es su fibrado en rectas canénico.

Teorema 5.1.1 (Dualidad de Grothendieck). — Sea X wuna variedad
algebraica proyectiva suave e irreducible de dim(X) = n. Entonces:
(1) dimy H*(X,wx) = 1. En particular, toda aplicacion k-lineal no-nula
t:H" (X, wx) — k
es un isomorfismo. Decimos que dicho t es un morfismo de traza, o
simplemente una traza.
(2) Sea .F un haz coherente en X. Para toda traza t : H"(X,wx) — k
asociamos un morfismo de functores contravariantes en %
D :Homy (F,wx) — H"(X, %)Y, f— D(f) :=toH"(f),
donde H"(f) : H*(X,.#) — H"(X,wx) es el morfismo en cohomologia
inducido por f: ¥ — wx. Entonces, la transformacion natural
D :Homy(-,wx) — H"(X, -)¥
es un isomorfismo.
(3) Elisomorfismo D se extiende a un isomorfismo functorial en F
D : Ext'(Z,wx) — H"{(X,.%)" para todo i > 0.
En particular, la eleccion de una traza t : H"(X,wx) —— k determina un
emparejamiento perfecto

Ext!(Z,wx) x A" (X, F) — k.

Recuerdo 5.1.2. — Sea X una variedad algebraica y .# un Ox-mdédulo.
Entonces, el functor Hom(.#, - ) dado por
Hom(.#, -): Ox-Mod — Ab, ¥ — Homx(.%#,9)
es exacto por la izquierda. Del mismo modo, el functor #o7e(Z, - ) dado por
Hom(F, ) : Ox-Mod — Ox-Mod, ¥ — Homx(F,9)

es exacto por la izquierda. Los functores derivados asociados se denotan,
respectivamente, por Ext'(%#,9) v &'(F,9).

Ademas, si & es un Ox-mdbdulo libre de rango r (i.e., el haz de secciones de

un fibrado vectorial F — X de rango r), entonces

Ext'(&,.#) 2 H (X, &Y ® .F) para todo i > 0.
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De este modo, la dualidad de Grothendieck implica:
Teorema 5.1.3 (Dualidad de Serre). — Sea X wuna wvariedad alge-

braica proyectiva suave e irreducible de dim(X) = n, y sea wx = det(Q%).
Entonces, para todo fibrado vectorial E — X, la eleccion de una traza
t: H"(X,wx) — k determina un emparejamiento perfecto

H(X,FE) x H" (X, EY ® wx) — k para todo i > 0.
En particular, H/(X,E) 2 H" (X, EY ® wx)".
Demostracion. — Aplicar dualidad de Grothendieck y usar el hecho que
H" (X, EY @ wx) = Ext" (&, wx). O

En otras palabras, “basta” con probar la dualidad de Grothendieck. En esta
seccidn, nos contentaremos con dar las ideas generales de la demostracién. Méas
detalles pueden encontrarse en [Vak17, Ch. 30] y en [Har77, Ch. IIL.7].

Comencemos por describir la estrategia de la prueba. Esto nos permi-
tird identificar los pasos “simples” de aquellos que requieren més trabajo y/o
nuevas herramientas. En todo lo que sigue, usaremos la numeracién (1), (2) y
(3) para referirnos a los resultados presentados en el Teorema de dualidad de
Grothendieck.

Estrategia de demostracion. —
Paso 1. Caso X = P", donde wpn = Opn(—n —1).
Ya calculamos en el Teorema que H"(P™, wpn) = k, i.e., (1) se verifica

para P". En particular, escogiendo una traza t : H"(P", wpn) — k obtenemos
(de manera functorial) un morfismo

D : Hom(.Z ,wpn) — H"(P", 7)Y
para todo haz coherente .# en P". 0
Paso 2. En el caso X = P", D es un isomorfismo.

Comencemos por notar que Hom( - ,wpn) y H*(P"?, - )V definen functores
contravariantes exactos por la izquierda, ie., si0 - % — 4 — H# — 0 es
una sucesién exacta de haces coherentes en P, entonces la sucesion

0 — Hom(4#, wpn) — Hom(¥, wpn) — Hom(.Z, wpn)

es exacta. De manera similar, y gracias al Teorema de anulaciéon de
Grothendieck, tenemos que

0 —s H*(P", )Y — H"(P",9)" — H"(P", F)"
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es una sucesién exacta. Por otro lado, el Lema de Serre implica que para todo
haz coherente .# en P" existen r € N=1 y m >> 0 tales que Opn (—m)®" —» F
es sobreyectivo. Asi, las dos sucesiones exactas anteriores nos permiten escribir

0 —— Hom(.Z, wpr) —— Hom(Opn (—m), wpn )®"
jp v
0 —— H*"(P", #)" —— (H"(P", Opn(—m))")®"
y reducirnos a verificar que
D : Hom(Opn (—m), wpn) = HO (P, Opn (m) @ wpn) —— H(P", Opn (—m))Y
es un isomorfismo, i.e., que para todo m existe un emparejamiento perfecto
HO(P", Opn (m) @ wpn) x H*(P™, Opn (—m)) — H"(P", wp,) = k.

Esto ltimo ya fue demostrado en el Teorema [£.2.1] usando cohomologia de
Cech. Asi, (2) se verifica para P". O

Paso 3. Extender D : Hom(.%,wpn) — H"(P",.#)" a un isomorfismo
D : Ext!(.F,wpn) —— H*(P", 7)Y
para todo ¢ € {0,1,...,n}.

Para esto tltimo necesitamos nuevas harramientas: los d-functores (también
conocidos como functores cohomoldgicos) permiten probar (3) para P", y con
ello finalizar la demostracién de la Dualidad de Grothendieck en tal caso. O

Paso 4. Caso general X <2 Y, donde Y = Pntr (i.e., codimy (X) = 7).

La primera observacion es que para todo haz coherente % en X
tenemos (eg. gracias al Teorema de imdgenes directas de Leray) que
H"(X,.7) = H"(Y,j..#). Asi, ya habiendo probado la Dualidad de
Grothendieck en Y = P™*™" tenemos isomorfismos functoriales:

H" (X, Z)Y 2 (Y, j.F)" = Ext™" (0 (j, 7 wy) = Ext™ (j,.Z, wy).
Asi, nos reducimos a probar el isomorfismo
Ext'(F,wx) = Ext™™ (j,.%, wy).

Esto ultimo es la parte mas delicada de la demostracién, y requiere relacionar
los haces &zt con los grupos Ext. Nos contentaremos con dar las ideas gen-
erales de como probarlo.

Finalmente, una vez probado que Ext!(.%,wx) = H" {(X,.#)" para todo
¢ > 0, notamos que:
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(a) El caso i = 0 implica que Hom(.Z,wx) = H"(X,.%)", i.e., el punto (2)
se verifica para X.
(b) El caso i =0y .% = wy implica que
H"(X,wx) = Hom(wy,wx)" = H(X,wY @ wx)¥ 2 HY(X, O0x)" 2k,
i.e., el punto (1) se verifica para X.

Con esto, concluimos la demostracién del Teorema de Dualidad de Grothendieck
para toda variedad proyectiva suave e irreducible. O

Comencemos por completar el Paso 3 de la demostracion.

Definicion 5.1.4. — Un )-functor entre dos categorias abelianas € y &
consiste en una coleccion de functores contravariantes {T' : € — D}icz
junto con morfismos de conexién §% : T(A) — T 1(C) para toda sucesiéon
exacta corta 0 > A - B — C — 0 en €, verificando que:

(1) La sucesién en 2 dada por
S THCO) = THB) — THA) 25 THY(C) = THY(B) = THL(A) = -

es exacta.
(2) Para todo morfismo de sucesiones exactas cortas en ¢

0 A B C 0
0 A B’ C’ 0

el diagrama

Ti(A/) 5 Tz'+1(C/)

L

Ti(A) —2 TH1(C)
es conmutativo.
Ejemplo importante 5.1.5. — Sea X una variedad algebraica proyectiva

suave e irreducible de dim(X) = n, y sea wx = det(2}) el fibrado en rectas
canonico. Entones, las familias de functores contravariantes

{ﬁ — EXtZ(y, WX)}ieN y {y — Hn_i(Xa L95)\/}2'61\1

desde la categoria de Ox-mddulos a la categoria de k-espacios vectoriales, son
d-functores.
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Definicion 5.1.6. — Sea F : € — 2 un functor contravariante entre dos
categorias abelianas. Decimos que F' es borrable (en francés, effacable) si:
Para todo objeto A de &, existe P — A morfismo sobreyectivo
tal que F'(u) : F(A) — F(P) es el morfismo nulo.

Ejemplo importante 5.1.7. — En P", los functores

F— Ext(F,wx) vy Fr— HUX, F)Y
son borrables para todo i > 1 y para todo haz coherente % en P". En
efecto, el Lema de Serre nos permite encontrar r € N2! y m > 0 tal que
P = Opn(—m)®" L F. Asi, basta probar que
EXti(ﬁPn(—m),UJ]pn) = Hl(]P)n, ﬁ[pm (m)@OJPn) =0 y Hnii(Pn, ﬁpn(—m)) =0
para todo ¢ > 1. Esto se deduce directamente de los calculos explicitos de

cohomologia en P" obtenidos en el Teorema

Teorema 5.1.8. — Sean S y T dos §-functores entre categorias abelianas €
y 2. Supongamos que para todo i > 1 el functor S* : € — 2 es borrable.
Entonces,

Todo morfismo functorial fO: S© — TV se extiende en un tGnico
morfismo functorial f*:S* — T* compatible con los morfismos
de conexion.

Idea de demostracién. — Se construye f*:S* — T por induccién en i € N:

Sea A un objeto de € y sea P ——» A morfismo sobreyectivo tal que
S(u) = 0. Sea K := ker(u) y consideremos la sucesién exacta corta

05K P "y A0

en ¢. Dicha sucesién exacta induce una sucesién exacta larga

def

. i Uu . i(5 . 67' . i+1 u)=
) SiA) M gipy 2 gigy 55 gt 4) TS
fi,l f;{ f}{ 3
Tia) . picpy Y iy T pivi )
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donde las filas son ezactas. El Teorema de Freyd—Mitchel (ver Teorema
4.4.10)) implica que podemos construir f4* : S (A) — T"+1(A) de manera
Unica usando “caceria de diagramas”:

Sea x € STT1(A), y consideremos y € SY(K) tal que d4(y) = z. Definamos

Fatt (@) = (0 o fi)(y) € TH(A).
Para ver que est4 bien definido, consideramos y’ € S*(K) tal que 65(y') = =, de
tal suerte que y—y' € ker(d%). Asi, basta verificar que (8o fi)(y) = (8o fi)(v'),
lo que a su vez implica que y — y' € ker(6% o fi.):
La inclusién ker(6%) C ker(d4 o f), asi como el hecho que f**! no depende
de A y que es functorial en A, se deducen de (%) por caceria de diagramas. El
lector interesado puede referirse a [Lan02, Ch. XX §7] para mas detalles. [J

Corolario 5.1.9. — Sean S y T dos d-functores entre categorias abelianas
€ y 2. Supongamos que los functores S* y T® son borrables para todo i > 1.
Entonces,

Todo isomorfismo functorial DY : SO == TO se extiende a un
tnico isomorfismo functorial D' : S* ——— T compatible con los
morfismos de conexion para todo i > 0.

Lo anterior nos permite concluir la demostracién de la Dualidad de
Grothendieck en el caso de P™.
Demostracion del Paso 3. — El isomorfismo functorial
D : Hom( - ,wpn) — H*(P", - )Y
construido en el Paso 2 se extiende de manera tnica a isomorfismos functoriales
D : Ext’(-,wpn) —— H*(P", )V
para todo ¢ > 0. Asi, se verifica (3) para P". O
Para probar el Paso 4, y con ello concluir la demostracién, nos resta probar
que si X e Y son variedades algebraicas proyectivas suaves e irreducibles con
dim(X) =n, dim(Y) =n+r, y j : X < Y es un incrustamiento cerrado,
entonces
Ext'(F,wyx) = Ext'"(j,.# ,wy) para todo i > 0

y para todo haz coherente % en X.

WEn estricto rigor, la demostracién aqui presentada es valida en categorias abelianas pe-
quenas. Sin embargo, esto sera suficiente para nuestros propositos.
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Recuerdo 5.1.10. — Recordemos que wx y wy estan relacionados mediante
la férmula de adjuncién (ver Teorema (3.7.3):

wx = wy|x ® det(Axy) Eiwy ® det(Ax/y),

donde Ay es el fibrado normal de X en Y, de rg(A%/y) = r. Més atin, si
X = V(s) para cierta seccién global no-nula s € HY(Y; E) \ {0} de un fibrado
vectorial £ — Y de rg(E) = r, entonces 4%,y = E|x. En particular,

def .4

wx = (wy @det(F))|x = j" (wy @ det(FE))
en este caso. Por otra parte, la férmula de proyeccién (ver Lema [4.2.15))
afirma que si & es un haz localmente libre en Y y si .% es un &x-mddulo,
entonces
ERJuF Z 4 (7R F) enY.

Al combinar ambas férmulas, tenemos que

Jrwx = g (Jwy @ det( Ay y)) = wy ® ji det(Axyy),
o més simplemente j,wx = wy & det(F) si X = V(s).
Ejercicio 5.1.11. — Sea & un haz localmente libre en Y, y sea ¢ y ¢ dos
Oy-modulos arbitrarios. Probar que para todo i > 0 se tiene que

Gt (G @ E, M) 2t (G,6 @ H) = Gt (G, )R E.

Indicacion: Las ideas usadas para probar la Proposicion junto con las
propiedades de Hom y el producto tensorial, permiten concluir.

En particular, el Ejercicio anterior asegura que
Gt (Y, 0y) @ wy = &xt'(4,wy) para todo i > 0.

El siguiente resultado, que asumiremos sin demostracion, nos permitira con-
cluir.

Lema 5.1.12 (Hecho clave). — Bajo las hipdtesis del Paso 4, se tiene que
o 0 sii#r
%ﬂl(]*ﬁXa ﬁY) =
j* det(JVx/y) sit=r
En particular, por el Ejercicio anterior y la formula de adjuncion, se tiene que
0 sit#r

&t (j.Ox,wy) =
Jawx  Ssit=r
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Veamos ahora como el Hecho clave permite probar que
Ext'(F,wx) & Ext™ (.7, wy)

y con ello concluir. Primero que todo, recordemos que (por definicién) para
calcular los grupos Ext necesitamos de resoluciones inyectivas wy — Z°

en Ox-Mod y wy — Z%° en Oy-Mod, respectivamente. Mediantes dichas
resoluciones, se calcula

Ext!(Z,wx) & H (Homy (F,1°%) v Ext™" (.7, wy) € HY (Homy (j,.7, Z°))
La estrategia serd construir wx — Z° a partir de wy — Z#°*, y poder

relacionar dichas resoluciones usando el Hecho clave.

Recuerdo 5.1.13. — Sea j : X — Y un incrustamiento cerrado entre var-
iedades algebraicas. Entonces, hay una sucesién exacta de Oy-maddulos
0 —Ix — Oy —» j.Ox — 0

que permite pensar las secciones locales de j,0x como secciones locales de
Oy que son anuladas por el haz de ideales Zx. De manera mas general, j,
identifica &'x-mddulos con Oy-mdbdulos que se anulan por Z x.

Proposicion 5.1.14. — Sea wy — X° una resolucion inyectiva en
Oy-Mod, y sea #% — #°* el subcomplejo dado por los subhaces #y C K’
de secciones locales de %' que se anulan por Ix. Entonces, I® := j*#% es
un complejo inyectivo en Ox-Mod que cumple

0 sii#r

wx Ssiit=r

Hi(T*) =

Demostracion. — Por definicién de Z® y de j,, tenemos que
Homy (j..%, %) = Homx (., T') para todo Ox-médulo .Z.

Por un lado, % +— j..% es un functor ezacto, pues j : X — Y es un
morfismo finito y luego RPj, = 0 para todo p > 1 (ver Ejemplo [4.8.5). Por
otro lado, por definicién se tiene que %' es inyectivo si y sélo si el functor
Homy (-, %") es exacto. En particular, la composicién

Homy (j.(-),%") = Homx ( - ,Z%) es un functor exacto,
i.e., ' es inyectivo en Ox-Mod.

Finalmente, notemos que Z° &f Hom (O x,Z"), vy que por definicién de Z°® y

de j, tenemos que

§* Hom(j.Ox, R = Hom(Ox,T").



310 CAPITULO 5. DUALIDAD DE SERRE Y TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

De estas dos observaciones, obtenemos que

H'(Z°*) € H! (Hom(Ox, I%)) = j* i (Hom(j.Ox, %°)) <€ j* Gt (j.Ox,wy)

- 0 siit#r
Hecho | j*(juwyx) Zwx sii=r
donde j*(jiwx) = wx se prueba gracias a la férmula de proyeccion. O

Con la notacién de la Proposicién anterior, estamos en condiciones de con-
cluir la demostraciéon del Paso 4, y con ello la prueba del Teorema de Dualidad
de Grothendieck.

Demostracion del Paso 4. — A partir del complejo inyectivo Z°®, y usando el
hecho que HY(Z*) = 0si i # r y que H"(Z*) & wy, obtenemos una resolucién
inyectiva

wx — / *
tal que df = %‘H", i.e., consideramos una traslacién en r. Luego, se tiene que

Ext!(Z,wx) € H (Homx (Z, £°)) = H*"(Homx(Z,1°%))

Prop

~ H*" (Homy (jo. %, #°)) & Ext™ (j,.Z, wy ),

de donde se concluye la demostracién. O

Observacion importante 5.1.15. — La demostracién del Hecho clave es
puramente algebraica, y se realiza utilizando el llamado complejo de Koszul
asociado a la incrustacién cerrada j : X < Y.

Para mas detalles, el lector interesado puede consultar [FL85, Ch. IV §2]
para leer sobre las versiones algebraicas y geométricas del complejo de Koszul.
Por otro lado, la demostracién detallada del Lema se puede encontrar
en [LPO1), Ch. III §6.1].

5.2. Teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas

Comencemos por recordar las nociones relevantes sobre divisores y sistemas
lineales (ver Observacién (3.4.25)).

Recuerdo 5.2.1. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e ir-
reducible. Entonces, todo fibrado en rectas L € Pic(X) es de la forma
L = Ox(D) para cierto divisor de Cartier D € Div(X) que es dnico mo-
dulo equivalencia lineal, i.e., si L = Ox(D') entonces D ~ D’. Esto tltimo,
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por definicion, significa que existe f € k(X)* funcién racional no-nula tal que
D — D' =div(f).

Mas atn, el hecho que X sea suave nos permite identificar divisores de
Cartier con divisores de Weil en X. Explicitamente, podemos pensar a D
como una suma finita formal

T
D = Z n; - Y; donde n; € Z e Y; C X hipersuperficie irreducible.
i=1

En particular, si n; > 0 para todo i entonces decimos que D es un divisor
efectivo, y escribimos D > 0 en tal caso.

El k-espacio vectorial H*(X, L) = HY(X, Ox (D)) es llamado el espacio de
Riemann-Roch de D y, gracias al Teorema de finitud (ver Teorema ,
es de dimensién finita. Hoy en dia, la dimensién de este espacio se denota por

dimy H°(X, 0x(D)) := h%(X, 0x (D)) o bien h°(X, D),
o incluso h%(D) si la variedad X es clara en el contexto. Sin embargo, la
notacion cldsica para esta dimension es ¢(D).
Mas atin, podemos describir explicitamente el espacio de Riemann-Roch
HO(X, O0x (D)) = {f € k(X)* tal que div(f)+ D > 0},
asi como su sistema lineal asociado

|D| :=PH(X, 0x(D)) = {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D}.

En 1857, Riemann estudia sistemas lineales de divisores en curvas alge-
braicas proyectivas suaves e irreducibles (en realidad, en superficies de Rie-
mann compactas). En dicho caso, un divisor es una curva C' es una suma
forma de la forma

-
D= an -p; donde n; € Z y p; € C es un punto,
i=1
y en particular podemos considerar la funcién grado dada por

deg : Pic(C) —» Z, L = O¢ (Z n; -pi> — deg(L) déoni.
i=1 i=1

En este contexto, y bajo la hipétesis que £k = C, Riemann prueba que para
todo L = 0¢(D) € Pic(C) se verifica la desigualdad de Riemann:
(D) = deg(D) — g(C) + 1,

donde ¢(C) ' dimy, HO(C,we) es el género de la curva C, y donde
QL 2 we = 0c(Ke) es el fibrado en rectas canénico (pues dim(C) = 1).
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En 1865, Gustav Roch (estudiante de Riemann) prueba que la igualdad se
alcanza al considerar un “término de correccion”:
{(D) — {(K¢ — D) = deg(D) — g(C) + 1,
obteniendo asi el Teorema de Riemann-Roch (para k = C).
En esta seccién, probaremos el Teorema de Riemann-Roch para todo cuerpo
k = k algebraicamente cerrado. Para ello, utilizaremos métodos cohomoldgicos
que ademds servirdn para generalizar el resultado a fibrados vectoriales de

rango > 2, y probar el Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch para
curvas algebraicas.

Comencemos por reinterpretar el enunciado del Teorema de Riemann-Roch
usando dualidad de Serre.

Recuerdo 5.2.2 (Dualidad de Serre). — Sea X una variedad algebraica
proyectiva suave e irreducible de dim(X) = n. Entonces, para todo fibrado
vectorial £ — X tenemos que

Hi(X,E) =2 H" (X, EY ®wx)" para todo i € {0,1,...,n},
donde wy & det(Q%) = Ox(Kx) = A"Q%. En particular, tenemos las sigu-
ientes consecuencias:

(1) Fibrados en rectas. Si L = Ox (D) es un fibrado en rectas en X, con
LY = O0x(—D), entonces la dualidad de Serre se reduce

H'(X, Ox(D)) 2 H" (X, Ox(Kx — D))"

para todo i € {0,...,n}. En particular, las dimensiones correspondi-
entes h'(X, Ox (D)) = h" (X, Ox(Kx — D)) coinciden.
(2) Ntmeros de Hodge. Si E = Oy, entonces

H' (X, 0x) = H" (X, wx)".

Maés generalmente, dado que wyx @ (Qy 7)Y = QX (ver Ejercicio |1.4.15))
tenemos que para p + ¢ = n hay isomorfismos:

HY(X, Qg() ~ HY(X, (Qg()v ®wyx) = HP(X, Qg()v.
Luego, si definimos el nimero de Hodge
hP4(X) := dimy HY(X, QF,),
entonces hP4(X) = h?P(X) para todo p,q > 0 tales que p+ ¢ = n.

Ejemplo importante 5.2.3. — En el caso de una curva proyectiva suave e
irreducible C, la dualidad de Serre implica que:
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(1) h{(C, Oc(D)) = hO(C, Oc (K¢ — D)) € (K¢ — D).

(2) 9(C) = h(C,wo) = W (C, Oc).
Asi, el término ¢(D) — ¢(Kc — D) se reescribe como

h’(C, 6c(D)) = h'(C, Oc(D)).
De manera similar, el término 1 — g(C) se reescribe como
1—h(C,00)=nC, 0c) - h(C, 00)
pues C' es una curva proyectiva irreducible.
jAtencion! — Si C es una curva algebraica proyectiva irreducible (no nece-
sariamente suave), se define su género aritmético como
pa(C) = h'(C, O¢).

El género aritmético estd bien definido y coincide con el género geométrico

g(C) cuando C es una curva suave.

Definicion 5.2.4. — Sea X una variedad algebraica proyectiva de
dim(X) = n, y sea .# un haz coherente en X. Definimos la caracteristica
de Euler-Poincaré de . como

XX, F) =S (10 (X, F) = (X, F)—hM (X, F)+...+(—1)"h"(X, F),

i>0
donde h'(X,.#) < +oo para todo i > 0 y donde hi(X,.#) = 0 para todo

i > dim(X) gracias a los teoremas de finitud y anula(non de Grothendieck,
respectivamente.

jAtencion! — Con la notaciéon anterior, el Teorema de Riemann-Roch se
reduce a probar que para todo L = Ox(D) € Pic(C) se tiene que

x(C, Oc(D)) = x(C, Oc) + deg(D).
Lema 5.2.5. — Sea X una variedad algebraica proyectiva, y sea
0 —% —9Y—H—0
una sucesion exacta de haces coherentes en X. Entonces,
X(X,9) = x(X, 7) + x(X, ).
Demostracion. — La sucesion exacta larga en cohomologia
0 — HY(X,7) — H°(X,¥9) — H' (X, #) — H' (X, F) — ---
nos da una sucesion exacta

00—V <1, vy, Iy It
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de k-espacios vectoriales de dimensién finita. Si denotamos d; := dimg(V;) y
ki = dimy, ker(f;), entonces la exactitud y el Teorema del rango implican que
di = ki +18(fi) = Ki + Kit1. Luego,
S (=1 = 3 (1) (ks + ripr) = > ((~1)'ki = (=) ki)
i=1 i=1 i=1
_ m+1 def
= —K1 — (—1) Rm+1 = 0.

Asi, 0 = h0(X,.F) — h9(X,9) + hO (X, ) — h'(X,.F) + - - -, i.e., se tiene que

En virtud del Lema anterior, necesitamos relacionar 0¢(D) y O¢, lo cual

ya fue discutido en la Observacién [3.4.25| (4).

Recuerdo 5.2.6. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea j : D — X una hipersuperficie irreducible en X (i.e., un divisor
primo). Entonces, Zp = Ox(—D) y en particular tenemos una sucesién exacta
de Ox-mébdulos

0— ﬁx(—D) — ﬁX —)j*ﬁD — 07

donde HY(X,j.0p) = HYD, Op) para todo i > 0. Mas generalmente, si
D =3%"7_1n;-Y; es un divisor efectivo (i.e., n; > 0 para todo i) entonces se
tiene la misma sucesién exacta, pero j,.Op se define como el cociente de Ox
por el ideal de funciones regulares que se anulan en Y; con multiplicidad > n;.

Ejemplo importante 5.2.7. — Sea C' una curva proyectiva suave e irre-
ducible, y sea D = Y, n; - p; un divisor efectivo, donde sélo escribimos los
términos con n; > 1. Entonces,

HO(D, 0p) = P Oc,p,/m)).
=1

Luego, dado que dim(D) = 0, tenemos que
def

x(D,0p) = h°(D, 0p) = ny + ... +n, = deg(D).

Més atn, notamos que si L € Pic(C) es un fibrado en rectas y D = p es un
tinico punto, entonces (escogiendo una vecindad U de p € C tal que L|y = Oy
estd trivializado) tenemos que la férmula de proyeccion implica

L®Op:=L®j.0p=j.(j*L® Op) = j.0p < Op,
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i.e., todo fibrado en rectas en un punto es trivial. Anadlogamente, y denotando
j«Cp por Op, tenemos que

LR Op=0p
para todo divisor efectivo D en la curva C.

Tenemos todos los ingredientes para probar la versién clésica del Teorema
de Riemann-Roch.

Teorema 5.2.8 (Riemann-Roch). — Sea C una curva algebraica proyec-
tiva suave e irreducible, de género g(C') &f hO(C,we) = hY(C, O¢). Entonces,
para todo L = Oc(D) € Pic(C) se tiene que

X(C, 0c(D)) = x(C, Oc) + deg(D),

o equivalentemente, se tiene que
D) —U(Kc—D)=deg(D)+1—g(C).

Demostracion. — Escribamos al divisor D como diferencia de divisores efec-
tivos D = E — F. Entonces, obtenemos una sucesion exacta

0— Oc(—E) — Oc — O — 0
asociada a F, y una sucesion exacta

0— Oc(—F) — Oc — Op — 0

asociada a F'. Tensorizando ambas sucesiones exactas por el fibrado en rectas
L= 0¢(E), y recordando que L ® O = Op y L ® OF = O, obtenemos

(%) 0— O0c — Oc(FE) — O — 0,
y obtenemos
(%) 0— Oc(E—-F)=0c(D) — Oc(E) — O — 0.
La sucesién (x) implica que
X(C, 0c(E)) =x(C, 0c) + x(E, Op) = x(C, Oc) + deg(E),
puesto que x(E, Og) = deg(FE). Por otra parte, la sucesién (**) implica que
X(C, 0c(E)) = x(C, Oc(D)) + deg(F).
Asi, deducimos que
x(C, 0c(D)) = x(C, Oc(E)) — deg(F)
= X(C, 0c) + (deg(E) — deg(F)) £ x(C, 0¢) + deg(D)

y con ello concluimos la demostracién del teorema. O
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Veamos algunas consecuencias directas del Teorema de Riemann-Roch.

Ejemplo importante 5.2.9. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave
e irreducible de género g(C) = g.

(1)

((Kc) —£(0) =

Si consideramos D = K¢, entonces el Teorema de Riemann-Roch se

reduce a

L RO(C we) — hO(C, 00) = g — 1 Z deg(K¢) — g + 1.

Asi, tenemos que
deg(we) = deg(Kc) = 29 — 2.
En particular, deg(T¢) = deg(—K¢) = 2 — 2g.
Notemos que /(D) = h°(C,0c(D)) = 0 si deg(D) < 0. En
efecto, si existiera EF > 0 divisor efectivo tal que E ~ D, entonces
deg(D) = deg(E) > 0, una contradiccion. En particular, dado que
deg(Ko — D) = 2g — 2 — deg(D),
tenemos que si deg(D) > 2g—1 entonces {(Kc—D) = h(C, 0c(D)) = 0,
y en tal caso
{(D) =deg(D) —g+1=>g.

Supongamos que deg(D) = 2g — 2 pero que D # K¢ (i.e., no existe
fek(C)* tal que D — K¢ = div(f)). Entonces,

{(D)=g—1.
En efecto, tenemos que

UD)E29—2— g+ 1+ UKo —D)=g—1+{(Kc— D).
Luego, si tuvieramos que (K¢ —D) > 1 entonces existiria £ > 0 divisor
efectivo tal que E ~ K¢ — D, v luego tendriamos que
deg(E) = deg(K¢ — D) = 0,i.e, E =0,
lo cual equivale a que D ~ K. En otras palabras, para todo divisor D
tal que deg(D) = deg(K () se tiene que
D ~ K¢ siy sblo si (Ko — D) = h*(C, 0c(D)) # 0.

Curvas elipticas. Supongamos que wo = O¢ es el fibrado en rectas
trivial (i.e., Ko = 0), entonces g &ef hY(C,we) = 1. Reciprocamente,
si ¢ = 1 entonces deg(K¢) = deg(—K¢) = 0 gracias a (1). Asi, el
Teorema de Riemann-Roch se reduce a

UD) — {(K¢ — D) = deg(D).
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En particular, si D = — K¢ obtenemos que
((-K¢) =1(2K¢) =2 1
pues si s € H'(C,we) \ {0} es no-nula, entonces s € H(C,wE?) es
no-nula. En otras palabras, el fibrado en rectas candnico verifica que
hO(C,we) # 0y hP(C wl) # 0, y por ende we = ¢ es trivial (ver
Ejemplo [3.2.8]). De este modo:
g(C) =1siy solo si we = O¢,

y en tal caso decimos que C es una curva eliptica. El Teorema de
Riemann-Roch toma una forma particularmente sencilla en este caso:

(D) =4(—D) + deg(D).
En particular, £(D) = deg(D) si deg(D) > 1y ¢(D) = 0 si deg(D) =0
y D #0 (ie., si Oc(D) % O¢).

Un importante consecuencia del Teorema de Riemann-Roch es la siguiente
caracterizaciéon numérica de la amplitud.

Corolario 5.2.10. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea L = Oc(D) € Pic(C). Entonces,

L es amplio si y sélo si deg(L) &f deg(D) > 0.
Demostracion. — Ya hemos visto anteriormente que si L es amplio entonces

deg(L) > 0 (ver Observacion [3.4.32)). Supongamos que deg(D) > 0, y notemos
que por Riemann-Roch se tiene que para m > 0

t(mD) — {(Kc — mD) = h%(C, Oc(mD)) Emdeg(D) +1—g > 0.
T
Asi, reemplazando L por L®™ si fuese necesario, podemos suponer que D es
un divisor efectivo. Luego, tenemos una sucesién exacta

0— Oc(—D) — Oc — Op — 0,
que al tensorizar por el fibrado en rectas ¢ (mD), nos da una sucesién exacta
0— Oc((m—1)D) — Oc(mD) — Op — 0.
En cohomologia, obtenemos una sucesiéon exacta larga
0 — H(C, Oc((m — 1)D)) — H(C, 6c(mD)) — HY(D, 6p)
— HY(C, 6c((m — 1)D)) —» HY(C, Oc(mD)) — 0
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donde el ultimo cero se obtiene por anulacion de Grothendieck, dado que
dim(D) = 0. Luego, si denotamos h,, := h'(C, Oc(mD)) entonces

1> hpm > b1 > hapyo > - -+
y asi, dado que h,, < 400, obtenemos que
HY(C, 6c((m — 1)D)) — H'(C, Oc(mD))

es un isomorfismo para todo m > 0. En otras palabras, la aplicacién
T
HO(C, 0c(mD)) —» H°(D, Op) = @ Ocp, /mp:
i=1

es sobreyectiva para todo m > 0, donde el divisor D = >"/_; n; - p; estd dado
por n; > 0y p; € C. En particular, el morfismo de evaluacion

evy : H(C, Oc(mD)) —» Oc(mD),

es sobreyectivo para todo x = p; tal que p; aparece en D = 7' n; - p; con
n; > 0.

Por otra parte, si consideramos s € H°(C, O (mD)) tal que div(s) = mD,
entonces s(z) # 0 para x # p1,...,p,. En otras palabras, M := 0c(mD) es
un fibrado en rectas globalmente generado, i.e., la aplicacién

on 2 C — P(HO(C, M)Y) =P

es un morfismo regular. En particular, dado que M 2% O¢ (pues para m > 0
podemos suponer, por Riemann-Roch, que ¢(mD) > 2) tenemos que @y es
un morfismo no-constante. Mds atn, dado que C' es un curva proyectiva, se
tiene que @ps es un morfismo finito y por ende

def

Oy Opn (1) =2 M = Oc(mD) es amplio.
Luego, L = 0¢(D) es amplio también. O

Ejemplo 5.2.11. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible de género g(C') = g. Entonces, una consecuencia del resultado anterior
y del hecho que deg(we) = 29 — 2 es que la curva C es:

Fano w amplio g=0 k(C) = —o0
Calabi-Yau Sy we=0c =8 g=1 & k(C) =0
Can. polarizada we amplio g>2 k(C)=1

La gran ventaja del uso de métodos cohomolédgicos, es que podemos gener-
alizar el Teorema de Riemann-Roch a fibrados vectoriales de rango > 2.
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Lema 5.2.12. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irreducible,
y sea E — C un fibrado vectorial de rango rg(E) = r. Entonces, E admite
una filtracion decreciente

EZCEC---CE 1CE.=F
por sub-fibrados vectoriales E; — C' de rg(E;) = i.

Demostracién. — Argumentamos por induccién en r € NZ! y, dado que el
resultado es cierto para r = 1, podemos asumir que r > 2.

Sea C' — P™ un incrustamiento cerrado, y recordemos que para m € Z se de-
fine Oc(m) := Opn(m)|c. Méas generalmente, definimos F(m) := E® Oc(m).

Luego, el Lema de Serre (ver Lema afirma que E(m) es globalmente
generado para m > 0. Por otro lado, dado que rg(E(m)) =r > 2 > dim(C) =1,
tenemos qu existe

s € H'(C, E(m)) \ {0} tal que s(z) # 0 para todo z € C.

Gracias a la Observacion m sabemos que dicha seccién s € H(C, E(m))
determina un morfismo de &¢c-mébdulos
s 1 Oc — E(m),

que resulta ser un morfismo inyectivo de fibrados vectoriales, gracias a que s
no se anula nunca. Luego, tensorizando por O (—m) obtenemos una sucesién
exacta de fibrados vectoriales

0— Oc(—m) — E "% 2 — 0.
Definamos entonces Fy := Oc(—m) de rg(E1) = 1, y notemos que 2 = E/E;
es de rg(2) = r — 1. Luego, la hipétesis de induccién implica que existe una
filtracién

2C2C---C2, 1C2, =2
donde rg(£2) =i — 1. Considerando los sub-fibrados

E; = 1(2;) de rg(E;) = i,

obtenemos la filtracion F; C Ey C --- E,._1 C E, = E deseada. O

()Sea X variedad proyectiva irreducible de dim(X) = n, y sea £ — X un fibrado vectorial
de rango  globalmente generado. Si denotamos W = H°(X, E) y w = dimy (W), entonces

X XxW — E, (z,s) — s(x)
es un morfismo sobreyectivo de fibrados vectoriales, cuyo kernel es un sub-fibrado vectorial
A de rango w — r. En particular, dim(.#) = n 4+ w — r. Luego, si n < r entonces

p = pry|x : A — W no puede ser dominante, i.e., existe una seccién s € W que no
pertenece a la imagen de p, i.e., s(x) # 0 para todo z € X.
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Definicion 5.2.13. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea E — C un fibrado vectorial de rg(E) = r. Definimos el grado
de E como el entero

deg(FE) := deg(det(F)) d:e{deg(A”E),
donde det(F) =2 A"E € Pic(C) es el fibrado en rectas determinante.

Con la definicién anterior en mente, podemos enunciar la generalizacién
del Teorema de Riemann-Roch. Es un caso particular (para dimensién 1) del
Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch, probado por Friedrich Hirzebruch en
1954 y generalizado por Grothendieck en 1957.

Teorema 5.2.14 (Hirzebruch-Riemann-Roch). — Sea C' una curva al-
gebraica proyectiva suave e irreducible de género g(C) = g. Entonces, para
todo fibrado vectorial E — C de rg(E) =r y deg(E) = d, se tiene que:

X(C, E) = rg(E)x(C, Oc) + deg(E) =r(1 — g) +d.

Demostracién. — Argumentamos por induccién en r € NZ! y, dado que el
caso r = 1 corresponde al Teorema de Riemann-Roch, podemos asumir que
r > 2. Consideremos una filtracion

EyCEC---CE, 1 CE.:=F
por sub-fibrados vectoriales E; — C de rg(E;) = i. Entonces, la inclusién
FE; C F;;1 induce una sucesién exacta

0—>EZ“—>EZ'+1—»LZ‘—>O

de fibrados vectoriales en C, con L; € Pic(C). Asi, nos reducimos a probar
que para toda sucesién exacta corta

0—F—F—Q—0

de fibrados vectoriales en C, se tiene que el Teorema de Hirzebruch-Riemann-
Roch para E y para @ implican la validez del mismo para F. Esto ultimo
resulta de observar que:

(a) rg(F) =rg(E) +rg(Q).

(b) det(F) = det(F) ® det(Q) y luego deg(F') = deg(FE) + deg(Q).

() x(C,F) =x(C,E) +x(C, Q).
Asi, obtenemos el resultado deseado por induccién en r. ]
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5.2.1. Fibrados vectoriales en P!. — Una aplicacién tipica del Teorema
de Hirzebruch-Riemann-Roch para curvas es estudiar extensiones de fibrados
vectoriales.

Construccion 5.2.15. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave
e irreducible, y sean E y @) fibrados vectoriales en X. Una extensién de @)
por E es una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales

(S) O—>EL3—>F—'8—»Q—>O.

Decimos que la extensién (.5) escind (o que es trivial) si F =2 E® Q.
Ejercicio 5.2.16. — Probar que (S) es trivial si y sélo si existe una seccion
5:Q — F verificando o s = Idg.

Indicacién: Para todo x € X, cada v € F, pertenece a ker(f), + Im(s),
puesto que v = (v — (s 0 B)(v)) + (s 0 B)(v). Ademds, ker(8), N Im(s), = 0
pues f(v) = 0 y pues s(w) = v implica que 0 = (S o s)(w) = w. Dado que
E = Im(o) = ker(8), y dado que B os =Idg implica que s es inyectiva y por
ende Im(s) = Q, se puede concluir que FF = E @ Q.

En el caso particular en que Q = L € Pic(X) es un fibrado en rectas,
tenemos la sucesién exacta tensorizada siguiente

(S)® LY 0—E@L “ 5 FoLY T% 0x — 0.

Luego, (S) es trivial si y sélo si existe una seccién s : Ox — F @ LV tal
que mo s = Idg,. En virtud de la Observacion [.2.3} sabemos que lo anterior
equivale a la existencia de

(%) s e HO(X,F® LV) tal que I'(7)(s) = 1 € HY(X, O%).
Finalmente, al considerar la sucesiéon exacta larga en cohomologia
S H(X, FoLY) ST HOU(X, ox) L HY(X,EQ LY) — -

y usando que Im(T'(7)) = ker(d), tenemos que (x) equivale a que la clase de
cohomologia

§(sy = 0(1) sea nula en H'(X,E® L") = Ext'(L, E).

En conclusién, la extensién (S) es trivial si y sélo si §(g) = 0 en HY(X,ExLY).

®)En inglés, split.
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La construccién anterior permite caracterizar completamente todos los fi-
brados vectoriales en P!, algo que fue observado por Grothendieck en 1957
(que extiende la factorizacion de Birkhoff de matrices, un resultado de George
Birkhoff en 1909).

Teorema 5.2.17 (Birkhoff-Grothendieck). — Sea E — P! un fibrado
vectorial de rg(E) = r en P'. Entonces,

E = 0pi(di) ® Opi(d2) @ -+ @ Opr(dy)
para Unicos enteros di < do < --- < d,.

Demostracion. — Comencemos por ilustrar el caso r = 2: reemplazando E
por E(m) £ E® Op1(m), y notando que det(E(m)) = det(E) ® Op1 (2m) dado
que r = 2, tenemos que deg(E(m)) = deg(F) + 2m. Luego, podemos suponer
que d = deg(F) es 0 o —1 (dependiendo de la paridad).

En cualquier caso, el Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch en C' = P!,

con g(P') &f RO(PL, Op1(—2)) = 0, implica que
hO(C,E)=2(1 - g(P") +d+h'(C,E) > d+2> 1.
Luego, existe una seccién no-nula s € H(P', E) \ {0} que corresponde a un
morfismo de Opi-médulos s : Opr — E, ie., sV : BV — Opr.
La imagen Im(s") es un haz de ideales de Op1, y luego
Im(sv) = ﬁpl(—D) = ﬁ]pl(—k)

para cierto D > 0 divisor efectivo de grado k£ > 0. En otras palabras, la
aplicacion EV —» Op1(—k) es sobreyectiva, y por ende (al dualizar nuevamente)
obtenemos una sucesién exacta

(S) 0 — Opr(k) — E — Opi(a) — 0, donde a + k = d.

Asi, la clase §(5) de la extension es un elemento de

HY (P!, Op1 (k — a)) & H' (P!, Op1 (2k — d)) = 0 pues 2k —d > —1,
y luego E = Op1(k) @ Opi1(d — k) es una suma directa.

El caso general se trata por induccién en r, y sigue las mismas ideas: si
m > 0, entonces H' (P!, EV(m) ® wp1) = 0 gracias al Teorema de anulacién
de Serre aplicado al haz coherente .# = EY ® wpi. Luego, por Dualidad de
Serre, tenemos que HY(P', E(—m)) = 0.

Por otro lado, y tal como antes, el Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch
nos asegura que existe un entero maximal m tal que h°(P!, E(—m)) # 0.
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Luego, podemos considerar el morfismo sobreyectivo
(E(=m))" —» Op1(~k)

determinado por una seccién no-nula, que al dualizar nos da Op1 (k) — E(—m),
y que al tensorizar nos da Op1 — E(—m — k) que corresponde a una seccién
no-nula de E(—m — k). Por maximalidad de m, tenemos que k = 0y
obtenemos (tensorizando nuevamente) una sucesién exacta

(S) 0— Opr(m) — FE — Q —0,
donde Q = EB::_ll Op1(d;) por hipétesis de induccién.

Observemos que d; < m para todo i, pues si por ejemplo £ :=dy—m—1>0
entonces tendriamos (tensorizando por Opi(—m — 1)) que

0— Opi(—1) — E(—m —1) — Op(£) Q' — 0,
y con ello obtendriamos una sucesiéon exacta en cohomologia
0 — HY(PY, B(—m — 1)) == HY(P, Op: (0)) ® HO(PL, Q') — 0

con hO(PL, Op1(—1)) = h'(PL, Op1(—1)) = 0. El hecho que h°(P', Op1 (£)) > 1
implicaria h?(P!, E(—m — 1)) # 0, contradiciendo la maximalidad de m.

Con la observacién anterior en mente, consideramos la sucesion exacta dual
de (S5) y obtenemos una extension
r—1
(S)V 0— P Opi(—di) — EY — Opi(—m) — 0,
i=1
cuya clase asociada J(gyv pertenece al grupo de cohomologia
r—1
HY (P!, 01 (m) © Q¥) = P H (P, Op: (m — d;)) = 0,
i=1
donde la tltima anulacién se obtiene gracias a que m — d; > 0 (ver Teorema
4.2.1). Luego, E = Op1(m) @ @ es una suma directa de fibrados en rectas.
Finalmente, la unicidad de los enteros dy < --- < d, se deduce del hecho
que podemos recuperar cada d; a partir de las dimensiones h*(P', E(m)) para
i € {0,1} y m € Z conveniente. Los detalles de esto ultimo se dejan como
Ejercicio para el lector. O

Observacion importante 5.2.18. — Sea C una curva algebraica proyec-
tiva suave e irreducible tal que C' 2 P!, entonces es posible construir fibrados
vectoriales £ — C de rg(E) = 2 que no son suma directa de fibrados en
rectas (ver [Bea96l, Ch.III, p.32] para més detalles).
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De manera similar, existen fibrados vectoriales en P", con n > 2, que no
son suma directa de fibrados en rectas. Una excelente referencia para esto
ultimo es [OSS11].

Finalmente, cabe mencionar la siguiente conjetura (abierta en el momento
de escribir estas notas).

Conjetura 5.2.19 (Hartshorne). — Sin > 7, entonces todo fibrado de
rango 2 en P es suma directa de fibrados en rectas.

5.3. Aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch

En esta seccién estudiaremos algunas aplicaciones geométricas del Teorema
de Riemann-Roch. Comencemos por recordar la siguiente caracterizacion de
la recta proyectiva P!, que discutimos al probar el Teorema de Abel-Jacobi

(ver Teorema |3.4.31)).

Recuerdo 5.3.1. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible. Entonces, el morfismo de grupos

T T
deg : Pic(C) —» Z, L= O¢ (Z n; -p¢> — deg(L) d:Eoni
i=1 i=1
estd bien definido y es sobreyectivo. Ademaés, por definicién, deg es inyec-
tivo si y sélo si para todo par de puntos distintos p,q € C, el hecho que
deg Oc(p — ¢) = 0 implica que p ~ g. Mejor aun, el Teorema de Abel-Jacobi
implica que deg es inyectivo si y sélo si C = P*.

Proposicion 5.3.2. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, entonces g(C) =0 si y sélo si C = P!
Demostracion. — Si C' = P! entonces wpr = Op1(—2) y luego se tiene que
g(P') £ 1O (P, wp1) = 0.

Reciprocamente, si g(C') &f H°(C,we) = 0 entonces el Teorema de Riemann-
Roch se reduce a

UD) — t(K¢ — D) Bdeg(D) + 1 — g = deg(D) + 1

para todo divisor D en la curva C. Asi, si p,q € C son puntos distintos y defin-
imos D :=p—q con deg(D) =0y deg(K¢c — D) =29 —2—deg(D) =-2<0,
entonces tenemos que /(Ko — D) = 0.

Luego, (D) = 1 y por ende el sistema lineal asociado

|D| = {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D} = PAP)~1 = {pt1
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consiste en un Unico divisor efectivo, i.e., E = 0 y por ende p—q “D~E=0.
Asi, p ~ q y por ende C = P! gracias al Teorema de Abel-Jacobi. O

Nuestro siguiente objetivo serd obtener criterios numéricos que nos aseguren
que un fibrado en rectas en una curva algebraica sea globalmente generado o
muy amplio. Para ello, recordemos la terminologia relevante.

Terminologia 5.3.3. — Sea X una variedad algebraica proyectiva suave e
irreducible, y sea D = Y7 ;n; - Y; un divisor de Weil en X. Definimos el
soporte de D como el cerrado

,
Supp(D) := U Y; C X.
i=1
Por otro lado, dada una hipersuperficie irreducible Y C X definimos la mul-
tiplicidad de Y en D como

n; siY =Y, paraciertot € {1,...,r
multy (D) := ’ P { }
0 sino

Finalmente, recordemos que el sistema lineal asociado a D esta dado por
|D|:=PHX, 0x(D)) = {E > 0 divisor efectivo tal que E ~ D}.
Luego, definimos el lugar de base del divisor D como el lugar de base de

Ox (D) € Pic(X). Explicitamente,

Bs(D) := {x € X tal que s(x) = 0 para toda s € H*(X, Ox (D))}

def {z € X tal que = € Supp(F) para todo E > 0 efectivo tal que E ~ D}

def
= [ Supp(E).
Ec|D|
Luego, el fibrado en rectas L = Ox (D) es globalmente generado, i.c.,
o X — |D| = P"(P)~1 65 un morfismo regular,
si y s6lo si Bs(D) = (). Mas atn, gracias al Corolario [3.3.11] sabemos que L
es muy amplio (i.e., ¢ define un incrustamiento cerrado) si y sélo si

(a) L separa puntos, i.e., para todo par de puntos distintos z,y € X,
existe una seccién s € HY(X, L) tal que s(z) = 0y s(y) # 0.

(b) L separa tangentes, i.e., para todo + € X y todo vector tan-
gente v € T, X existe una seccién s € H°(X, L) tal que s(z) = 0y

(dys)(v) # 0.
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En el caso de curvas algebraicas, podemos dar una caracterizacion mucho
mas precisa.

Proposicion 5.3.4. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea L = Oc(D) un fibrado en rectas. Entonces:

(1) L es globalmente generado si y sélo si {(D — p) = ¢(D) — 1 para todo
punto p € C.

(2) L es muy amplio si y solo si (D —p—q) =L4(D) — 2 para todo par de
puntos p,q € C' (no necesariamente distintos).

Demostracion. — Para (1), consideramos un punto p € C'y consideramos la
sucesién exacta asociada

0— Oc(—p) — Oc — O — 0.
Al tensorizar por O¢(D), obtenemos la sucesién exacta
0— 0c(D—-p) — Oc(D) — 0, — 0

que induce en cohomologia la sucesién exacta

0 — HO(C, (D — p)) — HO(C, 6 (D)) - k.
Asi, ¢(D) € rO(C,00(D)) = dimgker(8) + rg(8) = (D — p) + b, con
b=rg(p) € {0,1}. Luego,
(%) (D —p) =¥¢(D) o bien ¢(D) — 1.
Por otro lado, la aplicaciéon

Yp:|D—p|=PPPL ey D =pD-L By Eqp

es inyectiva para todo p € C. Asi, {(D —p) = {(D) si y sélo si 1, es sobreyec-
tiva, y esto tltimo equivale (jpor definicién!) a que para todo divisor efectivo
E > 0 tal que E ~ D se tiene que p € Supp(FE), i.e., p € Bs(D). De lo anterior,

deducimos que D es globalmente generado si y sélo si ¢(D —p) = ¢(D) — 1
para todo p € C.

Para probar (2), primero notamos que podemos asumir que (1) se verifica.
En efecto, si L es muy amplio entonces es globalmente generado, y si se cumple
que {(D —p —q) = ¢(D) — 2 para todo par de puntos p,q € C entonces el
mismo célculo (x) implica que

D) —2=4D —p—q)=4D —p) o bien {(D —p) — 1,



5.3. APLICACIONES DEL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 327

por lo que necesariamente se tiene que (D — p) = ¢(D) — 1 para todo p € C.
En particular, L = 0¢(D) define un morfismo regular

oL : C — |D| =P~ donde ¢(D) = €(D —p—q) +2 > 2,
y que es no-constante (pues ¢(D) > 2). Para probar que ¢ es un incrus-
tamiento cerrado (i.e., que L es muy amplio) debemos verificar que:

(a) L separa puntos, i.e., para todo par de puntos distintos p,q € C ex-
iste un divisor efectivo £ > 0 tal que E ~ D, con p € Supp(E) y
q ¢ Supp(FE). Esto equivale a que ¢ no es un punto de base de |D — p|
y, por (1), equivale a su vez a que

(D =p)—q) = D) -1)-1)=D) - 2.

(b) L separa tangentes, i.e., para todo punto p € C existe un divisor efectivo
E > 0 tal que E ~ D, con p € Supp(F) pero mult,(E) = 1. Esto
equivale a que p no es un punto de base de |D — p| y, por (1), equivale
a su vez a que {(D — 2p) = {(D) — 2.

En otras palabras, ambas condiciones estan aseguradas por la condicion

D —p—q)=¥D)—2. O
El Teorema de Riemann-Roch motiva a hacer la siguiente distincién entre

divisores.

Definicion 5.3.5. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-

ducible, y sea L = 0¢(D) un fibrado en rectas. Decimos que D (o que L) es
un divisor especial si

((Kc — D) > 0 o, equivalentemente, h'(C, 6 (D)) > 0.
En caso contrario (i.e., si h'(C,0c(D)) = 0) decimos que D es un divisor
no-especial, y en tal caso se tiene que

¢(D) X deg(D) + 1 — g(C).

Ejemplo 5.3.6. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible, y sea D un divisor en C. Entonces, el Ejemplo (2) senala que si
deg(D) > 2¢(C) — 1 entonces D es no-especial. De manera similar, el Ejemplo
5.2.9| (3) senala que un divisor D de deg(D) = 2g — 2 verifica D ~ K¢ siy
s6lo si D es especial.

El siguiente criterio numérico es muy tutil en la practica para construir
incrustamientos de curvas algebraicas en espacios proyectivos.
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Corolario 5.3.7. — Sea C wuna curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible de género g(C) = g, y sea L = Oc(D) un fibrado en rectas. Entonces,

(1) Sideg(D) > 2g, entonces L es globalmente generado.
(2) Sideg(D) > 2g + 1, entonces L es muy amplio.

Demostracion. — Sean p,q € C. En el caso (1), tanto D como D — p son
no-especiales, y luego

UD) = deg(D)+1—g y ¢(D—p) T deg(D—p)+1—g = (deg(D)+1—g) —1,

ie., ¢(D —p) = ¢(D) — 1 para todo p € C, y por ende L es globalmente
generado.

En el caso (2), los divisores D, D —p y D — p — ¢q son no-especiales, y el
mismo calculo muestra que en tal caso (D —p — q) = ¢(D) — 2 para todo par
de puntos p,q € C, y por ende L es muy amplio. O

Ejemplo 5.3.8. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irreducible
de género g(C') = 0. Entonces, L es amplio si y s6lo si L es muy amplio, y
esto equivale a su vez a que deg(L) > 0.

Dado que g(C) = 0 si y s6lo si C = P!, lo anterior se condice con el hecho
que L = Opi(d) para cierto d € Z, y que dicho fibrado en rectas es muy
amplio si y sélo si d > 0 (en cuyo caso el morfismo asociado coincide con el
incrustamiento de Veronese).

Antes de poder dar méas ejemplos en curvas de género > 1, necesitamos
definir la nocién de grado de una variedad proyectiva X. Es muy importante
sefialar que dicha nocién depende del incrustamiento j : X «— P™.

Recuerdo 5.3.9. — Sea X <. P" una variedad proyectiva, y sea m € Z.
Entonces, Ox(m) es el fibrado en rectas en X dado por

Ox(m) := j* Opn(m) & Gpn ()| x.

Maés generalmente, si % es un haz coherente en X entonces escribimos
F(m) := F @ Ox(m). En particular, el Teorema de anulacién de Serre
implica que la funcién

hy : Z— L, m— x(X, Z(m)) = Y (~1)'h'(X,.F (m))

i>0

verifica que hz(m) = h%(X,.#(m)) para todo m >> 0. Decimos que hz es la
funcién de Hilbert de .% respecto al incrustamiento j : X < P™.
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Lema 5.3.10. — Sea X <2+ P" una variedad proyectiva, y sea ¥ un haz
coherente en X. Entonces, hz(m) € Q[m] es una funcién polinomial con
coeficientes racionales.

Idea de demostracién. — Dado que H(X,.Z (m)) & H/(P", (j..7) ® Opn(m))
para todo ¢ > 0, basta suponer que X = P" y probar el resultado por inducciéon
enn € N:

Si n = 0, entonces .# (m) = .# para todo m € Z y luego hgz(m) es una
funcién constante. Para simplificar los célculos, supongamos que % es lo-
calmente libre (este sera el caso que nos interesard después; el caso general
es similar). En tal caso, consideramos la sucesién exacta corta asociada al
hiperplano ¢+ : H = P! s P7

0 — Opn(—1) — Opn — Oy — 0,

y tensorizamos por el haz localmente libre .7 (m) para obtener la sucesion
exacta siguiente:

0—F(m—-1) — F(m) — Fg(m) — 0,
donde Fy := # |y es un haz coherente en H = P"~!. Luego,

X(B", F(m)) = x(B", F(m — 1)) + x(H, Fr (m)),

ie., hz(m) —hgz(m —1) = hgz,(m). Por hipétesis de induccién, hg, (m) es
un polinomio en la variable m con coeficientes en Q.

Luego de limpiar denominadores, nos reducimos a probar que si f : Z — 7Z
es una funcién tal que g(m) := f(m)— f(m—1) es un polinomio con coeficientes

en Q, entonces f también. Dejamos esto tltimo como Ejercicio al lector (para
mas detalles, ver [Har77, Ch. I Prop. 7.3]). O

Definicion 5.3.11. — Sea X < PN una variedad proyectiva irreducible
de dim(X) = n. El polinomio de Hilbert de la variedad X respecto al
incrustamiento j : X «— P” es

def

hx(m) := hegyq)(m) = x(X, Ox (m)).
El grado de X es n! veces el coeficiente principal de hx(m), y se denota
deg(X).
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Ejemplo 5.3.12. — Usando los valores conocidos de h*(P", Opn(m)) calcu-
lados en el Teorema [4.2.1] se verifica directamente que

hpn (m) = X (P", Opn (m)) = (” ;m> = %

y en particular deg(P") = 1.

Ejercicio 5.3.13. — Sea X = V(f) C P" una hipersuperficie definida por
un polinomio homogéneo no-nulo de grado d. Probar que

hx (m) n-+m n+m-—d dm™1 n
X n n (n—1)!
y por ende deg(X) = d.
Indicacion: Considerar la sucesion exacta corta

0 — Opn(—d) — Opn — Ox,— 0
y sequir las ideas de la demotracion del Lema anterior.

Ejemplo importante 5.3.14. — Sea C una curva algebraica proyectiva
suave e irreducible de género g(C) = g, y sea L = Oc(D) un fibrado en rectas
muy amplio, i.e.,

o : C — P"

es un incrustamiento cerrado, donde n def (D) — 1. Entonces, dado que

Oc(1) &f 7 Opn(1) = L y por ende calculamos

he(m) € x(C, 0c(m)) = X(C,L™) = X(C, 6c(mD))
B deg(mD) +1—g=deg(D)-m+1—g
es el polinomio de Hilbert de C respecto a L. En particular,
deg (C) := deg(p1(C)) = deg(D).
Ademas, el Teorema de Bertini implica que en términos geométricos

deg(pr(C)) coincide con la cantidad de puntos en la interseccién ¢ (C) N H,
donde H = P"~! es un hiperplano general en P".

Un caso particular importante es cuando C es una curva eliptica (i.e.,
g(C) = 1, lo que equivale a que we = O¢). Si L = O¢(D) es un fibrado
en rectas con deg(D) = 3 (e.g. D = p+q+7r) entonces L es muy amplio, pues
deg(D) =3 > 2g + 1 en tal caso.
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Ademas, D es no-especial y por ende ¢(D) 8 deg(D) = 3. Asi, L define un

incrustamiento cerrado
(o) C— PQ
donde la curva imagen tiene grado deg(pr(C)) = deg(D) = 3. Asi,
Toda curva eliptica es isomorfa a una cibica en P

Notar ademds que en una curva eliptica C, un fibrado en rectas L = 0¢(D)
es muy amplio si y s6lo si deg(D) > 3. En efecto, si deg(D) = 1 entonces
((D) =1y luego PAP)=1 = [ptl. Del mismo modo, si deg(D) = 2 entonces
¢(D) = 2 y basta notar que

o : C — P!
no puede ser un incrustamiento cerrado, pues g(C) = 1 # 0 = g(P!).

Ejemplo 5.3.15. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible de género ¢g(C) = g.
(1) Si g = 2, todo fibrado en rectas L = O¢(D) con deg(D) > 5 =29 + 1
es muy amplio. Ademads, si deg(D) = 5 entonces ¢(D) Bs54+1-2=4.
Asi, toda curva de género 2 es isomorfa a una curva de grado 5 en P3.
(2) En general, el criterio deg(D) > 2g + 1 no es éptimo. Por ejemplo, si
C C P? es una curva plana de grado 4, entonces 0¢(1) es muy amplio
de deg(0c(1)) = 4. Sin embargo, la férmula de Pliicker
sy - =142
implica para d = 4 que g(C) =3, y luego 2g+1 =17 > 4.

Finalmente, terminemos por dar algunas consecuencias geométricas impor-
tantes de lo que hemos discutido en esta seccién.

5.3.1. Curvas hiperelipticas. — Sea C' una curva algebraica proyectiva
suave e irreducible de género g(C) = g. Si g = 0, entonces C = P! y |K¢| = 0,
mientras que si g = 1 entonces |K¢| es un punto y en particular la aplicacion
canénica

Yoo : C — PHY(C,we)Y

es constante.

Lema 5.3.16. — Supongamos que g > 2, entonces el fibrado en rectas
candnico wo = Oc(K¢) es globalmente generado.
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Demostracién. — Basta verificar que ¢(K¢ —p) = ¢(K¢) — 1 para todo punto
p € C. Sabemos que en general se tiene que

E(KC — p) = Z(Kc) o bien E(Kc) — 1,
por lo que supondremos por contradiccién que {(K¢ — p) = (K¢) oo g. En-
tonces, el Teorema de Riemann-Roch aplicado al divisor D = p sefiala que
(D) — (K¢ —p) = (D) — g = deg(D) +1— g =2 —g,
y luego ¢(D) = 2. Por otro lado, para todo par de puntos ¢,r € C tenemos
que deg(D —qg—1r)=—-1< 0y por ende {(D—q—1r)=0=¢(D)—2, por lo
que tendriamos que L = 0¢(D) es muy amplio. En tal caso, el morfismo
¢ : C —= P!
seria un isomorfismo, lo cual es una contradiccion con la hipdtesis g > 2. [

Terminologia 5.3.17 (Max Noether, 1883). — Sea C una curva alge-
braica proyectiva suave e irreducible. Un gj; en C es un par (L, M) donde
L= 0c(D) € Pic(C) es un fibrado en rectas con deg(L) = d, y M C HY(C, L)
es un sistema lineal globalmente generado de dimy (M) = r + 1, que define

¢M2C—>|M’§]P)r.

En particular, el hecho algebraico discutido en la Proposicién [3.4.29| senala
que si r > 1, entonces deg(ppr) = d.

Definicion 5.3.18. — Sea C una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible. Decimos que C' es una curva hipereliptica si posee un g¢i, i.e., si
existe un morfismo regular

f:C —P!
de deg(f) = 2.

Ejemplo 5.3.19. — Si g(C) = 2, entonces deg(wg) = 29 —2 = 2y

dimy, HY(C, we) Lo—1+ 1, i.e., toda curva de género 2 es hipereliptica y la
aplicacién canodnica

Pue : C — P!
es de deg(p) = deg(we) = 2.
Teorema 5.3.20. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-

ducible de género g(C) = g > 2. Entonces, el fibrado en rectas candnico
we = Oc(Kce) es muy amplio si y sélo si C no es hipereliptica.
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Demostracion. — Recordemos que weo es muy amplio si y sélo si para todo
par de puntos p,q € C se tiene que {(K¢c —p — q) = {(K¢) — 2. Mas ain,
sabemos que

U(Kc—p—q)=¥¢Kc)—2obien {(K¢) —1,

donde /(K ¢) det g. El Teorema de Riemann-Roch aplicado al divisor D = p+gq
implica que

UD) —U(Kc—p—q) Edeg(D)+1—-g=3—g,

y por ende (D) = 1 o bien ¢(D) = 2. Asi, nos reducimos a determinar si
existe o no D = p+ ¢ tal que (D) = 2, pues es el tinico caso en que wc NO es
muy amplio:

Si C posee un gi (i.e., si C es hipereliptica) dado por (L, M) con
M C HY(C, L), entonces cualquier seccién no-nula s € M \ {0} determina un
divisor efectivo E = div(s) > 0 con deg(F) = deg(L) 9 e, E = po+ q
para cierto par de puntos pg,qo € C. Ademds, por definicién de gi se tiene
que /(E) > 2 en tal caso, y por ende we no es muy amplio.

Reciprocamente, si existe un divisor D = p+q tal que £(D) = 2, entonces el
par (Oc(D),H°(C, 6c(D))) es un gi en C puesto que deg(D) = 2y |D| = P!,
i.e., C es una curva hipereliptica. ]

5.3.2. Espacio de moduli de curvas. — La discusién de la subseccién
anterior motiva la siguiente definicién.

Definicion 5.3.21. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e irre-
ducible de género g(C') = g > 3 tal que C no es hipereliptica (i.e., wo es muy
amplio). Entonces, el incrustamiento cerrado

©C = Yo 1 C — |Ko| = P91

es llamado el incrustamiento canénico de C, el cual es tinico médulo cambio
de coordenadas en Aut(P9~1) = PGL, (k). La curva imagen ¢ (C) C P91 es
de deg(oc(C)) = 2g — 2, y es llamada una curva canénica en P91,

Una modificacion de lo anterior nos permite construir un espacio de moduli
(nocién introducida por Riemann, donde la palabra moduli se debe entender
como pardmetros) que permite parametrizar curvas de un género dado.

Construccion 5.3.22. — Sea C' una curva algebraica proyectiva suave e
irreducible de género g(C) = g > 2. Entonces,

deg(3K¢) =6g—6>2g+1
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y luego L = w%g es un fibrado en rectas muy amplio. Mas ain, dado que

(3Kc)Z (6g—6)+1—g=5g9—75
tenemos que L determina un incrustamiento cerrado
Qr, - C— ]P)5976,

cuya imagen Cy;; := o, (C) es una curva de grado 6g—6 en P59~6_ que llamamos
usualmente una curva tricandnica. Cabe destacar que

P(m) := hey, (m) = X(Cui, Ocy,(m)) = X(C, Oc(3mKe))
B 3m(2g—2)+1—g=(6m—1)(g—1).

Esto ultimo es muy importante para construir el espacio de méduli 9, que
es una variedad Singula cuyos puntos parametrizan clases de isomorfismo
de curvas proyectivas suaves irreducibles de género g fijo:

El primer ingrediente clave es la existencia (probada por Grothendieck en
1961) de un esquema de Hilbert # := Hilb”(X) que parametriza sub-
variedades Z de X := P%9~6 con polinomio de Hilbert hy = P fijo, y que un
abierto % C 7 parametriza las curvas suaves e irreducibles en X. El segundo
ingrediente clave es la Teoria Geométrica de Invam’ante introducida por
Mumford en 1965, que permite resolver subsanar la ambiguedad proveniente
de cambios de coordenadas y construir el cociente M, := % /PGL54_5.

Utilizando estas ideas, Deligne y Mumford construyen en [DIM69] una com-
pactificacién proyectiva e irreducible Wg del espacio de moduli My, y estudian
sus propiedades. Por ejemplo, usando Teoria de la deformacion (ver [Har10])
se prueba que

dimc) (M) = L' (C, Tc),
y por dualidad de Serre se calcula h'(C,T¢) = hO(C, w%Q) 8 3g — 3. Cabe
sefiala que el hecho que M, debiese ser de dimensién 3g — 3 fue algo predicho

por Riemann en 1857. Para méas detalles en la construcciéon de 9 , recomiendo
las notas expositivas [Edi00].

5.3.3. Teorema de Riemann-Hurwitz. — Para concluir, veamos una
formula muy util para relacionar la geometria de dos curvas algebraicas.

D En realidad, es un stack.
®)En inglés, Geometric Invariant Theory (GIT).
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Sean X e Y dos curvas algebraicas proyectivas suaves e irreducibles, y sea
f X — Y un morfismo regular no-constante. La férmula de Riemann-
Hurwitz busca relacionar los fibrados en rectas canénicos de X e Y. Para ello,
recordemos (ver Observacién que el fibrado cotagente relativo se define
mediante

f*wy L> wx — Q}c — 0,
y se tiene exactitud por la izquierda cuando f es un morfismo suave (i.e., étale
en este caso, pues f es un morfismo finito). Al tensorizar el morfismo a por
(f*wy)Y obtenemos
Ox — wx & (f*wy)\/

que corresponde a una seccién global s € HY(X,wx @ (f*wy)Y).

Construccion 5.3.23. — Supongamos que f es un morfismo separable,
i.e., la extension de cuerpos f* : k(Y) < k(X) es separable (e.g. car(k) = 0).

En tal caso, la demostracion del Teorema de suavidad genérica (cf. Lema
implica que existe un abierto no-vacio U C X tal que f|y : U — Y es
étale, i.e., aly es un morfismo inyectivo de fibrados en rectas (y es por ende un
isomorfismo). En otras palabras, s|y no se anula en U y en particular s # 0.

Definimos el divisor de ramificacion de f como el divisor efectivo
obtenido mediante

Ox(Ramy) := Ox(div(s)) 2 wx ® (ffwy)".
En particular, Q} = f*(wy)®Oram ;- Asi, para cada punto p € X el coeficiente
en Ramy es igual a la dimensiér@ del tallo (Q})p.

Para calcular dichos coeficientes, consideramos pardmetros locales
u € Oy, pp) ¥ U € Ox p. Luego, el pullback de gérmenes

f* : ﬁY,f(p) — ﬁX,p

verifica f*(u) = v°w para cierto elemento invertible w € Ox ), y cierto entero
positivo e := e,(f) € N2! llamado el indice de ramificacién de f en p € X.

Dado que dv genera el Ox ,-médulo wy p y que du genera el Oy, y(,)-modulo
Wy, f(p)» la sucesion exacta que define a Q} implica que la dimensién de (Q})p
es el menor entero no-negativo m tal que a(du) pertene a (v™) - dv. Asi, dado
que f*(u) = v“w podemos calcular

def

aldu) = d(f*(u)) = d(v®w) = ev® lw dv + v dw.

() En estricto rigor, es el largo como médulo.
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Asi, tenemos que el coeficiente de p en Ramy es exactamente ey(f) — 1, a
menos que car(k) > 0y que ella divida a e,(f). En este tltimo caso, lo tinico
que podemos asegurar es que el coeficiente es > e, (f).

La discusién anterior nos lleva a la siguiente definicién.

Definicion 5.3.24. — Sean X e Y dos curvas algebraicas proyectivas suaves
e irreducibles, y sea f : X — Y un morfismo regular separable. Decimos que
f tiene:

(1) ramificacién salvaje en p € X si car(k) > 0 divide a ep(f).

(2) ramificacién moderada en p € X si no tiene ramificacién salvaje.

Asi, la construccion anterior se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 5.3.25 (Riemann-Hurwitz). — Sean X e Y dos curvas alge-
braicas proyectivas suaves e irreducibles, y sea f : X — Y un morfismo
reqular separable no-constante. Entonces,

wyx = ff(wy) ® Ox(Ramy),

donde Ramy = 3~ x n, - p es un divisor efectivo que verifica n, = ep(f) — 1
si f tiene ramificacion moderada en p € X, y que verifica n, > e, si f tiene
ramificacion salvaje en p.

Una consecuencia importante de lo anterior, que en el caso de k = C se
puede probar usando métodos topoldgicos, es la siguiente:

Corolario 5.3.26. — Sean X eY dos curvas algebraicas proyectivas suaves
e irreducibles, y sea f : X — Y un morfismo reqular separable no-constante.
Entonces,
29(X) — 2 = deg(f)(29(Y) — 2) + deg(Ramy).
En particular, si f tiene ramificacion moderada en todo punto p € X, entonces
29(X) — 2= deg(f)(29(Y) = 2) + >_ (ep(f) — 1).
peX

Demostracion. — Basta calcular el grado de los divisores que aparecen en la
formula de Riemann-Hurwitz, y notar que el hecho algebraico discutido en la

Proposicién |3.4.29] implica que deg(f*wy) = deg(f) deg(wy ). O

Lo anterior permite relacionar la geometria de la curva X y la curva Y, y
poder comparar sus géneros.
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Corolario 5.3.27. — Sean X eY dos curvas algebraicas proyectivas suaves
e irreducibles, y sea f : X — Y un morfismo reqular separable no-constante.
Entonces,

9(X) = g(Y).
Mis aiin, g(X) = g(Y) si y sélo si f es un isomorfismo, o bien X =Y = P!,
o bien X eY son curvas elipticas.

Demostracién. — Dado que Ramy es un divisor efectivo, el Corolario anterior
implica que

9(X) — 1> deg(f)(9(Y) — 1).
Si g(Y) = 0 entonces lo anterior implica que g(X) > ¢g(Y), y ciertamente la
igualdad g(X) = g(Y) = 0 implica que X &Y = P!,

Por otra parte, si g(Y) > 1 entonces tenemos que g(X) > g(Y') puesto que
deg(f) > 1. Maés atin, en tal caso la igualdad implica que g(X) = g(Y) =1
(i.e., X e Y son curvas elipticas) o bien que deg(f) = 1. En el ultimo caso,
tenemos que f es un morfismo birracional entre curvas proyectivas suaves e
irreducibles, y por ende un isomorfismo. ]

Observacion 5.3.28. — En caracteristica 0, el Teorema de Bertini permite
extender el Teorema de Riemann-Hurwitz a dimensién superior. Concreta-
mente, si f : X — Y es un morfismo finito entre dos variedades algebraicas
proyectivas suaves e irreducibles, entonces

Ky = f*(Kx) + Ramy,
donde Ramy = }; n; - I'; es un divisor efectivo, llamado el divisor de rami-

ficacién y los coeficientes n; son de la forma n; = ¢;(f) — 1, donde e;(f) es el
indice de ramificacion de f a lo largo de la hipersuperficie I'; C X.

En efecto, tomando (imégenes inversas de) secciones hiperplanas generales
S C X yT CY podemos reducirnos al caso de curvas algebraicas proyectivas
suaves e irreducibles. El hecho que la férmula se extienda a dimensién superior
es consecuencia de la formula de adjunciéon

Kg = (KX —i—S)‘S y K = (KY +T)|T.

Observacién importante 5.3.29. — Supongamos que car(k) = 0. En
1893, Hurwitz utiliza esta férmula para probar que si C' es una curva algebraica
proyectiva suave e irreducible de género g(C) = g > 2 entonces

| Aut(C)| < 42 deg(we) = 84(g — 1).
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En general, dicha desigualdad puede ser estricta y las curvas para las cuales
se alcanza la igualdad son conocidas como curvas de Hurwitz. El ejemplo
de género mas pequeno fue descrito por Klein en 1878 y es la cuartica de
Klein

Cr := {[z,y, 2] € P? tal que 23y + y32 + 23z = 0},
que verifica Aut(Cx) = PSLy(F7). Para mds detalles, ver [Har77, Ch. IV,
Exercise 2.5].

Comentarios finales

Para finalizar, quisiera mencionar que algunas referencias para leer sobre
tépicos adicionales sobre curvas algebraicas son las siguientes:

(1) Geometria algebraica. Capitulo IV de [Har77].

(2) Geometria analitica. Ver [Mir95].

(3) Geometria aritmética. Ver [Liu02].

Ademads, una continuacion natural de este curso consiste en estudiar su-

perficies algebraicas y variedades de dimension superior. Para ello, excelentes
introducciones son [Bea96| y [Deb01], respectivamente.
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