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1. Definiciones generales

Un espacio topolégico es un conjunto X dotado de un conjunto 7 de subconjuntos de X (i.e., 7 C Z(X)
o simplemente una familia de subconjuntos de X) tal que:

1. Toda interseccioén finita de elementos de T pertenece a 7.
2. Toda unién de elementos de T pertenece a 7.
Por abuso de notacién, usualmente nos referimos al espacio topologico X en lugar de (X, 7).

Atencion. Por convencion, una interseccion vacia de subconjuntos de un conjunto A es igual al conjunto
A y una unidn vacia de subconjuntos de A es igual al conjunto vacio (). En particular, los axiomas (1) y
(2) implican que X e 7y § € 7.

Definicion 1.1 (abiertos y cerrados). Sea (X,7) un espacio topologico. Los elementos U € 7 son
llamados abiertos y decimos que 7 es una topologia sobre el conjunto X. Los complementos F' = X \ U
de abiertos U € 7 son llamados cerrados.

Observacion 1.2. Sea A un conjunto dado. Dada una familia de subconjuntos de A que sea estable
por intersecciones y por uniones finitas, se tiene que el conjunto formado por los complementos de dicha
familia definen una topologia sobre A. En otras palabras, una topologia se puede definir declarando qué
subconjuntos son abiertos o qué subconjuntos son cerrados.

Definicion 1.3 (homeomorfismo). Una biyeccién f : X — Y entre dos espacios topologicos es un
homeomorfismo si la preimagen por f de la topologia de Y es precisamente la topologia de X . Decimos
que dos espacios topologicos X e Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre desde X a Y.

Observacion 1.4. La relacion “ser homeomorfo a” es una relacion de equivalencia para todo conjunto
de espacios topoldgicos. Decimos que una propiedad & sobre espacios topoldgicos es invariante por
homeomorfismos si todo espacio topoldgico homeomorfo a un espacio topoldgico verificando la propiedad
& también verifica la propiedad .

Veamos algunos ejemplos concretos de espacios topologicos.



Ejemplo 1.5. Sea X un conjunto. Entonces,

1. 7= {0, X} es llamada la topologia gruesa en X. Decimos que (X, T) es grueso.

2. 7= Z(X) es llamada la topologia discreta en X. Decimos que (X, 7) es discreto.
Las propiedades “ser grueso” y “ser discreto” son invariantes por homeomorfismos.

Ejemplo 1.6. Sea (X,d) un espacio métrico y sea B(z,7) = {y € X, d(z,y) < r} la bola abierta de
centro x € X y radio r > 0. Entonces, la familia de conjuntos U C X tales que

Para todo = € U existe r > 0 tal que B(x,r) CU

definen una topologia en X, llamada la topologia inducida por la distancia. Salvo mencién explicita
de lo contrario, todo espacio métrico estara siempre dotado de la topologia inducida por su distancia.

Ejemplo 1.7. Sea k un cuerpo y sea A" (k) := k™. Un cerrado de Zariski de A" (k) es un subconjunto
de la forma
F ={z € A™(k), P;,(z) =0 para todo i € I},

donde {P;};cr C k[X1,...,X,] es una familia de polinomios en n variables con coeficientes en k. Aqui:

1. El conjunto vacio es un cerrado de Zariski, pues es el lugar de ceros del polinomio constante 1.

2. Si F'y F’ son cerrados de Zariski dados por familias de polinomios {P; }ier y {Q;} e respectiva-
mente, entonces F'UF" es el conjunto de ceros comunes de la familia de polinomios { P;Q;} (i j)erx.J-

3. Si {F}}jes son cerrados de Zariski dados por los ceros de la familia de polinomios {P;;}icr;,
entonces Njc 7 F} es el conjunto de ceros comunes de todos los P; ; para j € J y para i € I;.

Asi, los (complementos de los) cerrados de Zariski definen una topologia en A™(k), llamada la topologia
de Zariski.

Proposicion 1.8 (topologia generada, prebase). Sea X un conjunto. Para todo subconjunto S C P(X)
existe una unica topologia minimal Ts (respecto a la inclusion) conteniendo S. Mds precisamente, Ts
es el conjunto de las uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de S, que a su vez es la
interseccion de todas las topologias de X conteniendo S. Diremos que Ts es la topologia generada por
S y que S es una prebase de 7g.

Demostracion. Por definicién, toda topologia conteniendo a S contiene a 7g. Por otro lado, basta notar
que la propiedad de distributividad

(U Ai) nfUsi|= U @nsy
icl jed iel, jeJ
implica que 75 es en efecto una topologia. O

Definicion 1.9 (base). Una base de abiertos para un espacio topoléogico (X, 7) es un subconjunto £ C
tal que todo abierto de X es unién de elementos de Z.

Ejemplo 1.10. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces los conjuntos

{B(a:,ﬁ),xGXynGN}

forman una base para la topologia inducida por la distancia.

Proposicion 1.11 (criterio para que una prebase sea una base). Sea X un conjunto. Sea B C P (X)
tal que UpycnU = X y tal que

Para todos U,V € Z y paratodoz € UNV, existe W € Btalquexz e W CUNV. (%)

Entonces, el conjunto T de uniones de elementos en B es la topologia generada por %B. En particular, B
es una base de abiertos para su topologia generada.



Demostracion. Basta probar que T es una topologia. Dado que X € 7 y dada la formula de distributividad
en la demostracién de la Proposicion basta probar que la intersecciéon de dos elementos de & es
también un elemento de Z. Esto tltimo se deduce de la condicion (). O

Ejemplo 1.12. Si f : X — Y es un homeomorfismo y si & es una prebase (resp. base) de abiertos de
X, entonces f(Z) es una prebase (resp. base) de abiertos en Y.

Ejemplo 1.13. Sean 400 y —oo dos conjuntos diferentes y disjuntos de R. La familia de subconjuntos
de RU {+00, —00} que son de la forma
1 1 . .
—x— —,x+ —|, o bien {—o0}U] — 0o, —n|, o bien |n, +oo[U{+o0},
n n
donde x € R y n € N\ {0}, forman una base de abiertos para una topologia de R U {+oc, —oc}. Dicho
espacio topologico, llamado la recta real extendida, sera denotado R.

Definiciéon 1.14 (vecindad). Sea X un espacio topolégico. Una vecindad de un subconjunto A C X
es un conjunto V' C X tal que V contiene un abierto U que a su vez contiene a A, i.e., AC U C V. Por
definicién, una vecindad de un punto x € X es una vecindad del singleton {z}.

Observacion 1.15. Un subconjunto A C X es abierto si y sélo si es vecindad de cada uno de sus puntos,
pues en tal caso es igual a la union de los abiertos que contiene.

Notacion 1.16. Sea z € X un punto en un espacio topolégico. Entonces, denotamos por #(z) es el
conjunto de vecindades de x. En particular,

1. Todo subconjunto de X conteniendo un elemento de ¥'(z) pertenece a ¥ (x).
2. Toda interseccion finita de elementos de ¥(x) pertenece a ¥ (z).

Definiciéon 1.17 (sistema fundamental de vecindades). Sea X un espacio topologico y € X. Un
sistema fundamental de vecindades es un subconjunto & C ¥(x) tal que toda vecindad de x
contiene un elemento de 2.

Ejemplo 1.18. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, para toda sucesion de nimeros reales estricta-
mente positivos (7, )ren tal que 7, — 0 cuando n — +o00, se tiene que {B(z,r,), n € N} es un sistema
fundamental de vecindades de x € X.

Ejemplo 1.19. Si f : X — Y es un homeomorfismo y x € X, entonces f(¥(z)) = ¥ (f(x)). Ademas, la
imagen de un sistema fundamental de vecindades de € X es un sistema fundamental de vecindades de
flz)eY.

Recordemos algunas de las operaciones béasicas para subconjuntos de un espacio topologico.
Recuerdo 1.20. Sea X un espacio topologico y sea A C X un subconjunto. Entonces,
» El interior de A es el conjunto int(A) de puntos de A tal que A es una vecindad.

» La adherencia de A es el conjunto A de puntos de X tal que toda vecindad intersecta A de manera
no-vacia.

» La frontera de A es el conjunto 9A de puntos en la adherencia de A y en la adherencia de X \ A.

Ademas, decimos que un subconjunto de A es denso (resp. denso en ninguna parte) si A = X (resp.

int(A) = 0). Notar ademés que si A, B C X son subconjuntos arbitrarios entonces:
1. A es abierto si y solo si A = int(A).
2. A es cerrado si y solo si A = A.
3. int(ANB) =int(A) Nint(B) y AUB = AU B.
4. int(A)Uint(B) Cint(AUB) y ANBC AN B.

w



5. X \int(A) = X\ Ay X \ 4 = int(X \ 4).

6. El interior de A es la unién de los abiertos contenidos en A, i.e., es el abierto méas grande contenido
en A.

7. La adherencia de A es la interseccion de los cerrados conteniendo a A, i.e., es el cerrado mas
pequeno que contiene a A.

8. Si f: X — Y es un homeomorfismo f(int(A)) = int(f(A)), f(A) = f(A) y f(A) = d(f(A)).

Definicion 1.21. Un espacio topologico X es Hausdorff (o separado) si todo par de puntos distintos
de X admiten vecindades disjuntas. En particular, “ser Hausdorft” es invariante por homeomorfismos.

Ejemplo 1.22. Sea X un espacio topoldgico. Entonces,
1. Si X es de Hausdorff, entonces los singletons {z} son cerrados.
2. Si X es discreto, entonces X es de Hausdorff.
3. Si X es grueso, entonces X es de Hausdorff si y sblo si X contiene a lo mas un punto.

Definicién 1.23. Un espacio topologico es metrizable si su topologia esta inducida por una distancia.
En particular, “ser metrizable” es invariante por homeomorfismos.

Proposicion 1.24. Todo espacio topologico metrizable es de Hausdorff.

Demostracion. Sea d una distancia sobre un conjunto X, y sea z,y € X dos puntos. Si x # y entonces
r = 2d(z,y) > 0. Por otra parte, si B(z,r) N B(y,r) fuese no vacio y z fuera un punto en dicha
interseccion, entonces d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < d(z,y) lo cual es imposible. O

Ejercicio 1.25 (intervalo con dos origenes). Sean 0_ y 04 dos conjuntos diferentes y disjuntos de
[0,1] C R. Denotamos por X al conjunto {04} U {0_}U]0,1], y para x # 04 sea

B(x) = Hx— i,x—f—i[ﬁ]o,l], neNZl},

y sea B(0+) = {{0+}U]0,1[, n € N='}. Probar que Z = |J
una topologia de X y que ella no es Hausdorff.

cx #(x) es una base de abiertos para

Definicion 1.26 (continuidad). Sea f : X — Y una funcion entre dos espacios topologicos. Si zg € X,
decimos que f es continua en x si para toda vecindad V de f(z() en Y, existe una vecindad U de xg
en X tal que f(U) C V.

Observacion 1.27. Sea % wun sistema fundamental de vecindades de xo y ¥ un sistema fundamental
de vecindades de f(xg). Entonces, f es continua en xo si y solo si para todo V € ¥V existe U € % tal
que f(U) CV.

Ejemplo 1.28. Si la topologia de X esta inducida por una distancia d y la topologia de Y esta inducida
por una distancia d’, entonces f : X — Y es continua en xg € X si y so6lo si

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que si d(x,z9) < § entonces d'(f(z), f(xo)) < &.

Definicion 1.29 (funcién continua). Sea f: X — Y una funcion entre dos espacios topologicos. Enton-
ces, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Para todo abierto V C Y, la preimagen f~1(V) es un abierto de X.
2. Para todo cerrado F C Y, la preimagen f~!(F) es un cerrado de X.
3. Para todo z € X, f es continua en .

4. Para todo A C X, se tiene que f(A) C f(A).

Asi, decimos que f es continua si verifica cualquiera de las condiciones anteriores.



Ejemplo 1.30. Sea f: X — Y una funcién entre dos espacios topologicos. Entonces:

1. Si X es discreto, entonces f es continua.

2. SiY es grueso, entonces f es continua.

3. Si f escontinuay g:Y — Z es una funciéon continua, entonces go f : X — Z es continua.
4

. Si f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo si y sélo si f y f~! son continuas.

Definicion 1.31 (funcion abierta y cerrada). Sea f : X — Y una funcion entre dos espacios topolégicos.
Decimos que f es una funcién abierta (resp. cerrada) si la imagen por f de todo abierto (resp. cerrado)
de X es un abierto (resp. cerrado) de Y.

Muchas de las nociones centrales en Topologia Algebraica buscan extender el concepto de conexidad.

Definicion 1.32 (espacio conexo, localmente conexo). Un espacio topologico X es conexo si verifica
alguna de las siguientes propiedades equivalentes:

1. Los tinicos conjuntos abiertos y cerrados de X son (), X.

2. No existe una particién de X en dos abiertos no-vacios.

3. No existe una particiéon de X en dos cerrados no-vacios.

4. Toda funcién continua de X con valores en un espacio discreto es constante.

5. Toda funcion continua de X con valores en el espacio discreto {0,1} es constante.

Una componente conexa de un espacio topologico X es un sub-espacio topologico (ver Recuerdo [2.8))
conexo maximal de X respecto a la inclusiéon. Un espacio topoldgico es localmente conexo si todo
punto de X posee un sistema fundamental de vecindades conexas.

Ejemplo 1.33.
1. Los conjuntos convexos de R™ son conexos.
2. La imagen de un espacio conexo por una funcién continua es conexo.
3. Para todo subconjunto conexo C C X, si C C A C C, entonces A es conexo.
4

Si A es conjunto conexo no-vacio de un espacio topologico X, entonces la uniéon de todos los
sub-espacios conexos de X conteniendo a A es la componente conexa de X conteniendo a A.

5. Una componente conexa es cerrada, y dos componentes conexas son disjuntas.

6. En un espacio topolégico localmente conexo, las componentes conexas son abiertas y cerradas.

Definicion 1.34 (espacio conexo por arcos, localmente conexo por arcos). Un espacio topolégico es
conexo por arcos si para todos z,y € X existe una funciéon continua v : [0,1] — X tal que v(0) = z
y 7(1) = y. Una componente conexa por arcos de un espacio topologico X es un subespacio conexo
por arcos maximal de X, respecto a la inclusién. Un espacio topologico X es localmente conexo por
arcos si todo punto de X posee un sistema fundamental de vecindades conexas por arcos.

Ejemplo 1.35.

1. Los conjuntos convexos de R™ son conexos por arcos.

2. Un espacio conexo por arcos es COnexo.

3. La imagen de un espacio conexo por arcos por una funcién continua es conexo por arcos.
4

Si un espacio topologico X es union de una familia {4;};cr de subespacios conexos por arcos tal
que la interseccion (., A; # 0 es no-vacia, entonces X es conexo por arcos.

o

Un espacio conexo 'y localmente conexo POr arcos es conexo por arcos.

6. En un espacio localmente conexo por arcos, las componentes conexas y las componentes conexas
por arcos coinciden.

7. La adherencia en R? del grafico de la funcién f :]0, +oo[— R, x + sin (%) €s conexo, pero no es
conexo por arcos ni localmente conexo.



2. Construcciéon de topologias

Sea X un conjunto, y sean 71 y 7o dos topologias en X. Decimos que:

1. Decimos que 7; es menos fina que 75 si 7 C 7o, es decir, todo abierto respecto a 71 también es
abierto respecto a 7.

2. Decimos que 71 es mas fina que 75 si 75 C 7y.
La topologia gruesa (resp. discreta) es la topologia menos fina (resp. mas fina) posible en X.

Ejemplo 2.1. La topologia usual de R™ (es decir, aquella inducida por la distancia euclideana) es més
fina que la topologia de Zariski en A"(R) = R™. En efecto, un cerrado de Zariski en R™ es la interseccion
de conjuntos de ceros de una familia de funciones polinomiales, que en particular son continuas.

Ejercicio 2.2. Sea X un conjunto, y sean 7 y 7o dos topologias en X. Probar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. 7, es méas fina que 7.

2. Todo cerrado respecto a 7 es cerrado respecto a 7.

3. La funcion identidad Id : (X, ) — (X, 72) es continua.

4. Para todo z € X, toda vecindad de x respecto a 7 es una vecindad de x respecto a 7.

Definiciéon 2.3 (topologia inicial). Sea X un conjunto y sea {Y;};c; una familia de espacios topolégicos.
Dada una familia de funciones {f; : X — Y;};c1, se define la topologia inicial en X respecto a {f;}icr
como la topologfa generada por los conjuntos

{f‘_l(Ui% 1€ 1, U; CY abierto}.

K3
Es decir, es la topologia menos fina en X que hace que las funciones f; sean continuas para todo i € I.

Observacion 2.4. Con la notacion anterior, si Z es un espacio topoldgico y si g : Z — X es una
funcion, entonces g es continua si y sélamente si cada f; o g es continua. Ademds, si B; es una base
de abiertos de Y; para todo i € I, entonces todas las posibles intersecciones finitas de elementos de
{f[l(Ui), i €I, U € B;} es una base de abiertos de X respecto a la topologia inicial. Mds ain, si
x € X y ¥ es un sistema fundamental de vecindades de f;(x) en'Y; para todo i € I, entonces todas las
posibles intersecciones finitas de elemenos de {f7*(Vi), i € I, Vi € ¥} es un sistema fundamental de
vecindades de x en X.

Ejemplo 2.5 (topologia débil). Sea (E,| - ||) un espacio vectorial real normado. La topologia en E
inducida por la distancia d(z,y) := ||z — y|| es llamada la topologia fuerte de E. Adem4s, una funcién
continua desde F, dotado de la topologia fuerte, a otro espacio topologico es llamada fuertemente
continua. Por otra parte, si consideramos el dual topolégico

E* :={¢: E — R lineal y fuertemente continua},

entonces las topologia inicial en E definida por la familia {¢},cp~ es llamada la topologia débil de
E. Asi, la topologia débil es la topologia menos fina en E de tal suerte que sean continuos todos los
funcionales lineales fuertemente continuos ¢ : £ — R.

Ejercicio 2.6. Sea (E, || - ||) un espacio vectorial real normado. Probar que:

1. Si g € E, entonces los conjuntos de la forma
Vetr ot (T0) = {2 € E, |li(x) — li(xo)| < €}

forman un sistema fundamental de vecindades de xy en E respecto a la topologia débil, donde
e>0,neNy/ly,.... 0, € B



2. Los abiertos en la topologia débil de E son todas las posibles uniones de intersecciones finitas de
conjuntos de la forma ¢=1(I) donde I C R es un intervalo abierto y donde ¢ € E*.

3. La topologia fuerte de E es mas fina que la topologia débil.
4. Si E es de dimension finita, entonces la topologia fuerta y la topologia débil coinciden.

Ejercicio 2.7. Considere el espacio de Hilbert de sucesiones reales cuadrado sumables

B0 = {2 = aduen, ol = (Tuno#2) < +o0)

dotado del producto escalar (x,y) = >, <, ZnYn. Probar que la topologia fuerte es estrictamente mas
fina que la topologia débil. B

Recordemos que todo subconjunto de un espacio topolégico es un espacio topologico también al declarar
que los abiertos son la intersecciéon de abiertos del ambiente con el subconjunto en cuestion:

Recuerdo 2.8. Sea X un espacio topoldgico, A un subconjunto arbitrario y ¢+ : A — X la inclusion.
La topologia inicial en A respecto a ¢ se llama la topologia inducida (o topologia traza) sobre A,
y decimos que el conjunto A dotado de esta topologia es un sub-espacio topolégico (o simplemente
un sub-espacio) de X. A menos que se explicite lo contrario, todo subconjunto de un espacio topologico
estaré siempre dotado de su topologia inducida.

Ejercicio 2.9. Sea X un espacio topoldgico, A un subconjunto arbitrario y ¢ : A — X la inclusion.
Probar que al dotar a A con la topologia inducida (i.e., la inclusion ¢ es continua, y la topologia inducida
sobre A es la topologia menos fina que hace continua a ¢) se tiene que:

1. Un subconjunto U C A es abierto en A si y so6lo si existe un abierto U’ de X tal que U = U’ N A.
Decimos que U es la traza de U’ en A.

2. Un subconjunto F' C A es cerrado en A si y sélo si existe un cerrado F’ de X tal que F = F' N A.

Las vecindades de un punto = € A son las trazas en A de vecindades de = en X.

> W

Todo abierto de A es un abierto de X si y s6lo si A es abierto en X.

ot

Todo cerrado de A es un cerrado de X siy solo si A es cerrado en X.
6. Si A C B C X, entonces la adherencia de A en B es la traza en B de la adherencia de A en X.
7. Probar que todo sub-espacio de un espacio topologico de Hausdorff es de Hausdorff también.

Ejercicio 2.10. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Decimos que € A es un punto aislado
de A si existe una vecindad V' de z en X tal que VN A = {a}. Probar que las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. El sub-espacio A es discreto.
2. Todo punto de A es aislado.

Ejercicio 2.11. Sea X un espacio topologico y sea {A;};cr una familia de subconjuntos de X. Suponga
que al menos una de las condiciones siguientes se cumple:

(a) {int(A;)}ier es un recubrimiento (ver Recuerdo de X.

(b) {A;}ier es un recubrimiento cerrado de X localmente finito (es decir, para todo z € X existe
una vecindad V' de z tal que {i € I, VN A4; # 0} es un conjunto finito).

Probar que un subconjunto B C A es cerrado (resp. abierto) siy solo si A; N B es cerrado (resp. abierto)
en A; para todo i € I.

Recordemos que el producto cartesiano de espacios topologicos también es naturalmente un espacio
topologico.



Recuerdo 2.12. Sea {X,};cs una familia de espacios topolégicos y consideremos el producto
X =Tlier Xi == {(wi)ier € (UieIXi)I, x; € X; para todo i € I},

dotado de sus proyecciones canénicas pr; : X — X;, = (x;);er — ;. Entonces, la topologia inicial
en X definida por las (pr;);es se llama la topologia producto sobre X. A menos que se explicite lo
contrario, el producto de una familia de espacios topologicos sera dotado de la topologia producto.

Notacién 2.13. Con la notacién anterior, decimos que un abierto elemental de X es un subconjunto
de la forma
Viw)es = 1(@i)ier € X, x; € Uj para todo j € J} = ﬂ pr;l(Uj),
jeJ
donde J es un subconjunto finito de I y donde U; C X es un abierto para todo j € J. Por ejemplo, si
neN2ly X = X; x Xy x--- x X,, es un producto finito, entonces un abierto elemental de X es un
subconjunto de la forma Uy x Uy X --- x U,, donde U; es un abierto de X;.

Ejercicio 2.14. Sea {X;};c; una familia de espacios topologicos y sea X = [],.; X; con la topologia

producto. Probar que:

iel

1. Los abiertos elementales de X forman una base de la topologia producto de X.

2. Sia=(a;)ier € X y si ¥ es un sistema fundamental de vecindades de a; en X; para todo i € I,
entonces todos los subconjuntos de X de la forma

{(xi)ier € I, x; € V; para todo j € J} = ﬂ pr}l(Vj),
jed

donde J es un subconjunto finito de I y donde V; € ¥#; para todo j € J, es un sistema fundamental
de vecindades de a en X respecto a la topologia producto.

3. Sea Y un espacio topologico y sea f : Y — X una funcién. Denotemos por f; := pr,of la i-
ésima componente de f, de tal suerte que f(z) = (f;(x));er. Probar que f es continua si y sélo si
fi 1Y — X es continua para todo i € I.

4. Sea I = |J,ec Io una particion del conjunto I y suponga que Y, = [] X;. Probar que la

topologia producto es asociativa, es decir, que la funcién canénica

icly

I Ye — [1 % Wa)aca — (@iier st ya = (:)icr,
acA el

es un homeomorfismo.

5. Probar la conmutatividad de la topologia producto, es decir, si ¢ : I — I es una funciéon biyectiva
entonces la funcion

HXi HXU(i)7 (xi)ieI — (xo(i))ieI
i€l i€l
€S un hOmeOmOrﬁSmO.

6. Suponga que A; es un subconjunto de X; para todo i € I. Probar que [[;c; Ai = [[,¢; A;.

7. Suponga que A; es un subconjunto de X; para todo ¢ € I. Probar que [],.; A; es cerrado en X si

y solo si A; es cerrado en X; para todo i € I.

iel

8. Probar que [0, 1[N no es abierto en [0, 1] (es decir, el Ejercicio (7) es falso si cambiamos la palabra
cerrado por abierto).
Observacion 2.15. El Ejercicio anterior implica que si X,Y, Z son espacios topoldgicos entonces

(XxY)xZ-=>Xx Y x2), (x,y),2) = (2,(y,2)), y X XY =YV x X, (z,y) — (y,2)

son homeomorfismos.



Proposicion 2.16. FEl producto de espacios topoldgicos de Hausdorff es de Hausdorff. Si un producto de
espacios topoldgicos mo-vacios es de Hausdorff, entonces cada uno de sus factores es de Hausdorff.

Demostracion. Sea X = [],.; X; un espacio topologico producto. Si & = (x;)icr # y = (¥:)ics entonces
existe j € I tal que z; # y;. Si cada X; es Hausdorff, entonces existen abiertos disjuntos U,V C X;
tales que z; € U y y; € V. Luego, los prj_l(U) y prj_l(V) son abiertos (elementales) disjuntos de X que
contienen a x e y, respectivamente. Asi, X es un espacio de Hausdorff.

Reciprocamente, si X es de Hausdorff y cada X; es no-vacio, entonces podemos elegir a; € X; para cada
i€ l. Sea j €I fijoy consideremos la funcion ¢ : X; = X, « +— (x;);er donde z; = x y donde z; = q;
para todo i # j. Notar que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen, pues @ es inyectiva y continua
pues pr; op es continua para todo i € I, y su inversa es la restriccion a Im(yp) de la j-ésima proyeccion
(ya cual es continua). Concluimos asi que X; es Hausdorff pues es homeomorfo a un sub-espacio de un
espacio topologico de Hausdorft. O

Ejercicio 2.17 (conjunto de Cantor). Definimos por induccion una sucesion C,, de subconjuntos cerrados
de [0,1] C R al declarar Cy := [0, 1] y, suponiendo que C,, es la union disjunta de 2" intervalos de largo
3%, construimos C), 1 dividiendo cada componente conexa de C,, en tres intervalos de la misma longitud
y removiendo el interior del intervalo del medio. Se define el conjunto 3-adico de Cantotﬂ como

C = ﬂCn.

neN

Si dotamos al conjunto {0,1} de la topologia discreta y a {0, 1} de la topologia producto, probar que

+oo
23%
© {0, 1}N — C, (a?i)ieN — Z i1
=0

es un homeomorfismo.

Ejercicio 2.18. Probar que el producto de una familia arbitraria de espacios topologicos conexos (resp.
conexos y localmente conexos, resp. conexos por arcos, resp. conexos y localmente conexos por arcos)
es conexo (resp. conexo y localmente conexo, resp. conexo por arcos, resp. conexo y localmente conexo
por arcos). Probar que el producto finito de espacios topologicos localmente conexos (resp. localmente
conexo por arcos) es localmente conexo (resp. localmente conexo por arcos).

Definicion 2.19 (topologia final). Sea X un conjunto y sea {Y;};c; una familia de espacios topolégicos.
Dada una familia de funciones {f; : ¥; = X}ies, se define la topologia final en X respecto a {f;}icr
como la topologia donde los abiertos U C X son los conjuntos tales que

f71(U) es un abierto de Y; para todo i € I.

Es decir, es la topologia mds fina en X que hace que las funciones f; sean continuas para todo i € I.

Observacion 2.20. Con la notacion anterior, si Z es un espacio topolégico y g : X — Z es una funcion,
entonces g es continua si y sélo si cada go f; es continua.

Ejemplo 2.21 (topologia union disjunta o coproducto). Sea {X;};c; una familia de espacios topologicos.
Recordemos que un conjunto X dotado de funciones f; : X; — X es un coproducto o unién disjunta
de los X; si

Para todo conjunto Y dotado de funciones g; : X; — Y, existe una tnica funcion ¢ : X - Y
tal que g; = ¢ o f;. Es decir, el diagrama siguiente es conmutativo

x,fix

N

Y

1La terminologia hace alusién al cuerpo de nimeros 3-adicos Q3.




Por ejemplo, el conjunto {(x,i) € (U;erX;) x I, z € X;} dotado de las funciones f; : X; — X, fi(z) =
(x,17) es una union disjunta. Mas atn, la unién disjunta es tinica salvo por biyecciones que hagan conmutar
los diagramas anteriores. Tipicamente, identificamos cada = € X; con su imagen por f; y denotamos
X = [I;e; Xi ala unién disjunta dotada de las inclusiones X; < X. Con esta notacion, la topologia final
en X definida por las {f;}:cr se llama la topologia uniéon disjunta, y toda unién disjunta de espacios
topologicos serd dotada de dicha topologia salvo que se explicite lo contrario.

Ejemplo 2.22 (topologia coherente). Sea X un conjunto y sea {X;};c; una familia de subconjuntos
de X. Supongamos que cada X; estd dotado de una topologia y sea f; : X; — X la inclusiéon de
cada subconjunto. La topologia final en X definida por las inclusiones {f;};cr se llama la topologia
coherente definida por {X;};cr. En particular, se tiene que:

1. Un subconjunto F' C X es cerrado si y s6lo si F'N X; es cerrado en X; para todo ¢ € I.
2. Un subconjunto U C X es abierto si y s6lo si U N X; es abierto en X; para todo ¢ € I.

3. Para todo espacio topologico Y y toda funciéon f : X — Y, se tiene que f es continua si y sélo si
cada restriccion f|x, : X; — Y es continua para todo i € I.
Por ejemplo, si X = R? y {X;};cr es la familia de rectas vectoriales (es decir, aquellas que pasan por el

origen 0 € R?) dotadas de su topologia usual, entonces la topologia coherente definida por {X;};cs es
mas fina que la topologia usual de R2.

Atencion. Esta topologia solia ser llamada topologia débil. Sin embargo, resulta que la topologia cohe-
rente es mas fina que la topologia original del espacio X, mientras que la topologia débil de un espacio
vectorial topologico es menos fina que la topologia original. La topologia débil es una topologia ini-
cial, mientras que la topologia coherente es final. Por lo tanto, es preferible modernizar el vocabulario.
Recordaremos que la letra W en la palabra CW-complejo significa débil, en referencia a esta topologia.

Ejercicio 2.23. Sea X un espacio topolégico. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1. X es discreto.
2. La topologia de X es la topologia coherente definida por la familia de singletonsEI en X.

3. La biyeccion canénica [, x{z} — X es un homeomorfismo.

Ejercicio 2.24. Sea X un conjunto, dotado de la topologia coherente definida por una familia de
subconjuntos {X;};cr de X, cada uno de ellos dotados de una topologia. Demostrar que si para todos
1,7 € I las topologias inducidas en X; N X; por las topologias de X; y de X; coinciden, y si X; N X; es
cerrado en X; y en X, entonces se tiene que

1. La topologia de X; coincide con la topologia inducida en X; por la topologia de X.
2. Cada X; es cerrado en X.
Uno de los usos mas importantes del concepto de topologia final es definir la topologia cociente.

Recuerdo 2.25. Sea X un conjunto y sea #Z C X x X una relacion de equivalencia en X. Denotemos
por Y = X/ al conjunto cociente, cuyos elementos son las clases de equivalencia de %, y sea

T X > X/Z=Y, v [z]

la proyecciéon candnica, que asocia a cada € X su clase de equivalencia [z] € Y. Recordemos que los
cocientes poseen la siguiente propiedad universal:

Para todo conjunto Z y para toda funcion f : X — Z que sea constante en cada clase de
equivalencia de %, existe una tnica funcion F : X/% — Z tal que f = F ox. Es decir, el

diagrama siguiente es conmutativo

x—' .z

g
A F

X%

2Notar que un singleton posee una y s6lo una topologia posible.
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Ejemplo 2.26 (topologia cociente). Sea X un conjunto y sea #Z C X x X una relacion de equivalencia
en X. Sea Y = X/Z el conjunto cociente y 7 : X — Y la proyeccion candnica. Si X es un espacio
topologico, entonces la topologia final en Y respecto a 7 es llamada la topologia cociente. Asi, la
proyeccién canénica 7 es continua y la topologia cociente en Y es la topologia mas fina en Y tal que 7 es
continua. A menos se explicite lo contrario, todo conjunto cociente de un espacio topolédgico sera dotado
de esta topologia.

Ejercicio 2.27. Con la notacién anterior, probar que:

1. Un subconjunto U C Y es abierto si y solo si 771(U) es abierto en X.

2. Un subconjunto F C Y es cerrado si y solo si 7~ 1(F) es cerrado en X.

3. Para todo espacio topologico Z y toda funcién f : Y — Z, se tiene que f es continua si y soélo si

fom: X — Z es continua.
Definicién 2.28 (saturacion). Sea X un conjunto y sea #Z C X X X una relacion de equivalencia en X.
Dado un subconjunto A C X, la saturacion de A por Z es el conjunto
RA = | la] = 7 (n(A)).
a€cA

Ademaés, decimos que A es un subconjunto saturado si A = ZA.

Observacién 2.29. Por definicidn, la preimagen por la proyeccion candnica w : X — X/% determina
una biyeccion entre los subconjuntos de X /% y los subconjuntos saturados de X, y ademds se preservan
las operaciones tipicas de la teoria de conjuntos. Mds ain, si A es un abierto (resp. cerrado) saturado
en X, m(A) C X/Z es abierto (resp. cerrado). En general, la hipdtesis “saturado” no puede omitirse.

Proposicion 2.30. El espacio topoldgico cociente Y = X /% es de Hausdorff si y sdlo si para todos x,y €
X tales que [x] # [y] existen abiertos saturados disjuntos U,V C X conteniendo a x e y respectivamente.

Demostracion. Si dichos abiertos existen, entonces para z’,y’ € Y con 2z’ # 3’ podemos considerar
z,y € X tales que 7(z) = o’ y 7(y) = v/, y conderamos U,V C X abiertos como en el enunciado.
Entonces, w(U), 7(V') son abiertos (pues sus preimagenes por 7 son U, V', que son abiertos) disjuntos que
contienen a 7',y respectivamente. Asi, Y es de Hausdorff.

Reciprocamente, si Y es de Hausdorff y si z,y € X no pertenecen a la misma clase de equivalencia,
entonces ' = w(x) # w(y) =y'. Sean U’, V' dos abiertos disjuntos en Y conteniendo a z’, 3y’ respectiva-
mente. Entonces, U := 7~ 1(U’) y V := 7~ 1(V’) son abiertos disjuntos saturados que contienen a x e y
respectivamente. O

Atencion. El cociente de un espacio de Hausdorff no siempre es Hausdorff. Por ello, verificar que un
cociente es o no Hausdorff debe convertirse en un héabito.

Ejercicio 2.31. Sea X un espacio topologico y # una relaciéon de equivalencia en X. Probar que:

1. Si X/% es Hausdorff, entonces Z C X x X es un cerrado.

2. Si X’ es un espacio topolégico de Hausdorff y si f : X — X’ es una funcién continua tal que
[z] = [y] si y solo si f(x) = f(y) para todos x,y € X, entonces X/% es de Hausdorff.

Ejemplo 2.32 (toro). Sea n € N=!. Sea Z la relacion de equivalencia en R" dada por
(x,y) € Z, ie,x~gyer—yeZ”={(t,...,t,) €R", t; € Z para todo i}.

Denotamos por T™ o R™/Z" al espacio topoldgico cociente R™ /%, con proyeccion canonica 7 : R™ — T™,
y lo llamamos el toro (real) de dimensién n. Si identificamos R? con C via (z,y) + 2+iy, y en particular
pensamos al circulo unitario S' como subconjunto de C, entonces la funcién

@ R — (SH™, (t1, ..., tn) — (2™ . ™)
es continua, sobreyectiva y induce, por la propiedad universal del cociente, una biyeccion
O T — (SH™, [(t1y.. . tn)] — (2™, . ¥ i),

Dicha biyeccion es continua, puesto que ® o m = ¢ lo es. Ademas, el Ejercicio [2.31] implica que T" es
Hausdorff. Mas ain, veremos més adelante (ver Ejemplo [5.21)) que ® es de hecho un homeomorfismo.
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Ejercicio 2.33 (clases de equivalencia densas). Sea X un espacio topologico y % una relacion de
equivalencia en X.

1. Probar que si una clase de equivalencia de % es densa en X y si Card(X/%) > 2, entonces X/ %
no es de Hausdorff.

2. Probar que si todas las clases de equivalencia de Z son densas, entonces la topologia cociente en
X/Z es la topologia gruesa.

Ejercicio 2.34 (topologia cociente inducida). Sea X un espacio topologico y £ una relacion de equi-
valencia en X, y sea 7 : X — X/Z la proyeccion canonica. Sea A C X un subconjunto arbitrario
y Za = %N (A x A) la relacion de equivalencia inducida en A. Asi, hay una inclusion continua A/
Ap — X/Z. Suponga que alguna de las condiciones siguientes se verifica

1. Todo abierto saturado de A es la traza sobre A de un abierto saturado de X.
2. A es abierto y m es una funcién abierta.

3. A es cerrado y w es una funcion cerrada.

4. La restriccion 7|4 : A = X/Z es una funcion cerrada.

y demuestre que la topologia cociente de A/Z% 4 coincide con la topologia inducida por X/Z. ;Qué ocurre
siX=R,siZestadadaporz~gpysr—ycZysiA=1[0,1]0A=10,1]?

Recuerdo 2.35 (relacion de equivalencia generada). Sea X con junto y sea ~C X x X una relacion
(donde, como siempre, escribimos x ~ y en lugar de (z,y) €~). Definimos la relaciéon de equivalencia
generada por ~ como la interseccién de todas las relaciones de equivalencia en X que contienen a ~,
es decir, como la relacién de equivalencia mas pequenia (respecto a la inclusion) que contiene a ~. De
manera mas concreta, estd dada por la relacion de equivalencia & definida por x ~g y si y solo si

Existe n € Ny zg,21,...,2, € X tales que g = z, z,, =y, y para todo ¢ € {1,...,n} se
tiene que x;_1 ~ x; o bien x; ~ x;_1 o bien x; = x;_1.

Ejemplo 2.36. Sean I, I> dos copias del intervalo [0,1] C R. Sea Z la relacion de equivalencia en la
union disjunta I [] Iz generada por la relacion ¢ € Iy ~ t € I para todo t > 0. Entonces, el conjunto
(I1[[12)/%, dotado de la topologia cociente de la topologia uniéon disjunta, es homeomorfo al espacio
topologico considerado en el Ejercicio [[.:25] y por ende no es Hausdorff.

Ejercicio 2.37. Sea 7 : R? — T? = R?/Z? la proyeccion canénica, y sea o € R U {o0}.

1. Sea L una recta de pendiente a en %Z2. Demostrar que si @ € QU{oc} entonces (L) es homeomorfa
a un circulo. Demostrar que si o« ¢ QU {oo} entonces 7(L) es densa en T? y 7|, : L — 7(L) es una
biyeccion continua. jEs 7| un homeomorfismo sobre su imagen?

2. Sea ~ la relacién en T? definida por 2’ ~ 3 si y sélo si existe una recta L de pendiente o en R? y
existen x,y € L tales que 7(z) = 2/, m(y) = y'. Probar que ~ es una relacion de equivalencia y que
el espacio cociente T?/ ~ es Hausdorff si y soélo si a € Q. Si a € Q, probar que el espacio cociente
T?/ ~ es homeomorfo a un circulo. Si a ¢ Q, probar que la topologia de T?/ ~ es la topologia
gruesa.

Ejercicio 2.38. Para todo t € S!, sea L; una copia de [0, +oc[. En la unién disjunta X = [iest Lt
denotamos por Z a la relacion de equivalencia generada por 0 € L; ~ 0 € L, para todos t,s € S
Demostrar que el espacio topologico cociente X/% es homeomorfo al conjunto R? dotado de la topologia
coherente definida por la familia de rayos vectoriales de R2.

3. Algunas operaciones con espacios topologicos

En esta secciéon recordaremos algunas construcciones importantes y que seran muy tutiles en Topologia
Algebraica. Muchas de las propiedades seran sdlamente anunciadas y se deja como ejercicio demostrarlas.
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3.1. Cono sobre un espacio topolégico.

Sea X un espacio topoldgico. El cono sobre X es el espacio topologico cociente
CX := (X x[0,1])/%,

donde Z es la relacion de equivalencia generada por (z,1) ~ (2/,1) para todos z,z’ € X.

QQ@

X % [0,1] cx

Notamos que la funciéon ¢ : X — CX, z — [(x,0)] es un homeomorfismo sobre su imagen y por ende
permite pensar a X como un subconjunto de CX. Ademas, si f : X — Y es una funcién continua
entonces

Cf:CX = CY, [(z,1)] = [(f(),1)]

es una funcion continua. La imagen de X x {1} en C'X es un punto, que llamamos el vértice de CX.

Notar quesi f: X =Y y g:Y — Z son funciones continuas, entonces C(go f) = (Cg) o (Cf) y ademés
C(Idx) = Idcx. En otras palabras, la construccion define un functor covariante.

3.2. Suspension.
Sea X un espacio topoldgico. La suspension de X es el espacio topologico cociente
SX = (X x[-1,1])/2,

donde Z es la relacion de equivalencia generada por (x,1) ~ (z/,1) y (x,—1) ~ (2/,—1) para todos
z, 7 € X.

A
ST @V

X x [-1,1] SX

Notamos que la funcion ¢ : X — SX, = — [(z,0)] es un homeomorfismo sobre su imagen y por ende
permite pensar a X como un subconjunto de SX. Ademaés, si f : X — Y es una funcién continua
entonces

Sf:8X = 8Y, [(z, )] = [(f(2),1)]
es una funcién continua.

Notar quesi f: X =Y y g:Y — Z son funciones continuas, entonces S(go f) = (Sg) o (Sf) y ademas
S(Idx) = Idsarx. En otras palabras, la construccion define un functor covariante.
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3.3. Colapso de sub-espacios.

Sea X un espacio topologico y sea A C X un subconjunto. El colapso de A en X se denota X/(A) y
se define como el espacio topoldgico cociente

X/(A) = X/,

donde Z es la relaciéon de equivalencia generada por x ~ 2’ para todos z,z’ € A.

X
X/{A)
A

Notamos que si A es abierto o cerrado en X entonces la restriccion a X \ A de la proyeccion candnica
m: X — X/(A) es un homeomorfismo sobre su imagen. Notar que CX/(X) y SX son homeomorfos.

3.4. Bouquet de espacios.
Un espacio basado (X, z) es un espacio topologico X junto con un punto base z € X.

Sea (X;,x;)ier una familia de espacios topologicos basados. El bouquet o wedge de esta familia es el

espacio topologico cociente
V (X, 2) = <HX1> /%,

iel icl
donde Z es la relacién de equivalencia generada por x; ~ x; para todos i,j € I. Notar que la inclusion
Xi — [1;c; Xi induce un homeomorfismo sobre su imagen, de X; en \/,;(X;, z;) y en particular podemos
identificar a cada X; por su imagen via este homeomorfismo.

Por ejemplo, el bouquet de dos circulos S' V' S! es homeomorfo a la figura “8”, dos circulos tocandose
en un punto. Mas generalmente, llamamos bouquet de esferas de dimension n (o de circulos, cuando
n = 1) al bouquet S" V- - -V S™ formado por copias de la esfera S C R™ basada en el punto (1,0, ...,0).

3.5. Pegado de un espacio sobre otro.

Sean X,Y espacios topologicos, sea A C X un sub-espacio, y sea f : A — Y una funciéon continua. El
pegado de X a Y mediante f es el espacio topologico cociente

XUpY :=(X]1Y)/Z,
donde Z es la relacion de equivalencia generada por x ~ f(x) para todo x € A.

X

A XUpY
/|
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Notamos que si A es cerrado (resp. abierto) y sim: X [[Y — XU Y es la proyeccion canonica, entonces
7ly : Y — XU;Y es un homeomorfismo sobre su imagen y ademas es una funcién cerrada (resp. abierta).

Notamos que si A es no-vacio y si X,Y son conexos (resp. conexos por arcos) entonces X Uy Y es conexo
(resp. conexo por arcos).

Ademés, siu: X — Z yv:Y — Z son funciones continuas tales que u(z) = v(f(z)) para todo = € A,
entonces existe una tnica funciéon continua w: X Uy Y — Z tal que worm|x =uy won|y =v.

Por ultimo, observamos que si Y = {*} es un punto, entonces f : A — Y es necesariamente una funcion
constante y la inclusion de X en X [[{*} induce un homeomorfismo

X/(A) = X Uy ().

3.6. Producto smash.

Sean (X, zg) e (Y,yo) espacios topologicos basados. Notar que en el producto X x Y hay dos copias
naturales de X e Y dadas por X =2 X x {yo} e Y = {z9} x Y, y dichos sub-espacios se intersectan
solamente en (g, yo) € X x Y. Asi, la union (X X {go}) U({zo} xY) =2 X VY es homeomorfa al bouquet
de (X,z0) v (Y,90). El producto smash de (X, ) con (Y,yo) es el espacio topologico cociente

XAY :=(X xY)/(XVY).

Por ejemplo, si S° = {41} es el espacio discreto con dos puntos, entonces S° A X = X para todo espacio
topolégico basado (X, xg). Por otra parte, el producto smash de dos circulos S! A S' es homeomorfo a
un cociente del toro T? que es homeomorf(ﬂ a S? y, mas generalmente, se prueba que

S"AS™ g,

4. Limites y adherencia

Durante toda esta seccion consideraremos X,Y espacios topologicos, A C X un subconjunto no-vacio,
a€ A,y f: B—Y una funcién donde A C B C X.

Definicion 4.1 (limite). Decimos que f(z) posee un limite cuando z tiende a a € A si existe £ € Y
tal que para toda vecindad V de ¢, existe una vecindad U de a tal que

FUNA) CV.

En tal caso, escribimos f(z) “—= ¢ o bien lim  f(z) = £. Cuando el conjunto A es claro en el
z€A rz—a, tEA

contexto (e.g. si A = X o el dominio de definicién de f), decimos simplemente que f posee un limite ¢
en a y escribimos lim f(z) = ¢ o incluso lim f = £.
r—a a

Ejemplo 4.2. Si X =R, xp € R, y consideramos para « > 0 el conjunto

h’m> fx)
[0, 2o + ] Iﬁmﬁgfjc(&x)
Jxo, xo + o ozl
A= entonces escribimos ¢ = ;0
Jzo — &, o] lim _ f(z)
]xo — :L'O[ ZE*}ZL’O/, TTo
' lim f(x)
T—T

Ejemplo 4.3. Si X = R, A es un conjunto no-acotado superiormente de R y si a = 400, entonces
escribimos (en caso de existir) lim  f(x) o bien lim f al limite de f(x) cuando z tiende a 400 en
r—+o00, TEA +oo

)

A. De manera anéloga para —oo. Luego, por definiciéon se tiene que

{= Emf & Para toda V € ¥ (), existe R € R tal que para todo = > R, x € A implica que f(z) € V.

3Ver aqui
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Por ejemplo, si X = R, a = +00, y A = N, entonces una funcién f : A = N — Y es precisamente una
., . . , . n—-4o0o .
sucesion (z,,)nen con valores en Y. Asi, decimos que ¢ = Em T, o bien x,, ——— ¢ si f posee a £ como
oo

limite en +o00. Asi, por definicién se tiene que

l= Em xzn & Para toda V € ¥(¢), existe N € N tal que para todo n > N se tiene que z,, € V.
o0

Una observacion practica importante es que la definicion de limite no cambia si pedimos que los abiertos
U y V pertenezcan a sistemas fundamentales de vecindades de a y ¢ prefijados.

Proposicion 4.4. Sean %, W sistemas fundamentales de vecindades de a,f en X,Y respectivamente.
Entonces,

f(x) % (< Para todo V' € ¥, existe U' € % tal que f(U' N A) C V'

Demostracion. Si f(x) i_%) ¢ entonces para todo V' € # existe U en ¥ (a) tal que f(UNA) CV’. Sea
zE

U’ € % tal que U’ C U. Entonces, necesariamente f(U'NA) C V.

Reciprocamente, si asumimos la afirmacion al lado derecho y consideramos V' € ¥#/({), entonces basta
considerar V' € # tal que V! C V y U € % tal que f(U' N A) C V'. Dado que U’ € ¥(a) y
Ff(U'NA) CV, tenemos que f(z) ”_E_LA% L. O
Ejemplo 4.5. En el caso en que (X, dx) y (Y, dy) sean espacios métricos, lo anterior y el Ejemplo
implican que

f(z) % ¢ < Para todo € > 0, existe § > 0 tal que para z € A, dx(z,a) < ¢ implica dy (f(z),¢) < e.
EAS

Observacion 4.6. Los limites también pueden ser usados para caracterizar a las funciones continuas.

Por definicion, si X,Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una funcion, entonces f es continua en

xg € X si y solo silim f existe y vale f(xo).
Zo

Cabe destacar que los limites no son siempre tnicos. Por ejemplo, si Y es el espacio topologico construido
en el Ejercicio entonces la sucesion x, = % converge tanto a 04 como a 0_. Sin embargo, este
problema no ocurre en los espacios de Hausdorff (e.g. espacios metrizables) gracias al siguiente resultado.

Proposicion 4.7. SiY es un espacio de Hausdorff y si f(x) posee un limite cuando x tiende a a € A,
entonces dicho limite es tinico.

Demostracion. Si £, ¢ son dos limites distintos, entonces consideramos V, V'’ dos vecindades disjuntas de
¢, ¢ respectivamente. Por definicion de limite, existen U, U’ vecindades de a tales que f(UNA) C V' y
fU'NA) CV’'. Dado que UNU’ es una vecindad de a y dado que a es un punto de adherencia de A, el
conjunto UNU’'N A es no-vacio. Asi, f(UNU’'NA) es no-vacio. Sin embargo, f(UNU'NA) CVNV' =0,
lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 4.8. Supongamos que f(x) posee un limite { cuando x tiende a a € A. Entonces, £ € f(A).

Demostracion. Para toda vecindad V' de ¢, consideramos U una vecindad de a tal que f(UNA) C V.
Dado que a € A, tenemos que UNA es no-vacio y luego f(A)NV, que contiene a f(UNA), es no-vacio. [

Proposiciéon 4.9 (composicion de limites). Sean X,Y, Z espacios topoldgicos, AC X y B CY subcon-
guntos, f: A=Y yg: B — Z funciones tales que f(A) C B, y sea a € A. Entonces,

. r—a y—b T—a
b 4 t /.
Si f(w) T by gly) oo £ entonces (g o f)(w) T=0

Demostracion. Por la Proposicion anterior, b € f(A) C B. Sea W una vecindad de ¢. Entonces, existe
una vecindad V' de b tal que g(V N B) C W. Ademas, existe una vecindad U de a tal que f(UNA) CV.
Entonces, (go f)(UNA) Cg(VNf(A) Cg(VNB)CW. O

Ejercicio 4.10. Sea {X;}ier una familia de espacios topologicos, Y un espacio topologico, A C Y un
subconjunto y a € A.
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1. Sea X un conjunto dotado de la topologia inicial definida por { f; : X — X, };cr familia de funciones,
y sea f: B — X una funciéon donde A C B C Y. Probar que

r—a Tr—a

fx) — £ siy solosi (f;o f)(x) —x fi(£) para todo i € I.

2. Sea X = [[;c; Xi dotado de las proyecciones canénicas pr; : X — X, (@i)icr = ¥, y sea
f:Y — X una funcién cuya ¢-ésima componente es f; = pr,; of. Probar que

() 2= (0;)ier siy solo si fi(x) == ¢; para todo i € I.
€A €A

Definicion 4.11 (valor de adherencia). Decimos que £ € Y es un valor de adherencia de f(z) cuando
x tiende a a € A (o simplemente de f en a si el conjunto A es claro en el contexto) si

Para toda vecindad V de £ y toda vecindad U de a, se tiene que f(U N A)NV es no-vacio.

Observacion 4.12. Si % , % son sistemas fundamentales de vecindades de a,l en X,Y respectivamente,
entonces £ €'Y es un valor de adherencia de f en a si y solo si para todoV € W y todo U € % se tiene
FUNA)NV #£0. Por ejemplo, si (X,dx) y (Y,dy) son espacios métricos, entonces £ € Y es valor de
adherencia de f en a siy solo si

Para todo € > 0 y para todo § > 0, existe z € A tal que dx(a,z) <y dy(f(z),¢) <e.

Ejemplo 4.13. Si (z,)nen es una sucesion en X y si @ € X, entonces = es un valor de adherencia de
(Zn)nen si y solo si para todo V € ¥ (z) y para todo N € N, existe n > N tal que x,, € V. En particular,
todo limite de una sub-sucesion es un valor de adherencia de (z,,)nen. Si X es un espacio métrico (o méas
generalmente, si todo punto de X admite un sistema fundamental de vecindades numerable), entonces x
es un valor de adherencia de (z,,)nen siy solo si x es el limite de una sub-sucesion.

Proposicion 4.14. El conjunto de valores de adherencia de f en a estd dado por
(| fTNA.
Uve¥ (a)

Ademds, si f posee un limite { en a entonces ¢ es un valor de adherencia de f en a. Si adicionalmente
suponemos que Y es Hausdorff, entonces dicho valor de adherencia ¢ es inico.

Demostracion. Sea ¢ € Y. Entonces,

le ﬂ f(UNA) < Paratodo U € ¥(a), £ € f(UNA),
Ue¥ (a)

y esto dltimo equivale a que para todo U € ¥ (a) y para todo V € ¥ (£), f(UNA) NV #0, i.e., £ es un
valor de adherencia de a. Supongamos en lo que sigue que f(x) H—:> ¢
xTE

Sea V' una vecindad de £ y sea U una vecindad de a. Por hipétesis, existe una vecindad U " de a tal que
f(U'NMA) CV.Dado que UNU’ es una vecindad de a € A, el conjunto U N U’ N A es no-vacio. Luego,

fUNANVDUNUNA)NV =FfUNU NA) #0D.

Finalmente, si Y es Hausdorff y si ¢/ es un valor de adherencia de f en a diferente de ¢, entonces
consideramos V, V' vecindades disjuntas de £, ¢ respectivamente. Sea U una vecindad de a tal que
f(UNA) CV. Entonces, f(UNA)NV’' =, contradiciendo que ¢ es valor de adherencia de f en a. O

Ejemplo 4.15. Sea (x,)nen una sucesién en X. Entonces, el conjunto de valores de adherencia de
(zn)nen esta dado por

ﬂ {zn, n> N}.

NeN

Si X es Hausdorff y si lim z,, = z, entonces z es el anico valor de adherencia de (z,)nen.

Ejemplo 4.16. Sea X =R, A =]0,+coya=0€ A. Si f: A =R, 2+ sin(%) entonces el conjunto de
valores de adherencia de f en 0 es [—1,1].
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5. Compacidad

Recuerdo 5.1. Sea X un conjunto. Una familia de subconjunos {4;};c; de X es un recubrimiento
de X (o que recubre X) si (J;o.; A; = X. Un sub-recubrimiento es una sub-familia {A;};c; donde
J C I que también recubre X. Si X es un espacio topologico, decimos que un recubrimiento {A;};cr es
abierto o cerrado si cada A4; lo es.

Atencién. Tendremos especial cuidado en utilizar la palabra recubrimiento en lugar de cubrimiento (en
inglés, covering). Esto ultimo hace alusién a una construccion importante en Topologia Algebraica, que
también se le conoce como revestimiento (en francés, revétement).

Definicién 5.2 (espacio compacto). Un espacio topologico X es compacto si es Hausdorff y si todo
recubrimiento abierto de X admite un sub-recubrimiento finito.

Atencion. En muchos textos no se incluye la hipotesis de Hausdorff en la definicién de compacidad.
Sin embargo, es importante en muchos contextos (e.g. en Geometria Algebraica) hacer la distincion. Méas
generalmente, decimos que un espacio topologico X es quasi-compacto si todo recubrimiento abierto
de X admite un sub-recubrimiento finito. Asi, un espacio topolédgico es compacto si es Hausdorff y quasi-
compacto. Por otra parte, A™(k) con la topologia de Zariski es quasi-compacto pero no es compacto.

Observacion 5.3. FEn el caso de espacios metrizables, hay varias caracterizaciones equivalentes de los
espacios compactos (vistas en el curso de Andlisis I). Probablemente una de las mds importante es que
toda sucesion admite una sub-sucesion convergente.

Ejemplo 5.4. Un espacio discreto es compacto si y sélo si es finito, pues la familia de singletons es un
recubrimiento abierto.

Ejemplo 5.5. Tomando complementos, observamos que un espacio topolégico de Hausdorff X es com-
pacto si y s6lo si toda familia de cerrados de X de interseccién vacia admite una sub-familia finita de
interseccion vacia.

Definiciéon 5.6 (subconjunto compacto). Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Dado
que los abiertos del sub-espacio topolégico A son las trazas en A de abiertos en X, las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. El sub-espacio topolégico A es compacto.

2. El sub-espacio topologico A es Hausdorff, y toda familia de abiertos {U;}icr de X tales que A C
Uicr Ui admite una sub-familia finita {U;,,..., Uiy} tal que A C Us, U---U Usy.

En tal caso decimos que A es un subconjunto compacto de X.

Proposicion 5.7. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y sea A C X un subconjunto compacto,
entonces A es cerrado en X. En particular, todo sub-espacio cerrado de un compacto es compacto.

Demostracion. Veamos primero que X \ A es abierto. Para ello, consideremos x € X \ A y notar que,
dado que X es Hausdorff, para todo y € A existen abiertos U,,V, disjuntos tales que x € Uy, y € V.
En particular, A C UyeA Vy v por compacidad existen yi,...,y, € A talesque A C V,,, U--- UV, . Asi,
U .= ﬂ?zl Uy, es un abierto de X tal que UNA =0y tal que z € U, es decir, X \ A es abierto.

Para la dltima afirmacion, notar primero que todo sub-espacio de un espacio de Hausdorfl es también de
Hausdorff. Asi, si consideramos un cerrado A de un espacio compacto X, basta considerar una familia
{F;}ier de cerrados de A de interseccion vacia y extraer una sub-familia finita con la misma propiedad.
Dado que A es cerrado, tenemos por definiciéon que F; es también cerrado en X, y el ser X compacto se
tiene que existe una sub-familia finita de interseccién vacia. O

Ejercicio 5.8. Sea X un espacio topologico de Hausdorff. Demostrar que dos compactos disjuntos de
X admiten vecindades disjuntas.

Notacién 5.9. En lo que resta de la seccion, consideramos X,Y espacios topologicos, A C X un
subconjunto, a € A un punto de adherencia, y f: B — Y una funciéon donde A C B C X.
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Proposicion 5.10. Con la Notacion si Y es compacto entonces f posee al menos un valor de
adherencia en a. Mds aun, si f posee un unico valor de adherencia £ en a, entonces f posee £ como
limite en a.

Demostracion. Por la Proposicién el conjunto de valores de adherencia de f en a es ey (o) f(U N A).

Si este conjunto es vacio, por compacidad de X y dado que los f(U N A) son cerrados, existen vecindades
Ui,...,Up de a tales que f(UyNA)N---N f(U, NA) = 0. Dado que

fULN---NU,NA)CfULNAN---NfU,NA)CFUNAN---Nf(U,NA),

tenemos que U1 N ---NU, NA = (). Por otra parte, dado que U; N --- N U, es una vecindad de a, esto
contradice el hecho que a € A. Asi, f posee al menos un valor de adherencia en a.

Maés atn, si asumimos que existe un dnico valor de adherencia ¢ y consideramos una vecindad abierta V'
de £, entonces (Y \ V) N(yey (q) f(U N A) es vacio, donde tanto Y\ V' como los f(U N A) son cerrados.
Luego, por compacidad, existen vecindades Uy, ...,U, de a tales que

Y\V)Nnf(UinA)nN---NfU,NA)=0.

Asi, U :=U;N---NU, es una vecindad de A que cumple f(UNV) C f(U;NnA)N---NfU,NA)CV,
y por ende f posee a ¢ como limite en a. [

Ejemplo 5.11. En un espacio topologico compacto, toda sucesién posee al menos un valor de adherencia.
Si dicho valor es tinico, entonces la sucesion converge a él.

Recuerdo 5.12 (Lema de Zorn). Sea A un conjunto dotado de una relaciéon de orden parcial <.
1. Un elemento z € A es maximal si para todo y € A se tiene que x < y implica que y = x.

2. Sea B C A un subconjunto. Un elemento z € A es una cota superior de B si para todo y € B se
tiene que y < .

3. Un subconjunto B C A es totalmente ordenado si para todos x,y € B se tiene z <y o y < .

4. Un conjunto parcialmente ordenado (4, <) es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenado
posee una cota superior.

Con la terminologia anterior, el Lema de Zorn afirma que
Todo conjunto inductivo no-vacio posee un elemento maximal.

Lema 5.13. Sea X un espacio topoldgico. Un recubrimiento malo de X es un recubrimiento que
no admite un sub-recubrimiento finito. Sea o/ una prebase de abiertos de X. Si X posee al menos un
recubrimiento abierto malo, entonces posee un recubrimiento malo formado por elementos de < .

Demostracion. Sea .# el conjunto no-vacio de recubrimientos abiertos malos de X, parcialmente orde-
nado por la inclusion. Veamos que (., C) es un conjunto inductivo:

Sea {%u}taca una familia totalmente ordenada de elementos de .# y sea % := UaeA U,. Asi, U es
una cota superior de los %, y ademas es un recubrimiento abierto malo de X, pues si contuviese un
sub-recubrimiento finito {V4,...,V,} para ciertos V; € %,, entonces todo 5 € A tal que %,, C %p para
todo i verificarfa que % admite un sub-recubrimiento abierto finito, lo cual es una contradiccion.

Asi, el Lema de Zorn implica que existe un elemento maximal % * de .# . En particular, para todo abierto
V & % * se tiene que el recubrimiento * U {V'} no es malo, y por ende existen Uy, ..., U, € Z* tales
que {V,Uy,...,U,} recubren a X.

Notar ademés que para todo par de abiertos V,V’ de X se tiene que si V. ¢ %* y V' ¢ % * entonces
VNV' ¢ %*. En efecto, si Uy, ..., U,,Uj,..., U € %* son tales que {V,Uy,..., U, } y{V',U{,..., U}
cubren X, entonces {V NV' Uy,...,U,,Uj,..., U } recubre a X y, dado que * es malo, tenemos
necesariamente que VNV’ ¢ %*. Del mismo modo, tenemos que si V, V' son abiertos de X tales que
Vé¢&u*yV CV' entonces V' ¢ %*. En efecto, si {V,Uy,...,U,} cubre X entonces {V',Uy,...,U,}
también. Considerando estas observaciones, probemos que ./ N % * recubre X:
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Sea z¢p € X. Dado que Z* recubre X, existe U € Z* tal que xg € U. Dado que & es una prebase,
existen Vi,...,V, € o tales que o € V1 N---NV,, CU. En vista de la discusiéon del parrafo precedente,
existe necesariamente ¢ tal que V; € Z*. Luego, xg € V; y V; € &/ N« *. Por ultimo, dado que Z* es
malo, tenemos que &/ N % * también lo es. O

Teorema 5.14 (Teorema de Tychonov). El producto de espacios compactos es compacto.

Demostracion. Ya vimos en la Proposicion 2.16] que el producto de espacios de Hausdorff es un espacio
de Hausdorff. Sea X = [[,.; X; un producto de espacios compactos. Por las propiedades de la topologia
producto, tenemos que & := {pri_l(V), 1 €1y V abierto de X;} es una prebase de abiertos de X.

Si X no es compacto, entonces el Lema anterior implica que existe un recubrimiento malo % de X
formado por elementos de . Para i € I, denotemos por & al conjunto de abiertos V de X; tales
que pri_l(V) € % . Si & recubre a X;, por compacidad, existen Vi,...,V, € & que recubren X;. Sin
embargo, en tal caso tendriamos que pri_l(Vl) U---u pri_l(Vn) = pri_l(Xi) = X, lo que contradice el
hecho que % es malo. Asi, existe z; € X; tal que z; ¢ UVengi V, y definimos z := (x;);er € X. Dado

que % recubre a X, existe igp € I y V C X, abierto tal que = € pri_ol(V) € U (es decir, con V € ),
lo que contradice el hecho que z;, ¢ Uy, V. O
i

Definiciéon 5.15 (espacio localmente compacto). Un espacio topoldgico es localmente compacto si
es de Hausdorff y si todo punto admite una vecindad compacta.

Ejemplo 5.16.
1. Todo espacio discreto es localmente compacto.
2. Todo espacio compacto es localmente compacto.

3. Gracias al Teorema de Riesz, un espacio vectorial normado es localmente compacto si y sélo si
es de dimension finita. En particular, R es localmente compacto pero no es compacto.

4. Un sub-espacio cerrado de un espacio localmente compacto es localmente compacto.
5. El producto finito de espacios localmente compactos es localmente compacto.

6. El espacio RY de sucesiones reales no es localmente compacto, pues si V' es una vecindad compacta
de = = (x;);en entonces contiene una vecindad elemental (ver Notacion [2.13) de la forma

Jeo —e @0 +e[X - X]xp — 6,2 +E[XRXRXR X ---
Luego, pr,, (V) = R no es compacto, contradiciendo la continuidad de pr,, ; (ver Teorema [5.20)).

Proposicion 5.17. En un espacio localmente compacto X, todo punto posee un sistema fundamental de
vecindades compactas.

Demostracion. Sea x € X y sea K una vecindad compacta de x. Para todo abierto U tal que x € U C K,
basta probar que existe una vecindad W de = que sea cerrada, contenida en U, y por ende compacta.

Dado que X es Hausdorft, si y f x podemos considerar V, V'’ vecindades disjuntas s de z, y respectivamente.
Asi, y ¢ V y luego Ny ey, V = {z}. En consencuencia, (X \ U) N(\ycy(,y V = 0. Por compacidad
de K, existen vecindades Vi,...,V,, de x tales que (X \ U) N Vin---NV,NK = (. Finalmente,
W:=Vin---NV,NK es una vecindad cerrada de x contenida en U. O]

Ejemplo 5.18. Todo abierto de un espacio localmente compacto es localmente compacto. En particular,
si X es localmente compacto y € X, entonces X \ {z} es un espacio localmente compacto.

Ejercicio 5.19 (compactificacion de Alexandrov). Sea X un espacio localmente compacto y sea oo un
conjunto disjunto a X, y sea X := X U {oo}.

1. Probar que la familia de subconjuntos de X de la forma U , donde U es un abierto de X o bien
de la forma (X \ K) U {oo}, donde K C X es un compacto, es una topologia en X. El espacio

topologico X, dotado de esta topologia, se llama la compactificacion de Alexandrov de X y
decimos que oo es el punto al infinito.
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2. Demostrar que la topologia inducida en X por aquella de X esla topologia original de X.
3. Probar que X es un espacio compacto.

4. Probar la unicidad de la compactificacion de Alexandrov. Mas precisamente, dado Y espacio topo-
logico compacto y ¢ : X — Y un homeomorfismo sobre su imagen tal que p(X) =Y \ {y}, probar
que ¢ : X —» Y dado por  — ¢(z) si z € X y por 0o — y, es un homeomorfismo.

5. Probar que la compactificacion de Alexandrov es functorial para homeomorfismos. Méas precisa-
mente, probar que si Y es otro espacio localmente compacto y si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces la funcion f: X — Y dada por f|x = f y por f(c0) = 0o, es un homeomorfismo.

6. Probar que la compactificacion de Alexandrov es functorial para funciones continuas propias. Mas
precisamente, probar que si Y es otro espacio localmente compacto y si f : X — Y es una funcion

propia (ver Definicion 7 entonces la funcion f: X — Y dada por f|x = f y por f(c0) = oo,
es continua.

7. Probar que si X es compacto, entonces X es homeomorfo a X [1{c0}, dotado de la topologia de la
union disjunta.

8. Probar que la compactificacion de Alexandrov de R™ es homeomorfa a la esfera S™. Para ello, es
recomendable considerar a R™ contenido en R"*! como el hiperplano {z,+1 = 0}. Si N es el polo
norte de S C R™"™! pruebe que la proyeccion estereogréfica my : S\ {N} — R", que asocia a x el
punto de interseccién con R™ de la recta que pasa por N y por z, es un homeomorfismo y concluya
usando el item (4).

Teorema 5.20. Sea X un espacio compacto y 'Y un espacio de Hausdorff. Entonces, para toda funcion
continua f : X =Y se tiene que:

1. El espacio f(X) es compacto.
2. Si f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Para (1), notar que f(X) es Hausdorff dado que Y lo es. Para todo recubrimiento abierto
{Ui}icr de f(X), la familia {f~(U;)}ics es un recubrimiento abierto de X y por ende admite un sub-
recubrimiento finito {f~(U;)};jes. Asi, f(X) C Ujes Uj v luego f(X) es compacto.

Para (2), basta demostrar que f~! es continua, es decir, que f es una funcién cerrada. Si F' es un cerrado
de X, entonces F es compacto en X y por ende f(F') es compacto en Y por (1). Dado que Y es Hausdorff,
el compacto f(F') es cerrado. O

Ejemplo 5.21 (toro). La funcién ® : T" — (S, [(t1,...,tn)] = (e2™1 ... €2™n) del Ejemplo
m es continua, biyectiva, el espacio de llegada es Hausdorff y el espacio de partida es compacto (pues
T™ es Hausdorff por el Ejercicio y es la imagen del compacto [0,1]™ por la proyeccion candnica
7 : R™ — T™, que es una funcion continua). Asi ® es un homeomorfismo.

Definicién 5.22 (funcion propia). Sean X,Y espacios topologicos de Hausdorff y sea f : X — Y una
funcién continua. Decimos que f es una funcién propia si es una funcién cerrada y si la preimagen por
f de todo punto de Y es un compacto de X.

Atencion. La condicién de que f sea cerrada es, en la practica, dificil de verificar. Sin embargo, si los
espacios X, Y son localmente compactos, se utiliza casi exclusivamente la caracterizaciéon que veremos a
continuacion:

Una funcién continua entre espacios localmente compactos es propia si y sélo si la preimagen
de todo compacto es compacto.

Proposicion 5.23. Si f : X — Y es una funcion propia, entonces la preimagen por f de todo compacto
de Y es un compacto de X. Si'Y es localmente compacto y si la preimagen por f : X — Y de todo
compacto de 'Y es un compacto de X, entonces f es una funcion propia.
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Demostracion. Si f : X — Y es propia, consideramos K C Y un compacto y {F;}ier una familia de
cerrados de f~1(K) con intersecciéon vacia. Supongamos por contradiccion que Aj := ﬂje ; Fj # 0 para
todo subconjunto finito J C I. En particular, f(A;) es un cerrado no-vacio de Y, y luego de K. Notar
ademas que para toda familia finita {J,} de subconjuntos finitos de I se tiene que

Jj€UaJa

Asi, dado que K es compacto, existe al menos un punto y que pertenece a la interseccion de todos los
conjuntos f(Ay) donde J recorre todos los subconjuntos finitos de I. Asi, para todo subconjunto finito
J C I tenemos que
FTry)n (Y Fi=Fy)nAs #0.
jeJ
Dado que f es propia tenemos que f~'(y) es compacto y luego necesariamente f~(y) N(;c; F; # 0, lo
que contradice el hecho que la familia {F;};c; tiene interseccion vacia.

Reciprocamente, si suponemos que Y es localmente compacto y que la preimagen por f de todo compacto
de Y es un compacto de X, entonces el singleton {y} es compacto en Y y luego f~(y) es compacto.
Sea F' C X un conjunto cerrado y sea y € f(F'). Sea W una vecindad compacta de y y sea {V;}ic; un
sistema fundamental de vecindades compactas de y contenidas en W. El cerrado F; := f~Y(V;)NF C X
estd contenido en el compacto f~1(W) N F. Ademas, la interseccion ﬂjeJ F; es no-vacia para todo

subconjunto finito J C I ya que ﬂjeJ V; es una vecindad de y. Asi, por compacidad de f~'(W) N F,
tenemos que existe un punto x en [),.; F;. Luego, f(z) € (;c; Vi = {y} y ast f(z) = y, es decir, [ es
una funcién cerrada. O

Ejemplo 5.24. Sean V,W dos espacios vectoriales normados de dimension finita y f : V. — W una

., . . . L . ., 1—00
funcion continua. Entonces, f es propia siy sélo si para toda sucesion {z; };en en V tal que ||z;]] —— +o0
i—~+o00

se tiene que || f(x;)|| ——— +o0. Esto pues los compactos de V, W son los conjuntos cerrados acotados.
Proposicion 5.25. Sean X,Y dos espacios de Hausdorff y sea f: X — Y wuna funcion continua. St f
es biyectiva y propia, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Si f es propia entonces es cerrada y luego f~! es una funcién continua. O

Ejemplo 5.26. En el contexto de la Proposicién anterior, si asumimos que X, Y son espacios localmente
compactos entonces podemos dar una demostraciéon alternativa utilizando la caracterizaciéon de funciones
propias entre espacios topologicos localmente compactos. En efecto, basta mostrar que f ~! es continua
en todo punto y € Y. Sea V una vecindad compacta de y, entonces U := f~1(V) es una vecindad de
x = f~1(y) puesto que f es continua, y f~1(V) es compacto pues f es propia. Asi, fly : U — V es
una biyeccién continua entre espacios compactos y por ende un homeomorfismo. Dado que U,V son
vecindades de z, y respectivamente, deducimos que f~! es continua en 7.

Por tltimo, cabe destacar que la nociéon de compacidad también es importante para dotar de una topologia
natural al conjunto de funciones continuas entre espacios topologicos.

Definicion 5.27. Sean X, Y dos espacios topologicos, donde X es localmente compactdﬂ Consideremos
el conjunto
¢(X,Y)={f:X — Y funciéon continua}.

La topologia compacta-abierta en ¥ (X,Y) es la topologia generada por los subconjuntos de la forma
VK, U) :={f e¢(X,Y), f(K)C U},

donde K C X es un compacto y U C Y es un abierto. Salvo mencién explicita de lo contrario, el conjunto
% (X,Y) siempre sera dotado de esta topologia.

4En estricto rigor, no es necesario que X sea localmente compacto para definir esta topologia, pero la hipétesis de
compacidad local en X hace que tenga muchos conjuntos compactos y por ende que la topologia sea mas interesante
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Ejercicio 5.28. Sean X,Y dos espacios topolégicos, donde X es localmente compacto.

1.

6.

Probar que la funciéon evaluaciéon
ev: C(X,)Y)x X =Y, (f,z)— f(z)
es continua.
Sea Z un espacio topologico. Probar que la funcion
C(ZxXY)—CZCXY)), fr—{z—f.rz— f(z,2)}
es una biyeccion.

Probar que la topologia compacta-abierta en %(X,Y) es la tnica topologia en este conjunto tal
que para todo espacio topologico Z la funcion €(Z x X,Y) — €(Z,%(X,Y)) definida en (2) es
una biyeccion.

Probar que si Y es de Hausdorff entonces ¢'(X,Y") también lo es.

Ejercicios adicionales

Ejercicio 6.1. Sean X,Y espacios topologicos.

1.

2.

3.

Probar que X es Hausdorff si y sélo si la diagional Ax = {(z,y) € X x X, = y} es cerrada en
X xX.

Probar que si f,g: X — Y son funciones continuas y si Y es Hausdorff, entonces {z € X, f(x) =
g(x)} es cerrado en X.

Probar quessi f, g : X — Y son funciones continuas, donde Y es Hausdorff, tales que f y g coinciden
en un subconjunto denso de X, entonces f = g.

Ejercicio 6.2. Decimos que un espacio topologico X es normal si es Hausdorff y si para todo par de
cerrados F, F/ C X disjuntos existen abiertos disjuntos U, U’ de X tales que F CU y F' C U’.

1.
2.

Probar que un espacio topologico compacto es normal.

Sea X un espacio topologico normal. Probar que si /' C X es un cerrado y U C X es un abierto
tal que F' C U, entonces existe un abierto V C X talque FCV CV CU.

Sea X un espacio topologico normal y sea Z una relacion de equivalencia en X tal que la proyeccion
canonica 7 : X — X/% es una funcion cerrada. Probar que X/Z es normal (luego, Hausdorfl).

Sea X un espacio topologico compacto y sea # una relaciéon de equivalencia en X tal que la
proyeccion canonica 7 : X — X/% es una funcion cerrada. Probar que X/ es compacto.

Probar que la unién disjunta de espacios topoldgicos normales es normal.

Sea X un espacio topoldgico compacto y sea #Z C X x X una relacion de equivalencia que es
cerrada como subconjunto de X x X. Probar que X/Z es compacto.

Sean X,Y espacios topologicos normales, A C X un cerrado y f : A — Y una funcién continua.
Probar que X Uy Y es normal (luego, Hausdorft). Deducir que X/(A) es normal. Si ademas X,Y
son compactos, probar que X Uy Y es compacto.

Probar que si X es un espacio topologico de Hausdorfl (resp. normal) entonces tanto el cono CX
como la suspension SX son de Hausdorfl (resp. normales).

Ejercicio 6.3. Sea n € NZ! fijo, y denotemos por || - || la norma euclideana estandar sobre R™. En lo
que sigue, denotamos por B" = {z € R", |z|| < 1} y S* = {z € R""!, ||z|| = 1} la bola cerrada de
dimensién n y la esfera de dimensién n, respectivamente. Ademas, identificamos a C™ con R?" mediante

(21,..

.y 2zn) — (Re(21),...,Re(2,),Im(21),...,Im(2,)), vy R" con el hiperplano {x,1 = 0} de R"*1.
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1. En R™*1\ {0}, definimos la relacién de equivalencia x ~; Az para todo x € R"™1\ {0} y todo
A € R\ {0}. En S™, definimos la relacién de equivalencia & ~o +z para todo z € S™. En B",
definimos ~3 como la relacién de equivalencia generada por  ~ —x para todo = € S"~! = IB".
Probar que la inclusion S" — R"*!\ {0} y la funcién (z1,...,2,) = (@1,...,%0, /1 — > 27)
inducen homeomorfismos S"/ ~g = (R*"*1\ {0})/ ~1 y B"/ ~3 = S"/ ~y. Probar que dichos
espacios son compactos. El espacio cociente (R"*1\{0})/ ~1 se llama el espacio proyectivo real
de dimension n y se denota P (R) o RP", donde usualmente se denota por [z1,...,2,11] & la clase
de equivalencia de (x1,...,Zp41)-

2. En C"!\ {0}, definimos la relacién de equivalencia z ~; Az para todo z € C"*!\ {0} y todo
A € C\ {0}. En S  definimos la relacién de equivalencia x ~g lambdaz para todo z € S**!
y todo A € St C C\ {0}. Probar que la inclusién S§?"*! < C"*1\ {0} induce un homeomorfismo
St/ ~y 22 (€N {0})/ ~1, v probar que dichos espacios son compactos. El espacio cociente
(C"+1\ {0})/ ~1 se llama el espacio proyectivo complejo de dimensién n y se denota P*(C) o
CP", donde usualmente se denota por [z1,...,2,+1] & la clase de equivalencia de (z1,. .., 2nt1).

3. Probar que P!(R) es homeomorfo a la compactificacién de Alexandrov de R (y luego a S') mediante
la funcion [z,y] — x/y siy # 0y [x,0] — oco. Probar que P!(C) es homeomorfo a la compactificacién
de Alexandrov de C (y luego a S?) mediante la funcion [w, 2] — w/z si 2 # 0 y [w, 0] — oo.

4. Si f:S" ! — P""Y(R) es la proyeccion canénica (z1,...,2,) — [T1,...,T,], probar que la funciéon

e:B [P (R) - P"(R)

(x1,...,2,) €EB" > [xl,...,xn,\/l—zgc?] € P"(R)

[Z1,. .y 2n] €P"HR) = [21,...,2,,0] € P*(R)
induce un homeomorfismo B" Uy P"~(R) = P*(R).

5. De manera analoga, si f : S?"~! — P?"~1(C) es la proyeccién candnica (21, ...,2,) = [21,.. ., 2n],
probar que la funcién

¢ : B[P (C) = P"(C)

(21,5 20) €B™ > [21,... 20, /1= Y |2i]?] € P"(C)

[21,...,2n] €P"HC) = [21,. .., 2n, 0] € P"(C)
induce un homeomorfismo B*" U; P"~1(C) = P"(C).
Ejercicio 6.4. Un espacio topologico es separable si posee un subconjunto denso numerable.
1. Probar que un espacio metrizable compacto es separable.

2. Si X es un espacio separable, probar que todo abierto del producto X" es unién numerable de
abiertos elementales.

Ejercicio 6.5.* Un espacio topologico es totalmente disconexo si todo punto posee un sistema funda-
mental de vecindades que son a la vez abiertas y cerradas. Probar que todo espacio topolégico no-vacio
metrizable, compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados es homeomorfo al conjunto 3-adico de

Cantor (ver Ejercicio [2.17]).

Ejercicio 6.6. Sea A un conjunto. Si dotamos a {0,1} de la topologia discreta, probar que {0,1}* es
un espacio totalmente disconexo sin puntos aislados. Probar que {0,1}4 es separable si y solo si A es
finito o numerable.
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