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Problema 1. Considere n > 3 y X C R” conjunto finito. Muestre que R™ \ X es simplemente conexo.

Demostracion. Probamos por induccién en el nimero de puntos de X. Si X = {z} es un punto, entonces R\ X =
Sn=1 x (0,00) y se tiene el resultado notando que hay una homotopfa S~ x (0,00) ~ S*~!. Supongamos que
|X| =k y que R"\ 'Y es simplemente conexo para todo Y \ R” tal que |Y| < k. Considerar un indice 1 < j <n
tal que existan x,y € X cuyas coordenadas j-ésimas x; # y; sean distintas. Dado que hay solo finitos puntos en
X, podemos fijar x € X y considerar que el punto y € X es tal que x; > y; y que su coordenada j—ésima es la
maés grande entre todos los puntos en X cuya coordenada j-ésima es menor que zj, i.e., si z € X es tal que z; > z;
entonces y; > zj.

Considerar ¢ € R tal que y; < y; +¢ < ; —e¢ < z; y definamos los abiertos U = {z € R"|z; > y; + ¢} vy
V={2eR"z; >z;—c}. As{,UNX # Dy VNX # 0 peroUNVNX = (. Considerar |[UNX| = ky, |[VNX|= k.
Tenemos la descomposicién R™ \ X = U’ UV’ donde

U'=U\UnX), V' i=V\(VNX)
Ademés notemos que
UnNnv'=0UnvVnR*'\X)=UnNV

yUNV = (y; +e,2; —e) x R""1 2 R" es simplemente conexo. Asi, el Teorema de Seifert-Van Kampen nos dice
que

m(R*"\ X) =m (U") « m (V')

y de hecho U’ 2 R"\ Y7, V' 2 R™\ Y, donde Y7, Y5 son conjuntos de k1, ko puntos respectivamente. Asi, por hipétesis
de induccion

Wl(Rn\X) = Tl(Rn\Yl) *Wl(Rn\YQ) = {O}
O

Problema 2 (Botella de Klein). Considere la botella de Klein K, definida como K := [0,1]?/ ~ donde ~ es
generada por (0,y) ~ (1,y) y (x,0) ~ (1 —z,1) para 0 < z,y < 1. Calcule el grupo fundamental de K.

Demostracion. En el cuadrado [0,1]? considerar el punto p = (0,0) € [0,1]? y los abiertos U = [0,1]% \ {p},
V = B(p,¢) para un cierto ¢ > 0 tal que B(p,e) C (0,1)%. Entonces U NV = B[p,e] \ {p} = S! (es una bola
agujearada), V =~ {p} y por el mismo argumento visto en el Problema 4 Ayudantfa 3, si denotamos por U la imagen
en el cociente del abierto U entonces U =2 S'VS!. Note que los abiertos V,UNV bajan de manera intacta al cociente
pues no intersectan el borde.
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Tenemos entonces que m1(U) 2 (o, B) es el grupo libre de dos generadores, mientras que m (V) =2 {1} y m (UNV) &
() es el grupo libre de un generador. El Teorema de Seifert-van Kampen nos da entonces un isomorfismo

m(K,z) 2 m(U,x) ey @vir) TV, 2)

donde x € U NV es cualquier punto en la interseccién. Necesitamos entonces entender las relaciones amalgamadas
en este contexto. Dado que V' es simplemente conexo consideramos unicamente la inclusion i, : UNV — U, y
tenemos que

7T1(K,(E) = <O[7ﬁ|7;*(’7) =l,ve Wl(Um ‘/71')> = <aaﬁ|aﬁa_lﬁ = 1>

donde la relacién se deduce del hecho que el generador de 71 (U NV, x) es dar una vuelta, y al retractar este lazo al
borde genera el lazo aBa~'3. Esto se puede observar en la siguiente imagen:

(%

Problema 3. (Grupo fundamental de un bouquet de espacios). Decimos que un espacio basado (X,x) es correc-
tamente basado si {x} admite una vecindad abierta la cual se retracta por deformacién fuerte en {z}. Considere
(X1,21), ..., (xn, z,) espacios correctamente basados.

1. Pruebe que si X = \/[_ (X;, ;) es el bouquet de espacios y x es el punto de pegado, entonces (X,z) es
correctamente basado.

2. Demuestre que

n
T <\/(Xi,xi),x> > ( Xy, 21) % kT (X, Th)

i=1
donde z € /i, (X;,z;) denota el punto de pegado.

Demostracion.

1. Para cada 1 < ¢ < n consideramos una vecindad z; € U; C X; que admita un retracto de deformacién a
{z;}, y consideramos H; : U; x I — U, homotopia asociada a cada retracto de deformacién. Podemos definir
entonces un mapeo H : [[,U; x I — ][, U; definiendo H = H; en cada U; x I. Notar que por construccion
\UJ; Ui es un abierto saturado para la proyeccion 7 : |J,U; — U donde € U C X es un abierto de x. Asf,
moH : [[,U; x I = U respeta la identificacién (i.e., es constante en cada clase de equivalencia), y por tanto
baja al cociente obteniendo un retracto de deformacién de U en {z}. Para ver que {z} es cerrado en X basta
notar que 7~ 1(x) = {x1,...,2,} el cual es cerrado por hipétesis.
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2. Demostraremos esto para n = 2 y luego procederemos por induccién. Consideremos vecindades x; € W; C X;
que se retracten por deformacién en cada {x;}. Definamos

Uw=naX[[Wa), Vi=r]]X2)

donde 7 : X1 [[ X2 — X; V X5 es la proyeccién al cociente. Los conjuntos Xp [[ Wa, W1 ][ X2 son abiertos
saturados tenemos que U,V son abiertos de X; V X5. Notemos que el punto anterior implica que U NV es
un retracto de deformacién de {x}. Veamos que las inclusiones X; < U, X5 — V son también retractos de
deformacién. Para U podemos escoger un retracto de deformacién Hy : Wo x I — Wy de Wy en {z2} y definir
H: (X1 [[W2) x I — X1 ][] Ws como la identidad en X; X I y como Hs en Wy x I. Similar al punto anterior,
notando que 7w o Hs respeta la identificacion baja al cociente obteniendo un retracto por deformacién de U en
X;. El mismo argumento vale para V', y todo lo dicho nos entrega equivalencias homotdpicas

U~Xy, V=X, UNV~{z}
El Teorema de Seifert-van Kampen nos permite afirmar que
(X1 V Xo,2) 2m (U, z) *m (V,x) & m (X, 21) %71 (Xa, x2)

lo cual demuestra el caso n = 2. El caso general es inmediato pues el punto 1. implica que la hipdtesis se
verifica para X7 y Xo V-V X,,.

3. De acuerdo a la propiedad demostrada anteriormente basta considerar X = P?(R) Vv P?(R).



