TAREA 2 — ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MATEO HIDALGO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Fecha de entrega:! Hasta el VIERNES 14 DE JUNIO DE 2024 A LAS 23H59.

Esta Tarea puede ser realizada en grupos de 1 o 2 personas, y se debe indicar el nombre de cada integrante.
Excepcionalmente, la Tarea puede ser realizadas en grupos de 3 personas pero en tal caso se deben desarrollar
todos los problemas (es decir, Problema A y Problema B).

1. Anillos, dominios y cuerpos de fracciones (5 pts). Sea A un dominio entero. Decimos que A es un
dominio euclideano si existe una funcion (euclideana) ¢ : A\ {0} — N tal que para todos a,b € A con
b # 0 existe una escritura (no necesariamente tnica)

a="bq+r donde r =0, 0bien r # 0y o(r) < o).

Probar que un dominio euclideano es un dominio de ideales principales. Deducir que si k es un cuerpo
entonces k[X] es un dominio de ideales principales.

Indicacion: Dado I C A ideal no-nulo, sea x € I\ {0} tal que ¢(x) sea minimal. Probar que I = (x).

2. Ideales y anillos cocientes (5 pts). Sea A un anillo y I C A un ideal propio (i.e., I # A). Supogamos
que todo elemento en el complemento de I es una unidad (i.e., si € A\ I entonces x € A*). Probar que I
es un ideal maximal y que I es el tnico ideal maximal de A.

3. Anillos reducidos, noetherianos y Teorema de la base de Hilbert (10 pts). Sea I C A un ideal de
A, y sea /T C A su ideal radical. Probar que si A es noetheriano entonces existe n € N=! tal que (\ﬁ)" cI
(i.e., para todo z € V/T se tiene que z" € I).?

Indicacion: Por definicion, si VI = (ai,...,a,), entonces (\I)" estd generado por
{P(a1,...,a,), P € A[Xy,...,X,] polinomio homogéneo de grado n}.
Por ejemplo, si /T = (a,b) entonces (vVI)* = (a®,ab, ab®, b?).

4. Hilbert Nullstellensatz y Topologia de Zariski (10 pts). Sea I = (X3 — Y% XY —Y3) C C[X,Y].
Determinar el radical el ideal I y describir V(1) C A2.

5. Geometria de ideales y operaciones entre ideales (10 pts). Consideremos la variedad algebraica afin
X ={(z,y,2) € A® |y =27, 2z =2°}.
Determinar el ideal J(X), jes X irreducible?.

6. Moédulos, submoédulos y cocientes (10 pts). Sea A un dominio entero y K = Fr(A) su cuerpo de fraccio-
nes. Sea x € A no-nulo y sea M C K el sub-A-médulo generado por el conjunto S = {1,z 272,273 ...}.
Pruebe que si M es un A-moédulo finitamente generado entonces 7! € A y deduzca que M = A.

7. Médulos finitamente generados, Teorema de Cayley-Hamilton y Lema de Nakayama (10 pts).
Sea A = ¢°([0,1],R) el anillo conmutativo de funciones continuas f : [0, 1] — R. Dado un elemento x € [0, 1],
definimos el ideal maximal de A asociado a x mediante

mg = {f €Al f(z)=0}.
Probar que todo ideal maximal de A es de la forma m, para algiun = € [0, 1].

Indicacion: Sea m C € ideal mazimal. Suponer por contradiccion que para todo p € [0,1] existe f, € m tal
que fp(p) # 0, y sea U, C [0, 1] una vecindad abierta de p tal que f,(x) # 0 para todo x € U,. Construir,
usando la compacidad® de [0,1], una funcion g € m de la forma g = fgl + -+ fp2N7 y deducir que m = €.

8. Sucesiones exactas y cohomologia (10 pts). Sea ¢*® : (M*,d},;) — (N*®,d};) un morfismo de complejos
de A-moédulos. Pruebe que el morfismo de A-modulos H'(®) : H (M®) — H*(N®), [m] — [¢*(m)] esta bien
definido para todo i € Z.

IFactor de retraso: 0.7 por 1 dia de retraso, 0.55 por 2 dias de retraso, 0.01 por 3 dias de retraso.

2Por definicién de ideal radical, todo = € v/T cumple que existe n, € N21 tal que ™= € I. El proposito del problema es que probar
que, bajo hipotesis de noetherianidad, existe una potencia que funciona para todos los elementos.

3Recordar que el hecho que [0, 1] es compacto implica que para todo cubrimiento abierto [0, 1] = [, e Un, existe un sub-cubrimiento
finito [0,1] = Uy, U---UUx,, con A1,...,Axy € A



Finalmente, debe escoger s6lamente un problema (A o B) para resolver.

Problema A (30 pts)

El objetivo de este problema es generalizar el concepto de maximo comun divisor y de minimo comtn miltiplo
a anillos méas generales. En todo lo que sigue A es un dominio de ideales principales (DIP). Asi, para todos
a,b € A tenemos que

1. El ideal (a,b) esta generado por un elemento de A, que es unico salvo por multiplicacién por elementos de
A*. Decimos que dicho elemento es un maximo comun divisor de a y b que denotamos durante este
problema, a pesar de nos ser tnico, como a A b € A.

2. El ideal {(a) N (b) esta generado por un elemento de A, que es tnico salvo por multiplicaciéon por elementos
de A*. Decimos que dicho elemento es un minimo coman multiplo de a y b que denotamos durante este
problema, a pesar de nos ser unico, como a Vb € A.

Ademés, decimos que a,b € A son primos entre si si a A b= 1. En particular, es automatico que aAb=1siy
solo si existen z,y € A tales que ax + by = 1 (Lema de Bézout).

A1) Probar que a A b divide* tanto a como b, y que todo d € A que divide tanto a como b también divide a A b.

A2) Probar que a V b es divisible por a y b, y que todo d € A divisible por a y b es divisible por a V b.

d d
A4) Sean a,b,c € A tales que a divide a bc y tales que a A b = 1. Pruebe que® a divide a c.

(A1)
(A2)
(A3) Sea d € A\ {0} que divide tanto a como b. Pruebe que % A 2 = 220 y que 2 v & = 2¥b,
(A4)
(A5)

Sean a,b € A. Pruebe que (a Ab)(a V b) = ab.

Problema B (30 pts)

El objetivo de este problema es extender la nociéon de noetherianidad a moédulos sobre un anillo A. Mas preci-
samente, decimos que un A-médulo M es noetheriano si todo submédulo N C M es finitamente generado. En
todo lo que sigue, asumiremos que A es un anillo noetheriano.

(B1) Sea M un A-moédulo finitamente generado. Pruebe que M es isomorfo a un moédulo cociente A" /P para
cierto r € N y cierto P C A" submoédulo. Pruebe que todo submoédulo de M es finitamente generado si todo
submodulo de A" es finitamente generado.

(B2) Pruebe que M = A es un A-moédulo noetheriano.

(B3) Sea r € N22 fijo, y asuma que A™ es un A-mo6dulo noetheriano para todo m < r. Considere
My :={(a,0,...,0) € A", a € A} C A" submodulo.

Considere N C A" submodulo, y pruebe que Ny := N N M es finitamente generado. Por ultimo, considere
el morfismo de A-médulos dado por w: N — A" /My, n— [n] = n (mod M), y pruebe que ker(r) = Ny y
que Im(7) es un A-moédulo finitamente generado.

(B4) Con la notacion e hipotesis del item (B3), considere [nq],...,[ns] una familia generadora de Im(w) con
n; € N y sea yi,...,Yy, una familia generadora de N;. Pruebe que (ni,...,ns,Y1,--.,Ym) generan a N
como A-moédulo.

(B5) Asumiendo como ciertos los items (B1)—(B4) escriba una demostracion rigurosa del siguiente enunciado:
Todo médulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano es un médulo noetheriano.

4Sean x,y € A. Decimos que = divide a y si y = ax para cierto a € A4, i.e., y € (z), i.e., (y) C (z). Escribimos % =asiz#0.

5Equivalentemente, si a Ab =1y x es divisible por a y b, entonces x es divisible por ab. Asi, a A b = 1 implica que a V b = ab.



Bonus (20 puntos extra, opcional)

El objetivo de este problema es relacionar los conceptos utilizados en la demostracion del Teorema de Cayley-
Hamilton con la semejanza de matrices. Sea V = R™ y sean A, B € M, (R) dos matrices n X n con coeficientes
reales, y recordemos que tanto A como B pueden ser usadas para dotar a V de estructura de R[X]-modulo:

Para todo f € R[X] y todo v € V, escribimos f(X) - v := f(A)v (resp. f(X)-v:= f(B)v).
Denotamos por Vy (resp. Vp) al R[X]-mo6dulo V' = R™ dotado de la accion anterior X -v := Awv (resp. X -v := Bv).

1. Pruebe que V4 = Vi como R[X]-modulos (i.e., existe ¢ : V4 — Vg isomorfismo de R[X]-mo6dulos) entonces
existe P € GL,,(R) tal que B = PAP™1.

2. Pruebe que si existe P € GL,(R) tal que B = PAP~! entonces V4 = Vi como R[X]-médulos.

En conclusion, el problema de semejanza de matrices en M, (R) es un caso particular del problema de decidir si
dos R[X]-mo6dulos son isomorfos.



