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1. Teoria de Grupos

1. Dados grupos (G, ¢) y (H,-g) dote a G x H de la ley de composicién interna - dada por (g1, h1) - (g2, ha) =

(91 ‘G 92, h1 -H ho). Para economizar notacion denotaremos a cada ley de composicion interna por yuxtapo-

siciéon.

a)

Muestre que esta ley de composicion esta bien definida y hace de G x H un grupo. Muestre que las
proyecciones g : G x H > Gy mg : G x H — H son morfismos de grupos.
Solucién: Como ¢ y g son leyes de composicion interna, el elemento (g1 -G g2, h1 g ha) estd en G x H

asi que - es ley de composicién interna.

Notamos que ((g1, h2)(g2, h2))(g3, h3) = (9192, h1h2)(g3, h3) = ((9192)93, (h1h2)h3) = (91(9293), h1(h2h3)) =

(91, h1)((g2, h2)(gs, h3)) asi, la asociatividad de - se deduce de la asociatividad de -¢ y - y. Analogamen-
te, queda como ejercicio al lector calcular que si G tiene neutro eg y H tiene neutro ey entonces el
neutro de G x H es (eg,eq) y el inverso de un elemento (g,h) es (9=, h~1).
Mostremos que 7 es morfismo de grupos, el argumento para g es analogo. En efecto dados g1, 92 € G
y hi,ho € H:

7a((g1,h1)(g2, h2)) = 7a (9192, hih2) = 9192 = ma (g1, h2)ma(g2, he)

Muestre que G x H ~ H x G. Muestre que G x H es abeliano si y solo si G y H son abelianos.
Solucién: En efecto, la funcion ¢ : G x H — H x G,(g,h) — (h,g) tiene inversa (por ambos lados)
Y : HxG — Gx, (h,g) — (g, h) asi que es biyectiva. Ademés ¢ es un morfismo pues ¢((g1, h1)(ge, ho)) =
¢(9192, hih) = (hihs2, 9192) = (h1, g1)(h2, g2) = ¢(g1, h1) (g2, ha).

Recordemos que si ¢ : G — H es un morfismo de grupos y G es abeliano entonces ¢(G) es abeliano
(en efecto, ¢(x1)d(x2) = d(x122) = P(a221) = P(x2)¢d(x1)). En este caso considerando los morfismos
sobreyectivos 1 : G x H > Gy 7y : G x H — H tenemos que si G x H es abeliano entonces Gy H

también. El reciproco es facil y se deja como ejercicio.
Mostrar que si C << Ay D < B entonces (C x D)< Ax By (Ax B)/(C x D)~ (A/C) x (B/D).

Solucién: Probar que C' x D es subgrupo de A x B queda como ejercicio para el lector. Para probar la

normalidad una opcién es hacerlo a mano. En efecto, sea (¢,d) € C' x D y sean (a,b) € A x B entonces
(a,0)"(c,d)(a,b) = (a " ca, b~ db) e C x D

donde la tltima inclusién es pues C'y D son normales.

Por lo anterior, cada cociente esté bien definido. Consideremos ahora ¢ : A x B — A/C' x B/D dado
por (a,b) — ([a]c, [b]p). Probemos que ¢ es un morfismo de grupos. En efecto, ¢((a1,b1)(az,bs)) =
¢(araz, bibz) = ([araz]c, [bib2]p) = ([ai]c, [bi]p)([az]c; [b2]p) = é(a1, b1)é(az, b2). Probemos que ¢
es sobreyectivo. En efecto, si [a]¢, [b]p € (4/C) x (B/D) entonces ¢(a,b) = ([a]c, [b]p)- Finalmente,



notemos que ker(¢) = C x D, esto prueba “en abstracto” que C' x D < A x B. En efecto,
#(a,b) = ([a]e, [b]p) = (0,0) = ae C,Be D < (a,b)e C x D
concluimos por el primer teorema del isomorfismo que (A x B)/(C x D) ~ (A/C) x (B/D).

2. Sea G un grupo finitamente generado y sea H < G un subgrupo de indice finito. Probar que H es finitamente
generado. Indicacién: Si aq,...,a,, € G son generadores, y si g1H,...,g,H son todas las clases laterales
izquierdas, donde g; = e, probar que el conjunto finito H N {g;lakgj, 1<k<m,1<i4,j< m} genera H.

Solucién: Suponga que G/H es finito. Entonces podemos encontrar un nimero finito de elementos ¢g; =
€...,gn de G tales que G/H = {¢1H,...,g,H}. Puesto que G es de tipo finito, tenemos elementos
hi,...,hy € G tales que todo elemento de G es producto de h;. Entonces para todo i, j, existe l < k< ny
hi; € H tales que h; - g; = g - h; ;. Mostremos entonces que los h; ; generan H. Sea h € H. Sabemos que
existen enteros iy, ..., 4, tales que h = h;, ...h; (Queda como ejercicio probar que no es necesario permitir

exponentes en este producto). Entonces h;. = h;, - e = h;_ - g1 = gk, - hsi. 1, y finalmente

h = hil ...... hir—l “ Ok, - hir,l'

Analogamente, h;_ _, - gk, = Gk,_, - Ni,_1 k,., asi que

h=hi - Piy sy Grroy = Pipoy k- T 1

Entonces, por induccién, encontramos

h= gk, - Piy ey == iy k- P 1
Finalmente, h y los h; ; estdn en H, por lo que gi, € H, asi k; = 1 y entonces
ho=hiy gy hiy gk, Rip1s

concluimos

3. Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de incide n. Muestre que g" € N para todo g € G.
Solucién: Tenemos por hipotesis que G/N = {g1 N, ..., g, N} es un grupo. Si g € G entonces su imagen en
el cociente gN = ¢; N para algan i. Como (g;N)" = gi"N y el teorema de Lagrange nos da que zlGl = eq
para todo grupo G de neutro eg, tenemos que (¢g"N) = (gN)" = (¢;N)™ = 0, es decir g" € N.

4. Muestre que si {H;}ier (para I # ) es una familia de subgrupos del grupo G entonces

a) () H; es subgrupo de G.

Solucién: Como la identidad pertenece a cada subgrupo H; entonces pertenece a la interseccion (1) H;,
que sera entonces no vacfa. Para concluir que es subgrupo, basta mostrar que para g, h € [ | H; arbitra-
rios, tenemos gh~! € (| H;. En efecto, g, h € (| H; implica que para todo i € I tenemos g, h € H;, por
tanto gh~! € H; y por tanto gh~! € () H;. Concluimos

b) Si Hy; u Hy es subgrupo de G entonces Hy ¢ Hy 0 Hy © H;.

Soluciéon: Supongamos que Hy & Hy y Hy < Hs. Tenemos entonces x € Hy\H; < Hy u Hy y
y € HI\Hy ¢ Hy U Hy con xzy € Hy U Hy, asi que zy € Hy; o xy € Hy (sin pérdida de generalidad,

asumamos zy € Hy). Entonces z = (xy)y~' € H; contradiccion.

¢) Sil =Ny H, c Hy < Hy ... entonces | J H; es subgrupo de G. (el argumento se generaliza al caso

en I es un conjunto dirigido)



2.

Solucién: En efecto, claramente | J H; es no vacio. Sean g,h € | J H;, entonces existe ig € I tal que
g€ H;, y jo tal que h € Hj, pero entonces existe kg > ig, jo asi que g,h € Hy, y gh™ € Hy, < UH,.

Concluimos.

Propuestos

1. Dados H, K < G definamos HK := {hk | he€ H,k € K} c G notar que HK en general no es un subgrupo

de G.
Sea GG un grupo y sean H 4G, K <G subgrupos normales. Probar que si HK = Gy H n K = {e}, entonces

G es isomorfo a H x K.

. Sea n € N > 1 fijo. Considere G un grupo con la propiedad que para todos z,y € G se cumple que
n

(zy)"™ = z™y™, y defina
H:={zeGtalquez" =¢e}, K:={z",2eG}.

Probar que H y K son subgrupos normales de G, y probar que |K| =[G : H].

. El objetivo de este ejercicio es estudiar la accion de SLy(R) en el hiperplano de Poincaré

H := {z € C tal que Im(z) > 0}
y, como aplicacion, describir generadores de SLy(Z).
a) Probar que la accion de SLa(R) en H dada por
( (a b) ) az+b
) Z g
c d cz+d

esta bien definida (i.e., A -z € H para todo z € H y toda A € SLy(R)), es transitiva y su kernel esta
dado por {£Io}. En particular, la acciéon de PSLy(R) := SLo(R)/{+ I} en H es fiel.

b) Sea PSLy(Z) := SL2(Z)/{+15}. Probar que el estabilizador de i € H est4 generado por la matriz

0 -1
S = .
1 0
Sea G un grupo actuando sobre un abierto X de R” (e.g. PSLy(Z) actuando sobre el abierto H < C ~ R?).

Un subconjunto .# < X es un dominio fundamental para la accion de G en X si se cumplen las siguientes

condiciones:

(i) int(F) =7, (i) X = U g%, (ili) Para todo g € G\{e}, int(F) nint(g - .F) = &.
geG

En todo lo que sigue, considere
1
D = {zthal que |Re(z)] < R |z| = 1}.

a) Sea z € H fijo y considere el conjunto Y := {w € PSLy(Z - =z tal que Im(w) > Im(z)}. Pruebe que existe

w €Y tal que Im(w) es maximal. Utilizar lo anterior para deducir que 2 verifica la propiedad (ii).
oo ) . I -1 .
Indicacion: Considere la matriz T := 01 € PSLo(Z). Analizar T" -w y S - w.

b) Probar que Z es un dominio fundamental para la accion de PSLy(Z) en H.



¢) Deducir que las matrices S y T' generan SLy(Z).

Indicacion: Sea A € PSLy(Z). Deducir, modificando el argumento del item (3) y (4), que existe una
matriz B € (S, Ty < PSLa(Z) tal que BA = +15 (i.e., A = B! en PSLy(Z)). Finalmente, usar que
S? = — 1y para deducir que SLa(Z) = (S, T).
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