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1. Teoría de Grupos

1. Dados grupos pG, ¨Gq y pH, ¨Hq dote a GˆH de la ley de composición interna ¨ dada por pg1, h1q ¨ pg2, h2q “

pg1 ¨G g2, h1 ¨H h2q. Para economizar notación denotaremos a cada ley de composición interna por yuxtapo-
sición.

a) Muestre que esta ley de composición está bien definida y hace de G ˆ H un grupo. Muestre que las
proyecciones πG : GˆH Ñ G y πH : GˆH Ñ H son morfismos de grupos.

Solución: Como ¨G y ¨H son leyes de composición interna, el elemento pg1 ¨G g2, h1 ¨H h2q está en GˆH

así que ¨ es ley de composición interna.
Notamos que ppg1, h2qpg2, h2qqpg3, h3q “ pg1g2, h1h2qpg3, h3q “ ppg1g2qg3, ph1h2qh3q “ pg1pg2g3q, h1ph2h3qq “

pg1, h1qppg2, h2qpg3, h3qq así, la asociatividad de ¨ se deduce de la asociatividad de ¨G y ¨H . Análogamen-
te, queda como ejercicio al lector calcular que si G tiene neutro eG y H tiene neutro eH entonces el
neutro de GˆH es peG, eHq y el inverso de un elemento pg, hq es pg´1, h´1q.
Mostremos que πG es morfismo de grupos, el argumento para πH es análogo. En efecto dados g1, g2 P G

y h1, h2 P H:
πGppg1, h1qpg2, h2qq “ πGpg1g2, h1h2q “ g1g2 “ πGpg1, h2qπGpg2, h2q

b) Muestre que GˆH » H ˆG. Muestre que GˆH es abeliano si y solo si G y H son abelianos.

Solución: En efecto, la función ϕ : G ˆ H Ñ H ˆ G, pg, hq ÞÑ ph, gq tiene inversa (por ambos lados)
ψ : HˆG Ñ Gˆ, ph, gq ÞÑ pg, hq así que es biyectiva. Además ϕ es un morfismo pues ϕppg1, h1qpg2, h2qq “

ϕpg1g2, h1h2q “ ph1h2, g1g2q “ ph1, g1qph2, g2q “ ϕpg1, h1qϕpg2, h2q.
Recordemos que si ϕ : G Ñ H es un morfismo de grupos y G es abeliano entonces ϕpGq es abeliano
(en efecto, ϕpx1qϕpx2q “ ϕpx1x2q “ ϕpx2x1q “ ϕpx2qϕpx1q). En este caso considerando los morfismos
sobreyectivos πG : G ˆ H Ñ G y πH : G ˆ H Ñ H tenemos que si G ˆ H es abeliano entonces G y H
también. El recíproco es fácil y se deja como ejercicio.

c) Mostrar que si C Ĳ A y D Ĳ B entonces pC ˆDq Ĳ AˆB y pAˆBq{pC ˆDq » pA{Cq ˆ pB{Dq.

Solución: Probar que CˆD es subgrupo de AˆB queda como ejercicio para el lector. Para probar la
normalidad una opción es hacerlo a mano. En efecto, sea pc, dq P C ˆD y sean pa, bq P AˆB entonces

pa, bq´1pc, dqpa, bq “ pa´1ca, b´1dbq P C ˆD

donde la última inclusión es pues C y D son normales.
Por lo anterior, cada cociente está bien definido. Consideremos ahora ϕ : A ˆ B Ñ A{C ˆ B{D dado
por pa, bq ÞÑ prasC , rbsDq. Probemos que ϕ es un morfismo de grupos. En efecto, ϕppa1, b1qpa2, b2qq “

ϕpa1a2, b1b2q “ pra1a2sC , rb1b2sDq “ pra1sC , rb1sDqpra2sC , rb2sDq “ ϕpa1, b1qϕpa2, b2q. Probemos que ϕ
es sobreyectivo. En efecto, si rasC , rbsD P pA{Cq ˆ pB{Dq entonces ϕpa, bq “ prasC , rbsDq. Finalmente,
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notemos que kerpϕq “ C ˆD, esto prueba “en abstracto” que C ˆD ⊴AˆB. En efecto,

ϕpa, bq “ prasC , rbsDq “ p0, 0q ðñ a P C,B P D ðñ pa, bq P C ˆD

concluimos por el primer teorema del isomorfismo que pAˆBq{pC ˆDq » pA{Cq ˆ pB{Dq.

2. Sea G un grupo finitamente generado y sea H ď G un subgrupo de índice finito. Probar que H es finitamente
generado. Indicación: Si a1, . . . , am P G son generadores, y si g1H, . . . , gnH son todas las clases laterales
izquierdas, donde g1 “ e, probar que el conjunto finito H X

␣

g´1
i akgj , 1 ď k ď m, 1 ď i, j ď m

(

genera H.

Solución: Suponga que G{H es finito. Entonces podemos encontrar un número finito de elementos g1 “

e, . . . , gn de G tales que G{H “ tg1H, . . . , gnHu. Puesto que G es de tipo finito, tenemos elementos
h1, . . . , hm P G tales que todo elemento de G es producto de hi. Entonces para todo i, j, existe 1 ď k ď n y
hi,j P H tales que hi ¨ gj “ gk ¨ hi,j . Mostremos entonces que los hi,j generan H. Sea h P H. Sabemos que
existen enteros i1, . . . , ir tales que h “ hi1 . . . hir (Queda como ejercicio probar que no es necesario permitir
exponentes en este producto). Entonces hir “ hir ¨ e “ hir ¨ g1 “ gkr ¨ hir,1, y finalmente

h “ hi1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨hir´1
¨ gkr

¨ hir,1.

Análogamente, hir´1
¨ gkr

“ gkr´1
¨ hir´1,kr

, así que

h “ hi1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨hir´2 ¨ gkr´1 ¨ hir´1,kr ¨ hir,1.

Entonces, por inducción, encontramos

h “ gk1
¨ hi1,k2

¨ ¨ ¨hir´1,kr
¨ hir,1.

Finalmente, h y los hi,j están en H, por lo que gk1
P H, así k1 “ 1 y entonces

h “ hi1,k2
¨ ¨ ¨hir´1,kr

¨ hir,1,

concluimos

3. Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de íncide n. Muestre que gn P N para todo g P G.

Solución: Tenemos por hipótesis que G{N “ tg1N, . . . , gnNu es un grupo. Si g P G entonces su imagen en
el cociente gN “ giN para algún i. Como pgiNqn “ gni N y el teorema de Lagrange nos da que x|G| “ eG

para todo grupo G de neutro eG, tenemos que pgnNq “ pgNqn “ pgiNqn “ 0, es decir gn P N .

4. Muestre que si tHiuiPI (para I ‰ H) es una familia de subgrupos del grupo G entonces

a)
Ş

Hi es subgrupo de G.

Solución: Como la identidad pertenece a cada subgrupo Hi entonces pertenece a la intersección
Ş

Hi,
que será entonces no vacía. Para concluir que es subgrupo, basta mostrar que para g, h P

Ş

Hi arbitra-
rios, tenemos gh´1 P

Ş

Hi. En efecto, g, h P
Ş

Hi implica que para todo i P I tenemos g, h P Hi, por
tanto gh´1 P Hi y por tanto gh´1 P

Ş

Hi. Concluimos

b) Si H1 YH2 es subgrupo de G entonces H1 Ă H2 o H2 Ă H1.

Solución: Supongamos que H2 Ć H1 y H1 Ă H2. Tenemos entonces x P H2zH1 Ă H1 Y H2 y
y P H1zH2 Ă H1 Y H2 con xy P H1 Y H2, así que xy P H1 o xy P H2 (sin pérdida de generalidad,
asumamos xy P H1). Entonces x “ pxyqy´1 P H1 contradicción.

c) Si I “ N y H1 Ă H2 Ă H3 Ă . . . entonces
Ť

Hi es subgrupo de G. (el argumento se generaliza al caso
en I es un conjunto dirigido)
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Solución: En efecto, claramente
Ť

Hi es no vacío. Sean g, h P
Ť

Hi, entonces existe i0 P I tal que
g P Hi0 y j0 tal que h P Hj0 pero entonces existe k0 ě i0, j0 así que g, h P Hk0 y gh´1 P Hk0 Ă

Ť

Hi.
Concluimos.

2. Propuestos

1. Dados H,K ď G definamos HK :“ thk | h P H, k P Ku Ă G notar que HK en general no es un subgrupo
de G.
Sea G un grupo y sean H ⊴G,K ⊴G subgrupos normales. Probar que si HK “ G y H XK “ teu, entonces
G es isomorfo a H ˆK.

2. Sea n P N ě 1 fijo. Considere G un grupo con la propiedad que para todos x, y P G se cumple que
pxyqn “ xnyn, y defina

H :“ tx P G tal que xn “ eu , K :“ txn, x P Gu .

Probar que H y K son subgrupos normales de G, y probar que |K| “ rG : Hs.

3. El objetivo de este ejercicio es estudiar la acción de SL2pRq en el hiperplano de Poincaré

H :“ tz P C tal que Impzq ą 0u

y, como aplicación, describir generadores de SL2pZq.

a) Probar que la acción de SL2pRq en H dada por

˜˜

a b

c d

¸

, z

¸

ÞÑ
az ` b

cz ` d

está bien definida (i.e., A ¨ z P H para todo z P H y toda A P SL2pRq), es transitiva y su kernel está
dado por t˘ I2u. En particular, la acción de PSL2pRq :“ SL2pRq{t˘ I2u en H es fiel.

b) Sea PSL2pZq :“ SL2pZq{t˘ I2u. Probar que el estabilizador de i P H está generado por la matriz

S :“

˜

0 ´1

1 0

¸

.

Sea G un grupo actuando sobre un abierto X de Rn (e.g. PSL2pZq actuando sobre el abierto H Ď C » R2).
Un subconjunto F Ď X es un dominio fundamental para la acción de G en X si se cumplen las siguientes
condiciones:

(i) intpF q “ F , (ii) X “
ď

gPG

g ¨ F , (iii) Para todo g P Gzteu, intpF q X intpg ¨ F q “ H.

En todo lo que sigue, considere

D :“

"

z P H tal que |Repzq| ď
1

2
y |z| ě 1

*

.

a) Sea z P H fijo y considere el conjunto Y :“ tw P PSL2pZ ¨ z tal que Impwq ě Impzqu. Pruebe que existe
w P Y tal que Impwq es maximal. Utilizar lo anterior para deducir que D verifica la propiedad (ii).

Indicación: Considere la matriz T :“

˜

1 ´1

0 1

¸

P PSL2pZq. Analizar Tn ¨ w y S ¨ w.

b) Probar que D es un dominio fundamental para la acción de PSL2pZq en H.
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c) Deducir que las matrices S y T generan SL2pZq.

Indicación: Sea A P PSL2pZq. Deducir, modificando el argumento del ítem (3) y (4), que existe una
matriz B P xS, T y ď PSL2pZq tal que BA “ ˘ I2 (i.e., A “ B´1 en PSL2pZq). Finalmente, usar que
S2 “ ´ I2 para deducir que SL2pZq “ xS, T y.
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