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Problema 1.

1. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo A, y sea M un médulo A generado finitamente.
Demostrar que S~1M = 0 si y s6lo si existe s € S tal que sM = 0.

2. Sea I C Aideal y S =1+ I. Muestre que S™'I est4 contenido en el ideal de Jacobson de S~1A.

Demostracién. Suponer que S~M = 0 y sea {my,...,m,} un conjunto generador de M. Por hipétesis tenemos
entonces que 4+ = 0 en S~1M para todo i = 1,...,n. Por definicién de localizacién para cada i = 1,...,n existe
entonces s; € S tal que s;m; = 0 en M. Definiendo s := s1---s, € S tenemos que sM = 0 pues dicho elemento
anula un conjunto de generadores.

Suponemos ahora que existe s € S tal que sM = 0. Asfi, para cualquier %+ € S ~IM con m € M,t € S tenemos que
m=sm_ 0 —0enSIM

t st st :

Sea 2

€S Tconael ,s € S. Recordemos la siguiente caracterizacion del ideal de Jacobson:

J(A) = {a € A tal que 1 + az es invertible Vo € A}
Debemos probar entonces que para cualquier b/t € S™1A con b € A,t € S, 1+ (a/s)(b/t) es una unidad en S~1A.
Calculamos directamente:

1+ab_1+ab_st+ab
st st st

Como s,t € S =1+ 1y ab € I vemos que st, st + ab € S, asi que por tanto (st)/(st + ab) € ST1(A) es el inverso
de 1+ (a/s)(b/t).
O

Problema 2. Sea A un anillo, f € A. Demuestre que:
Ap = AX]/(FX — 1)
donde Af denota la localizacién de A en f.

Demostracion. Definimos el morfismo de anillos:

1
0 A[X] — Ay, X|—>?

el cual es claramente sobreyectivo pues si f% € Ay entonces p(aX™) = fi" Basta probar entonces que ker(yp) =
(fX —1). La contencién (fX — 1) C ker(p) es clara pues

1
w(fX—l)—f?—l—O

Sea P € ker(p). Probaremos primero que existe n € N tal que f"P € (fX — 1). Tenemos que:
o(P(X))=P(1/f)=0 enA;y = f'P(1/f)=0en A, n > deg(P)

donde la conclusién se tiene simplemente de la definicién de Ay. Escribiendo entonces f” P(X) = Q(fX) para cierto
Q € A[X] (simplemente reacomodando los coeficientes multiplicindolos por f si fuera necesario), tenemos que:

Q) =f"P/f)=0 = QX)=(X-1)R(X)
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para cierto R € A[X]. Llegamos entonces a que:

frPX) =Q(fX) = (fX-1DR(fX) € (fX -1)

Ahora, notemos que 1 = fX — (fX — 1), y elevando a n dicha expresién y escribiendo los términos de manera
adecuada obtenemos:

1=f"X"+RX)(fX-1) = PX)=X"(f"PX)+PX)RX)(fX-1)e(fX-1)

con lo cual se concluye la demostracién. O

Problema 3. El objetivo de este problema es estudiar cémo interactian la localizacién y el producto tensorial. Sea
A anillo, M, N A—mdédulos y S C A conjunto multiplicativo. Muestre que

S_I(M ®a N) = (S_IM) ®s-1(4) (S_lN)
Demostracién. Definimos la aplicacién:

men
st

¢ (STIM) x (STIN) = S~H(M @4 N), (% %) —

que es claramente S~! A-bilineal, pues si consideramos s es ~1 A tenemos que:

= /(P

(a m n) B (am n) _(am)®n  a(m®n) a m®n a (m n)
Ny s t) TP \es d) T T est T sist s st s st
y el caso para la otra coordenada es anédlogo. En el caso de la suma la demostracién es similar (ejercicio). Por la
propiedad universal del cociente ¢ induce el morfismo de S~!A—médulos:

¥ (STIM) ®s-1(4) (STIN) = STHM @4 N), % ® % - mjn

Para ver que este morfismo es de hecho un isomorfismo podemos construir su inversa de manera directa. Dicha
inversa viene dada por:

— 7®7

- B 3 men 1/ m n
X:STHM @4 N) = (S7'M) ®g-1(a) (ST'N), ~ (1 1)

s s
La idea para construir esta inversa es notar que un elemento de S™'(M ®4 N) es una fraccién cuyo numerador es
un tensor m ® n con m € M,n € N,y su denominador es s € S C A. Por lo tanto, dado que disponemos de un

tnico escalar simplemente lo dejamos fuera, y cada elemento del tensor lo vemos dentro de su localizacién respectiva
(como una fraccién de denominador 1). Vemos que:

w(m@n) men 1<m®n) m®n
o — —_ = = — J— — e —
X S t X st st \'1 1 S t

y similar:

wox(m@m):¢(1(m®”>):iw<m®?):1.m®n:m®n

S

asi que 1, x son morfismos inversos. O

Problema 4. Sea A un anillo, S C A multiplicativo. Sea A un anillo y sea p C A ideal primo. Demuestre que
Ap/pAp = Fr(A/p)

donde Fr(A/p) denota el cuerpo de fracciones del anillo cociente A/p.
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Demostracion. Consideremos en primer lugar la proyeccién al cociente 7 : A — A/p. Definimos entonces el morfis-
mo:

p: A, — Fr(A/p),

Probamos a continuacién que este morfismo estd bien definido, es decir, que dadas dos fracciones equivalentes en A,
estas generan el mismo valor bajo ¢ y que efectivamente toma valores en Fr(A/p). Esto ultimo se debe simplemente

’
a a

al hecho de que para ¢ € A, siempre s ¢ p, asi que 7(s) # 0. Sean a,a’ € A,s,s" € p tales que ¢ = & en A,. Por
definicién existe ¢ € S tal que t(as’ — a’s) = 0 y luego aplicando 7 obtenemos que 7(¢)(w(a)w(s') — w(a’)w(s)) =0
en A/p. Como p es primo sabemos que A/p es un dominio asi que como 7 (t) # 0 llegamos a:

m(a) _ 7(a’)
n(s)  m(s')
por lo que ¢ esta bien definida. Dado que la proyeccién 7 es sobreyectiva, se tiene directamente que ¢ es sobreyectiva
pues tanto numerador como denominador puede alcanzar cualquier valor. Para finalizar probemos que ker(yp) = pA,.
Sea ¢ € pA,, es decir, a € p. Entonces 7(a) = 0, asi que ¢(2) = 0 y asi pA, C ker(¢). Ahora, dado que A, es
un anillo local con ideal maximal pA, tenemos de hecho la igualdad y por lo tanto obtenemos un isomorfismo
Ap/pAp = Fr(A/p). O

m(a)m(s') = m(a)m(s) en A/p =

en Fr(A/p)

Problema 5. El objetivo de este problema es estudiar el concepto de soporte de un médulo. Sea A un anillo, M
un médulo A. El soporte de M, denotado por Supp(M), se define como el conjunto de ideales primos p de A tal
que M, # 0.

1. Si0—= M — M — M"” — 0 es una sucesioén exacta, entonces Supp(M) = Supp (M) U Supp (M").

2. Sea { M)} una coleccién de A—médulos, S C A multiplicativo. Demuestre que la suma directa y la localizacién
conmutan, ie,

51 (@) ~@s
Use esto para probar que si M = Z M), entonces Supp(M) = | Supp (M,).

3. Si M es finitamente generado, entonces Supp(M) = V(ann(M)) (y por lo tanto es un subconjunto cerrado de
Spec(A4).

4. Si M, N son finitamente generados, entonces Supp (M ® 4 N) = Supp(M )N Supp(V)
Demostracion.
1. Sea p € Spec(M). Dado que la localizacién es exacta, obtenemos la sucesién exacta:
0— M, — My, — M, =0

Si p € Supp(M’) por definicién My, # 0, y dado que My, < M, es inyectivo, entonces M, # 0y p € Supp(M).
Si p € Supp(M”), de manera similar como M,' # 0y M, — M, es sobreyectivo, entonces M, 7 0. Hemos
probado entonces que Supp(M’) U Supp(M") C Supp(M).

Si suponemos que p ¢ Supp(M’) USupp(M”) entonces la sucesién exacta en localizacién se reduce a 0 — 0 —
M, — 0 — 0, y claramente p ¢ Supp(M), de lo que se sigue la conclusién.

2. Por exactitud tenemos que las inclusiones M) — M inducen morfismos sobreyectivos (My), C M,, de
donde tenemos que si (My), # 0 = M, # 0, es decir, |JSupp(M,) C Supp(M). Demostramos ahora que la
localizacion conmuta con la suma directa. Para ello notamos que:

51 (@Mx) ~ S 'A®, (@Mx) =P (s Awa M) =S M,y

Ahora, por definicién tenemos un morfismo sobreyectivo @ M, —» Z My = M, el cual por lo tanto permite

inducir un morfismo @(My), — M,, y por lo tanto si (M), = 0 para todo A entonces M, = 0, es decir,
Supp(M) C U Supp(M,).
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3. Notemos en primer lugar que, para m € M tenemos que T = 0 en M, si y solo si existe a € S = A\ p tal que
am = 0. Sea my,...,m, € M un conjunto de generadores de M. Para cada generador podemos considerar su

anulador ann(m;) = {a € A : am; = 0} el cual es claramente un ideal de A, y dado que los m; son generadores
tenemos que:

ann(M) = ﬂ ann(m;)

pues si € A anula a todos los generadores anulard cualquier elemento de M. Observamos entonces que:

M,#0 <+« 3 %#OenMp

<  Ji,p D ann(my)

<= pD ﬂ ann(m;) = ann(M)

i=1

en donde hemos usado que p es primo' y la idea comentada al comienzo de que un elemento es zero en M, si
y solo no hay elementos fuera de p que lo anulen.

4. Utilizando el Problema 3 tenemos que:
(M ®4N)p = M, @4, Np

y luego como A, es un anillo local y M, N son finitamente generados, el Problema 3 de la Ayudantia 12 nos
dice que My ® 4, N, = 0 entonces My = 0 o bien N, = 0. El reciproco de esta afirmacion nos da entonces que
Supp(M)NSupp(N) € Supp(M ®4 N). Ahora, por otro lado si M, = 0 o bien N, es obvio que M, ®4, Ny =0
de donde se tiene la otra inclusion.

O

1Si un ideal primo contiene una interseccién de ideales entonces contiene a uno de ellos. Por ejemplo, si p es ideal primo e I,J
son ideales tal que I N'J C p y suponemos que p no contiene a ninguno de ellos, entonces existen a € I\ p,b € J \ p, pero entonces
ab € I'NJ C p lo cual supone una contradiccién.



