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Definicién (médulo noetheriano). Sea A un anillo. Decimos que un A—mddulo M es noetheriano si para toda
cadena creciente de submddulos

M; € My € M3 C---

eziste n € N21 tal que M,, = M, para todo k € N1,

Observacion. Note que el concepto de anillo noetheriano cabe dentro de la definicion anterior, pues si tomamos
M = A (el cual es naturalmente un A—mddulo) entonces sus A—submddulos corresponden a los ideales y por lo
tanto se recupera esta definicion.

A continuacién se enuncia un resultado referente a A—mddulos noetherianos(y que asumiremos como verdaderas
pues su demostracién no difiere tanto de resultados vistos en cdtedra).

Teorema. Sea A un anillo, M un A—mddulo y N C M un A—submddulo.
1. M es noetheriano si y solo si todo A—submddulo de M es finitamente generado.
2. M es noetheriano si y solo si N y M/N son noetherianos (ver Tarea 2).

8. Si A es un anillo noetheriano entonces todo A—mddulo finitamente generado es noetheriano.

Problema 1. El objetivo de este problema es demostrar que la propiedad de noetherianidad de un anillo se puede
medir tnicamente mirando sus ideales primos. Sea A un anillo. Suponga que todo ideal primo de A es finitamente
generado y concluya por contradiccién que A es noetheriano realizando los siguientes pasos:

(a) Demuestre que si la coleccién de ideales de A que no son finitamente generados es no vacia, entonces contiene
un elemento maximal I, y que A/I es un anillo noetheriano. Indicacidn: Para lo pultimo pruebe que todo
ideal de A/I es finitamente generado.

(b) Pruebe que existen ideales J; y Jo finitamente generados que contienen I con J1Jo C I y que JiJo es
finitamente generado. Indicacion: Note que I no es primo y elija elementos adecuados. Extienda I usando
dichos elementos.

(¢) Muestre que I/J;J2 es un A/I—submdédulo finitamente generado de Jy/J1J2. Indicacion: Utilice la parte 3.
del Teorema.

(d) Demuestre que I es finitamente generado sobre A y concluya que A es noetheriano.
Demostracion.

(a) Sabemos que si A es noetheriano entonces todo ideal es finitamente generado. Si suponemos entonces por

contradiccién que A no es noetheriano entonces existe al menos un ideal que no es finitamente generado.
Denotemos por S el conjunto de ideales de A que no son finitamente generados, parcialmente ordenado por
la inclusion, y sea {Is}aca € S un subcnjunto totalmente ordenado. Definimos I := J,c, Ia el cual sabemos
que es un ideal y es ademds no finitamente generado. En efecto, si I = {(ay,...,a,) para ciertos a1, ...,a, € A
para cada i = 1,...,n existe o; € A tal que a; € I,,. Ahora, como {I,}aca es totalmente ordenado por la
inclusién existe un « € A tal que o; € I, para todo i =1,...,n y por definiciéon de I tenemos I = I, lo cual
supone una contradiccién pues I, es no finitamente generado. Asi, tenemos que I € S.
Es claro entonces que I es una cota superior para {I,}aca pues I, C I para todo a € A. El lema de Zorn
afirma entonces que existe un elemento maximal I de S. Por maximalidad entonces todo ideal de A/I es
finitamente generado, pues de lo contrario dada la correspondencia entre ideales de A que contienen a I e
ideales de A/I obtendriamos un ideal finitamente generado de A conteniendo a I. Asi, todo ideal de A/I es
finitamente generado y en consencuencia es noetheriano.



MAT214 UTFSM

(b) Por hipétesis todo ideal primo de A es no finitamente generado y por lo tanto I no es primo, as{ que existen
x,y € A tales que x ¢ I,y ¢ I pero zy € I. Tenemos entonces que los ideales J; = I + (x),Jo = I + (y)
contienen a I y por maximalidad entonces son finitamente generados, y ademas

Jidy = (I + ()T + (y)) = I + @l +yI + (xy) C I

y dado que el producto de ideales finitamente generados es finitamente generado (ejercicio) entonces JiJs es
finitamente generado.

(c) Por teorfa general sabemos que los ideales de A son A—submddulos y por lo tanto podemos dotar a I/J;Jo
de estructura de A—mddulo mediante a - [b] := [ab], y como I C J; entonces I/J;Jo es un A—submddulo de
J1/J1J2. Ahora, como IJ; C J1Jo entonces I anula a J;/J;Ja y por lo tanto tiene estructura de A/I—mdédulo.
De forma similar I/J;Jy es un A/I— médulo y I/J1Jy C Ji/J1J2. Como J; es finitamente generado como
A—submédulo, J;/J;Js es finitamente generado como A—mddulo, y por lo tanto también es finitamente
generado como A/I—mddulo (los generadores son los mismos). Finalmente, como A/I es un anillo noetheriano
por el Problema 1. tenemos que J;/J1J2 es un A/I—mddulo noetheriano y por lo tanto I/J;.J3 es finitamente
generado como A/I-médulo.

(d) La parte anterior implica que I/J1J2 es finitamente generado también como A—mddulo, y como JiJo es
también finitamente generado entonces I es finitamente generado, lo cual es una contradiccién. Asi, todo ideal
de A es finitamente generado y por lo tanto es noetheriano.

O

Problema 2. Sea A anillo (conmutativo con unidad), M un A—mddulo. Demuestre que Hom 4 (A4, M) = M.
Demostracion. Definimos el siguiente morfismo:
O :Homa(A, M) — M, ¢~ p(1)
el cual claramente es un morfismo de A—mddulos pues
D(p+ M) = (¢ + M) (1) = (1) + (1) = B(p) + AD(Y))  Vip,9h € Homa (A, M), A € A

Notemos ahora que

y por lo tanto
ker(®) = {¢ € Homus (A, M) : (1) =0} =0

Ahora, para m € M dado, podemos definir el morfismo de A—médulos ¢ : A — M, a — am, ie, ¢ € Homy (A, M)
y tenemos m = p(1) = ®(y), de donde vemos que ® es un isomorfismo. O

Problema 3. Sea M un A—mddulo noetheriano y ¢ : M — M un endomorfismo de M. Demuestre que si ¢ es
sobreyectiva, entonces ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Notar que tenemos una cadena natural de submddulos asociada a ¢ dada por
ker(¢) C ker(¢?) € -+- C ker(p") C -+~

y por noetherianidad existe n € N tal que ker(¢") C ker(p"*1). Por otro lado, notar que como ¢ es sobreyectivo
entonces ™" es sobreyectivo para todo n € N. Asi, si m € ker(¢) entonces existe m’ € M tal que p"(m') = my
luego 0 = p(m) = (e"(m’)) = " 1(m’) asi que m’ € ker(p"!) = ker(¢") de donde m = 0, lo que muestra
ker(p) = {0} y en consecuencia ¢ es inyectiva. O



