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Problema 1. Sea A = C([0,1]) el anillo de todas las funciones continuas f : [0,1] — R, y para cada ¢ € [0, 1] sea
le={feA|f(c)=0}

1. Pruebe que I. es un ideal maximal para cada ¢ € [0, 1].

2. Demuestre que si I es un ideal maximal de A, entonces existe un nimero real ¢ € [0,1] tal que I = I..

3. Muestre que si b y ¢ son puntos distintos en [0, 1] entonces I}, # I..

4. Pruebe que I. no es igual al ideal principal generado por x — c.

5. Demuestre que I. no es un ideal finitamente generado.

Demostracion.

1. Supongamos que J es un ideal tal que I. C J y veamos que J = A. Podemos considerar f € J \ I, es decir,

f(e) #0. Entonces g(z) := f(x)/f(c) € J pues J es un ideal y 1 — g(x) € I, asi que obtenemos
l=g(x)+ (1 —-gx)eJ
de donde se sigue que J = A y por lo tanto I, es maximal.
Alternativamente, para cada ¢ € [0, 1] podemos definir el morfismo de evaluacién:
eve: A—- R
cuyo kernel es ker(ev.) = I. y como A/I. = R es un cuerpo entonces I, es maximal.

2. Sea m C A ideal maximal y supongamos que m # I, para todo ¢ € [0, 1]. Para cada ¢ € [0, 1] existe entonces
fe € m tal que f.(c) # 0, y como f. es continua, existe una vecindad abierta V. de ¢ donde f.(x) # 0 para
todo z € V.. Tenemos asi un cubrimiento abierto del intervalo compacto [0, 1], as{ que podemos extraer un
subcubrimiento finito V,,...,V,, y definir:

2 2 2
g9(@) = f&, (@) + fo,(x) + ... + [, ()
la cual verifica g(z) > 0 para todo € [0, 1] y por lo tanto es una unidad en A, pues g(l y €s su inverso. Vemos
entonces que I = A, y entonces no existen ideales maximales distintos de I..

3. Esto se sigue simplemente de notar que © — b € I, pero z — b ¢ I..

4. Suponer que I. = (r — ¢). En particular existe entonces f(z) € A tal que |z — ¢| = f(z)(xz — ¢), asl que
f(z) = |x C‘ para x # c. Ahora, notar que f es discontinua en x = ¢ pues su limite izquierdo es —oo mientras
que el derecho es +00.

5. Suponer que I es finitamente generado por {f;}1<i<n C I y sea f(z) =Y i, |fi(x)|. Sabemos que /f € I,

pues es continua y f(c) = 0, as{ que existe g1,...,9, € A tales que \/f = >_I_, g; fi. Ahora, notar que para
cada d € [0,1] existe i € {1,...,n} tal que f;(d) # 0, pues sino h(d) = 0 para todo h € I., que sabemos que
no es cierto pues z — ¢ € I.. Por lo tanto el inico punto en donde f se anula es c. Ahora, podemos obtener la
siguiente estimacién:

=Y gi@)fila <Z|gz @) <o) Zm )| = 9(@)f @)
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donde g(z) := Y"1 |9i(z)|. De la desigualdad anterior vemos que
1
f(x)

Sin embargo, cuando z — ¢ vemos que \/h es no acotada y por lo tanto g(x) no estd definida en z = ¢, lo
x

g(x) = Vo € [0,1]\ {c}

que supone una contradiccién pues g € A.

O
Problema 2. Sea A un anillo, Nil(A4) su nilradical. Demuestre que los siguientes hechos son equivalentes:
1. A tiene exactamente un ideal primo.
2. cada elemento de A es una unidad o nilpotente.
3. A/Nil(A) es un cuerpo.

Demostracion. ((1) = (2)). Sabemos que el radical de un ideal corresponde a la interseccién de todos los ideales
primos que contienen al ideal, asi que el nilradical se puede escribir como:

Nil(4) =)= (Y p= () »

(0)Cp pCA

primo ideal primo
es decir, corresponde a la interseccion de todos los ideales primos de A. Por lo tanto, si A tiene un tnico ideal
primo, entonces este corresponde a Nil(A). Ahora, gracias al Teorema de Krull sabemos que todo ideal I # A esta
contenido en algin ideal maximal, y como todo ideal maximal es primo, entonces Nil(A) es el dnico ideal maximal
de A. Luego si « ¢ Nil(A) entonces x es invertible pues sino su ideal generado estarfa contenido en Nil(A4), lo que
supone una contradiccién.
((2) = (3)) Supongamos que todo elemento de A invertible o bien nilpotente. Si consideramos [z] € A/ Nil(A) tal
que [z] # [0] entonces sabemos que x ¢ Nil(A) y por lo tanto es invertible, y existe y € A tal que zy = 1 en A.
Pasando al cociente tenemos [z][y] = [zy] = [1] y por lo tanto [z] es invertible en A/ Nil(A). Como todo elemento
es invertible deducimos que A/ Nil(A) es un cuerpo.
((3) = (1)) Suponer que A/ Nil(A) es un cuerpo. Sabemos que hay una correspondencia biyectiva entre ideales de A
conteniendo a Nil(A) e ideales del cociente A/ Nil(A) mediante la proyeccién, y més atin, como esta es sobreyectiva
preserva ideales primos. Ahora, como A/ Nil(A) es un cuerpo, sus unicos ideales son (0) y el anillo completo, por lo
tanto, A posee un tnico ideal primo y, mds atin, viene dado por 7=1(([0])) = Nil(A). O

Problema 3. Sean I, J C C[X},..., X,] ideales y considere los conjuntos algebraicos afines X :=V(I),Y :=V(J)
de A"™.

1. Pruebe que V(I) = V(1) y V(J) = V(/J).

2. Utilice el Hilbert Nullstellensatz para demostrar que

VI =VInVJ vy T+J=\VI+VJ

Demostracion.

1. Dado que I C v/T y como tomar V es decreciente tenemos que V (v/T) C V(I). Para ver la inclusién contraria
consideramos = € V(I) y f € v/I. Por definicién existe n € N2! tal que f™ € I, y como = € V(+/I) entonces
f™(z) = 0. Ahora, como f"(x) € C tenemos entonces que f(z) = 0 y por lo tanto f € V(/I).

2. Por definicién el producto de ideales corresponde al ideal generado por el producto elemento a elemento,
y ademds sabemos que para S C C[Xy,...,X,] se tiene que V(S) = V((S)), usando el Nullstellensatz
calculamos:

VIJ=3(V(IJ) =3V UV(JI)=3(X)NI(Y)=VINnVJ
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De manera similar, por definicién I + J = (I U J) y calculamos:



