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Problema 1. Demostrar que si se tienen subgrupos K < H < G de un grupo finito GG, entonces
[G:K]|=|[G: H|[H: K]
Demostracion. Podemos emplear el teorema de Lagrange para cada par de grupos obteniendo que:
G| =[G : H|H| = [G: K||K|,  |H|=[H:K|K|
Juntando las expresiones anteriores tenemos que
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Problema 2. Un subgrupo H de un grupo finito G es un subgrupo de Hall si |H|y [G : H] son primos relativos.
Sea G un grupo finito, H un subgrupo de Hall de G.

1. Demuestre que para cualquier subgrupo normal K de G se verifica que H N K es un subgrupo de Hall de K.

2. Si K es normal en G, muestre que HK/K es un subgrupo de Hall de G/K.

3. Sea H un subgrupo de Hall normal del grupo finito G. Demostrar que H es el tnico subgrupo de G de orden
|H.

Demostracion.

1. Por hipétesis tenemos que mcd(|H|, [G : H]) = 1. Sea K subgrupo normal de G. Probaremos a continuacién
que |H N K| es un divisor de |H|, en tanto que [K : K N H] lo es de [G : H], de lo que se seguird la condicién
med(|H N K|,[K : HN K]) = 1 y por definicién H N K serd un subgrupo de Hall de K. Puesto que H N K
es un subgrupo de H, por el Teorema de Lagrange su orden |H N K| es un divisor de |H|. Por otra parte,
aplicando el Problema 1. tenemos

HK : K|[K : HNK] = [HK : HN K] = [HEK : H|[H : HN K]
pero como HK/K = H/(H N K) (Ayudantia 2), obtenemos que [HK : K] = [H : HN K] y asi
[K:HNK]=[HK : H]

Ademés, |G| = [G : H||H]|, y nuevamente por el Problema 1. [G : H| = [G : HK|[HK : H]. Por lo tanto
[K: HNK]=[HK : H| es un divisor del indice [G : H].

2. Por argumentos similares tenemos [G : K] = [G : HK][HK : K] asi que si mcd(|H|,[G : H]) = 1, como
[HK : K] divide a |H| y [G/K : HK/K]| =[G : HK] divide a [G : K] se tiene el resultado.

3. Sean |[H| =my [G : H] = n. Entonces |G| = mn y mcd(m,n) = 1. Si K es otro subgrupo de G con |K| =m,
consideremos el grupo cociente K H/H. Como es un subgrupo de G/H, su orden dividird al de este, o sea a
n. Pero KH/H = K/(K N H), siendo este tltimo un grupo cociente de K, por tanto |K H/H| ha de ser un
divisor de m. Como m y n son primos entre si, concluimos que necesariamente | H/H| = 1, lo que significa
que KH = H y que K C H. Pero ambos tienen el mismo orden, asi que K = H.

O

Problema 3. Sea G un grupo finito y S un conjunto no vacio. Supongamos que G actia sobre S libre y transiti-
vamente. Demuestre que |G| = |5].
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Demostracion. Denotamos por g - s la accién de g € G sobre s € S. Dado que S no estéd vacio, fijamos un elemento
sp € S. Definir la aplicacién
pw:G—S, g—g-s

Probemos que esta funcién ¢ es biyectiva. Supongamos que tenemos ¢(g) = ¢(h) para algunos g, h € G. Entonces
g-s = h-s,y como la accién es libre esto implica que g = h, y asi @ es inyectiva. Para mostrar que ¢ es sobreyectiva,
sea s un elemento arbitrario en S. Como la accion es transitiva, existe g € G tal que g-s = s. Por lo tanto tenemos
©(g) = s, y ¢ es sobreyectiva. Concluimos entonces que |G| = |S|. O

Problema 4. Sea G un grupo finito tal que n,(G) (ntmero de p-subgrupos de Sylow de G ) no es congruente con
1 médulo p?. Demostrar que existen dos p-subgrupos de Sylow distintos de G, P y @, tales que [P : PN Q] = [Q :
PN Q] = p, procediendo como sigue:

1. Fije arbitrariamente un p-subgrupo de Sylow P, y considere la accién de éste por conjugacion sobre el conjunto
de los p-subgrupos de Sylow de G. Describa las érbitas de esta accién y el estabilizador de cada punto Q.

2. Demuestre que para cada p-subgrupo de Sylow P,S N Ng(P) C P. Pruebe que la érbita de P es de orden
igual al indice [S : SN P].

3. Demuestre que hay exactamente un punto fijo para esta accién.
4. Demuestre que ha de existir al menos una érbita con exactamente p elementos.

5. Demuestre que para cualquier P en una 6rbita con p elementos se verifica que
[S:SNP]=[P:SNP]=p

Demostracion.

1. Denotemos por Syl,(G) al conjunto de los p subgrupos de Sylow de G, y sea S uno de ellos. Consideremos
la accién de S por conjugacién: x - P = xPz~'. Entonces, la orbita de cada P € Syl,(G) serd O(P) =
{zPz=" | x € S} y su estabilizador Stabg(P) = {z € P |aPz~" = P} = SN Ng(P).

2. Como cada P es normal en su normalizador Ng(P), este es su unico p— subgrupo de Sylow y, por tanto,
contendra a cualquier p—subgrupo de Ng(P). En particular S N Ng(P) C Py entonces SN Ng(P)=SnNP.
Concluimos que |O(P)| =[S : Stabg(P)] =[S : SN P]

3. Por lo visto antes, serd |O(P)| =1 si y solosi [S: SN P] =1, lo que equivale a que S C P y, puesto que son
del mismo orden, a que S = P.

4. El cardinal de las orbitas con mas de un elemento serd de la forma p” para r > 1. Si para todas ellas fuese
r > 2, serfa ny(G) =1 (mo’dpg), lo que contradice nuestra hipdtesis. Luego alguna de las orbitas ha de tener
exactamente p elementos.

5. Sea P en una érbita de orden p. Entonces P es un p-subgrupo de Sylow P tal que [S : SN P] = p. Como
S| =[S:SNP]|SNP]=p|lSNP|y|S|=|P|=[P:SNP]|SNP|y concluimos que también [P : SN P] = p.

O

Problema 5. Sea H un p-subgrupo normal de G grupo finito, ie, tal que p||H| (no necesariamente un subgrupo de
Sylow).

1. Demuestre que H esta contenido en cada p-subgrupo de Sylow de G' de Sylow.
2. Si K es otro p-subgrupo normal de GG, demuestre que HK también es un p-subgrupo normal de G.

3. Defina O, (G) como el subgrupo generado por todos los p—subgrupos normales de G. Muestre que O,(G) es el
p—subgrupo normal méas grande de G y que corresponde a la interseccién de todos los p—subgrupos de Sylow
de G.
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4. Sea G = G/0,(G). Demuestre que O,(G) = {e}
Demostracion.

1. Sea S subgrupo de Sylow. Por el teorema de Sylow sabemos que todo p-subgrupo estd contenido en algin
p—Sylow, que denotamos P, y més aun, el teorema de Sylow afirma también que todos los p—Sylow son
conjugados entre si, y por ende existe ¢ € G tal que P = gSg~!, obteniendo que H < gS¢g~!. De lo anterior
tenemos que g ' Hg < S y como H es normal g 'Hg = H.

2. Probamos en la ayudantia 2 que H K es subgrupo. Para la normalidad basta con notar que
gHKg™ = (gHg ')(gKg™') VgeG

En la Ayudantia 2 probamos el isomorfismo K/(K N H) =2 HK/H, y de esto y el Teorema de Lagrange se
sigue que

|H||K]|
HK|= ——
= T e g

Como H, K son ambos p—grupos, vemos que el tnico divisor primo de |H K| es p, asi que es un p—subgrupo.

3. Denotemos por {Hy,...,H,} el conjunto de todos los p—subgrupos de G y denotemos H := H;y--- H,, el

cua por el punto anterior sabemos que es un p-subgrupo normal de G. Notar en primer lugar que H; < H
para todo i € {1,...,n}, y entonces por definicién O,(G) < H. Por otro lado, como H es en s{ mismo un
p—subgrupo normal entonces H = H; para algin i € {1,...,n}, asi que O,(G) = H.
Ahora, en el punto 1. mostramos que todo p-subgrupo normal esté contenido en todo p-Sylow, asi que O,(G) C
ﬂsesylp(g) S. Para ver la contencién contraria denotemos [ := ﬂSesylp(G)' Notar que I es normal pues para
z€l,g€ Gy P € Syl(G) tenemos que g~ Pg € Syl,(G) y x € g-'Pg = gxg~!' € P, y como esto
ocurre para todo P € Syl,(G) tenemos que I es normal. Por otro lado, es directo notar que I es p-grupo
pues esta contenido en un p—Sylow que en particular es p—subgrupo. De esta manera concluimos que I es un
p—subgrupo normal de G y entonces I = O,(G).

4. La ultima afirmacién es equivalente a probar que G no posee p—subgrupos normales no triviales. Sea K < G
p—subgrupo normal. Como tenemos una correspondencia entre subgrupos normales de G y del cociente, existe
un subgrupo normal O,(G) < K <G el cual verifica K/O,(G) = K. Asi, como K es p-subgrupo tenemos que
K es p-subgrupo de G y entonces por los puntos anteriores deducimos que K = O,(G), de donde se obtiene
la conclusién pues K = {e}.
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