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Problema 1. Demuestre que todos los subgrupos de Z son de la forma nZ para algin n € Z. Si m,n € Z son
enteros distintos, determine bajo qué condiciones sobre m y n se verifica que nZ es subgrupo de mZ.

Demostracion. Es claro que los subconjuntos de la forma nZ son subgrupos, asi que la demostraciéon consiste en
probar que todo subgrupo es de esta forma. Sea entonces H C Z subgrupo y consideremos n = min(H NZ,), el
cual existe pues estamos tomando el minimo de un subconjunto de nimeros naturales (principio del buen orden).
Probaremos que H = nZ. Por un lado es directo que nZ C H pues H es subgrupo. Sea x € H, y gracias al lema de
division euclideana existen g, € Z tales que x = ng +r con 0 < r < n. Como nqg € nZ C H, como H es subgrupo
tenemos que 7 = x — nqg € H, y por minimalidad de n tenemos que r = 0.

Notemos que la condicién nZ C mZ se cumple si y sélo si m|n, puesto que si suponemos nZ C mZ entonces np € mZ
para todo p € Z, y tomando p = 1 encontramos que existe g € Z tal que n = mgq, y por otro lado si m|n entonces
n=mqy np = mgqgp € mZ para todo p € Z. O

Problema 2. Sean (G, ¢),(H, m) grupos. Definimos el producto directo de G, H como el grupo cuyo conjunto
subyacente es

Gx H={(g,h)|]ge G,h € H}
junto con la ley de composicién
(g1,h1) - (g2, h2) = (91 °G g2, h1 -m h2)  Vg1,92 € G,Vhy,hy € H
1. Demuestre que G x H es un grupo.
2. Muestre que G x H es abeliano si y solo si G y H son ambos abelianos.

3. Sean g € G, h € H elementos de orden finito. Pruebe que el orden de (g, k) es el minimo comin multiplo entre
gl y Rl

4. Suponga que G, H son grupos finitos ciclicos. Muestre que G x H es ciclico si y sélo si med(|G|, |H|) = 1.

5. Dé un ejemplo de un producto directo G x H el cual contenga un subgrupo que no sea de la forma K x L con
K, L subgrupos de G, H respectivamente.

Demostracion.

1. Notar que el elemento neutro en G x H corresponde a (eg, er) y el elemento inverso de un elemento arbitrario
(g9,h) € G x H esta dado por (g%, h~1). El hecho que estos elementos son efectivamente neutro e inverso, y
que la ley de grupo definida es asociativa se deja como ejercicio para el lector.

2. Si G, H son abelianos esto es directo. En efecto, si (g1, h1), (92, he) € G x H entonces
(91.h1) - (92, h2) = (91 G 92, M1 -1 h2) = (92 G g1, he *m ha) = (g2, h2) - (91, ha)
Ahora suponemos que G X H es abeliano. Sean g1, g2 € G, hy, hy € H. Entonces como el producto es abeliano
(91 -G 92,01 -1 h2) = (91, ha) - (92, h2) = (g2, h2) - (91, h1) = (92 G 91, h2 -1 1)
y asi vemos que g1 ‘g g2 = g2 ‘G g1 Y h1 g ho = ho -y hy, deduciendo que G, H son ambos abelianos.

3. En primer lugar, notar que para todo (g,h) € G x H tenemos que (g, h)"™ = (¢", h") para todo n € Z (directo
utilizando induccién). Denotemos n := |g|,m := |h|,k = |(g, h)| entonces notamos que (g,h)" = (eg,en)
siy sélo si g" = eq vy b = ey, y esto a su vez equivale a decir que n|r y m|r, que es equivalente a
afirmar que mcm(n, m)|r. Asi, por un lado tenemos que mcm(n,m)|k, mientras que por otro tenemos que
(g, h)mem(mm) — 0 de donde mem(n, m) = k.
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4. (=) Suponer que G x H es ciclico y sea (g,h) € G x H un generador. Notar ahora que el orden del producto
directo corresponde a |G x H| = |G||H| = nm donde denotamos n := |G|, m := |H|. Ademds, por el punto
anterior tenemos que |(g, h)| = mecm(|g|, |h|). Veamos que g es un generador de G. Sea ¢’ € G. Dado que (g, h)
genera G x H tenemos que existe k € N tal que

(g.0)" = (¢" W)= (¢ en) = g¢"=¢

De manera similar podemos probar que h es un generador de H. De esta manera, como el orden de un grupo
ciclico es igual al orden de su generador tenemos que

mem(n, m) = mem(|g|, |h]) = |(g,h)] = |G x H| = nm

La conclusién se sigue notando que el minimo comin miiltiplo es igual al producto solo en caso que med(n, m)?.

(<) Suponer que med(|G|, |H|) = 1. Sean g € G, h € H tales que (g) = G, (h) = H y denotemos nuevamente

n := |G|,m := |H|. Probaremos que (g, h) € G x H tiene orden nm lo cual permitird concluir. Sea k := |(g, h)|.
Entonces
(g7h)k = (gk7hk) = €GxH gk =eqg A % =ey
nlk AN mlk

mem n, m|k

ud

nm|k
donde la iltima linea se debe a que n,m son coprimos. Sin embargo,

(g, 1)"™ = (g™, (K™)") = e
asi que |(g, h)| = nm.

5. Considere el grupo Z x Z y el subgrupo diagonal A := {(n,n)|n € Z} C Z x Z. Note que si existieran K, L
subgrupos de Z tales que A = K x L entonces K = Z pues A recorre todo Z, pero es evidente que A C Z X Z.

O

Problema 3. Sea G un grupo y {H, };cs coleccién arbitraria de subgrupos de G.

1. Pruebe que la interseccién (), ; H; sigue siendo un subgrupo de G.

il
2. Si Hq, Hy son subgrupos de G, demuestre que H; U Hs es subgrupo si y solo si H; C Hy o bien Hy 2 Hs.
3. Si H; € Hy C ... una cadena ascendente de subgrupos de G, demuestre que J,, =1 H; es subgrupo de G.

Demostracion. 1. Basta con notar que la interseccién es cerrada bajo la ley de grupo, puesto que las propiedades
de grupo vienen dadas naturalmente por G. Para ello notamos que

g.he(\Hi = gheH Viecl= ghecH Vicl= ghe()H,
el el

y similar para los inversos, puesto que si g € (),.; H; entonces g~! € H; para todo i € I y luego estd en la

interseccion.

i€l

2. Notemos que la direccién (<) es directa. Supongamos entonces que H; U Hy es subgrupo de Gy ademds
que Hy C Hy y Hy C H;. Podemos entonces encontrar g1 € Hy \ Hy y g2 € Hy \ Hy y como Hy U Hy es
subgrupo tenemos que g192 € Hy U Hs, lo cual significa que g1g2 € Hy o bien g1go € Hs. Sin pérdida de
generalidad suponemos que g1g2 € Hy. Entonces multiplicando por g; y usando que Hj es subgrupo tenemos
que g2 = gy Y(g192) € Hi lo cual supone una contradiccién con el hecho que gy ¢ H;.

'En general se tiene que mem(m,n) med(m,n) = mn.
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3. Sean g,h € |J, cn=1 Hi. Entonces por definicién existen 4,j € NZ! tales que g € H;,h € H;. Dado que
los grupos forman una cadena ascendente de subgrupos de G entonces tenemos que g,h € Hy donde k :=
méx{4,j},y como Hj, es subgrupo entonces gh € Hy. Directamente tenemos entonces que gh € J,, cy=1 Hi. De
manera similar se chequea que | J,,cn>1 H; es cerrado bajo inverso, pues basta con notar que si g € (J,,cn=1 Hi
entonces existe i € NZ! tal que g € H; y entonces g~ € H;, deduciendo ¢~' € H;.

O

Problema 4. Muestre que no existe un morfismo de grupos sobreyectivo f : (Q, +) — (Q>°, x).

Demostracién. Supongamos que existe f : (Q,+) — (Q>%, x) morfismo sobreyectivo. Luego por definicién existe
x € Q tal que f(x) = 2. Entonces como f es morfismo se tiene que

T T\ 2 T
0 =1(3+3)=1(3) = 1(3) ¢
lo cual es una contradiccién. Se concluye que dicho morfismo no existe. O

Definicién. Sea G un grupo. Definimos el grupo de automorfismos de G, denotado por Aut(G) como el conjunto
Auwt(G) = {f : G — G|f es automorfismo}
junto con la composicion de funciones como ley de grupo.

Problema 5. Considere el grupo de enteros médulo n, denotado por Z/nZ. Demuestre que Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*
2

Indicacion: Muestre en primer lugar que el orden de un elemento x € Z/nZ es n/ med(z,n).

Demostracion. Comenzamos probando la indicacién. Para ello notemos que si x € Z/nZ entonces
z - (n/med(z,n)) =n- (x/med(z,n)) =0

Sea m > 1 tal que maz = 0 en Z/nZ. Para concluir debemos probar entonces que n/ med(x,n) < m. Como mz =0
en Z/nZ esto se traduce en que n|mz asi que (n/ med(z,n))|(z/ med(z,n))m, y como n/med(x,n) y / med(z,n)
son coprimos necesariamente tenemos que (n/ med(z,n))|m, de donde se tiene la conclusién.

Dado que Z/nZ es un grupo ciclico con generador 1, es claro que un morfismo de grupos f € Aut(Z/nZ) queda
determinado por m = f(1). En efecto, por definicién de morfismo de grupos f(z) = f(1+...+1) = f(1)+...+f(1) =
max asi que todos sus valores quedan fijados. Ademds es claro que la imagen de f viene dada por el subgrupo
generado por m, es decir, Im(f) = (m) C Z/nZ. Ahora, si f € Aut(Z/nZ) en particular es sobreyectivo y entonces
(m) = Z/nZ, y por la indicacién debemos entonces tener que med(m,n) = 1 (pues el orden de m es n/ med(m,n) y
se debe tener que este orden sea justamente n para la sobreyectividad. Esto sucede entonces si y sélo si m € (Z/nZ)*
3y en este caso tenemos que f(x) = mx con inversa f~1(z) = m~lz.

Tenemos entonces una biyecciéon

v : (Z/nZ2)* — Aut(Z/nZ),m — ¢,, donde @, : Z/nZ — Z/nZ,x — mx
Mas aun, esta biyeccién es un morfismo de grupos puesto que
Pm 0 pr(r) = om(pr(7)) = m(kz) = mkx = emp(x)  © € Z/nZ
lo cual se traduce en
p(m) o (k) = @m © ok = Pmi = p(mk)
Como uiltimo comentario, note que el morfismo inverso de ¢ corresponde a:
¥ Aw(Z/nZ) — (Z/nZ)*, f+— f(1)

el cual es un morfismo por teoria general. O

2Note que al introducir n = 0 obtenemos que Aut(Z) = Z* = {£1}, i.e. los tinicos automorfismos de Z son = id.
3m es invertible en Z/nZ si y sélo si existe k € Z tal que mk 22 1 (méd n) si y sélo si existe b € Z tal que mk + bn = 1 si y sélo si
m,n son coprimos, donde la iltima equivalencia es gracias al lema de Bézout.



