CERTAMEN 1 — ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MATEO HIDALGO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Problema A (25 puntos)

Sea n € N22 fijo. El objetivo de este problema es estudiar propiedades de la funcién ® de Euler. Para ello, puede
utilizar directamente el hecho que si a € {0,1...,n — 1} entonces ord([al,) = mcd(amy ©s el orden de [a), € Z/nZ

y que [a], € (Z/nZ)* siy solo si med(a,n) = 1, asf como el siguiente hecho?

Teorema Chino del Resto: Dado n € N22, donde n = p{* - - - p2 descomposicién en factores primos,
hay un isomorfismo de anillos f : Z/nZ = (Z/p{*Z) x - x (Z/p®"Z).

Definimos la funcién ® : N=! — N=2! como ®(1) := 1 y paran > 2 como ®(n) := |(Z/nZ)*|, es decir, es el orden
del grupo de unidades G,, = (Z/nZ)* del anillo (Z/nZ,+, - ) de enteros moédulo n.

1. (5 pts) Pruebe que ®(n) = &(p{*) - D(p2"), donde n = pi* - - - p&~ descomposicion en factores primos.

2. (10 pts) Pruebe que si p y ¢ son dos ntimeros primos distintos, entonces ®(pg) = (p — 1)(¢ — 1).

Recuerde que Aut(Z/nZ) = {f : Z/nZ — Z/nZ automorfismo de grupo} es el grupo de automorfismos de Z/nZ.
Considere el morfismo de grupos? o : (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ), [m], + fm, donde f,, : Z/nZ = Z/nZ es el
automorfismo dado por fi,([a]y,) := [maly,.

3. (10 pts) Pruebe que % es un isomorfismo de grupos.

Indicacion: Para la sobreyectividad, puede ser 1til recordar que Z/nZ es un grupo ciclico para probar que
dado f € Aut(Z/nZ) se tiene que f = f,. Luego, debe justificar adecuadamente que [m], € (Z/nZ)*

Problema B (55 puntos)

El objetivo de este problema es clasificar todos los grupos finitos de orden 255. Para esto, comenzaremos por
estudiar la nocion de producto semi-directo de grupos.

Sean Gy H dos grupos y sea ¢ : H — Aut(G) un morfismo de grupos. Denotamos G x, H al conjunto G x H
dotado de la ley de composicion interna definida por (g1, hi) X, (g2, h2) = (g1 - @(h1)(g2), hih2). Puede usar el
siguiente resultado sin demostracion.

Hecho: El conjunto G x, H junto con la ley de composicién interna antes definida es un grupo,
llamado el producto semi-directo de H por G respecto a ¢. En particular, se verifica que para todo
(9,h) € G %, H se tiene que® (g,h) "' = (p(h™")(g7 1), h71).

Note que, en particular, si ¢ : H = Aut(G), h — Idg es el morfismo trivial entonces G x, H = G x H.

1. (10 pts) Probar que* G x {ey} < G %, H, y que el cociente de G x, H por G x {eg} es isomorfo a H.

Indicacion: Es til notar que p(ey) = Idg y luego p(em)(g) = g para todo g € G. Para el iltimo isomorfismo,
pruebe que la funcion ¢ : G x, H— H, (g,h) — h es un morfismo de grupos.

2. (10 pts) Supongamos que G es un grupo y N y H son sub-grupos de G tales que NNH ={e}, NH=Gy
N < @G. Considere el morfismo de grupos® ¢ : H — Aut(N) dada por h +— ¢y, con ¢p(n) = hnh~t. Probar
que en este caso la funcion f: N x, H = G, (n,h) — nh es un morfismo de grupos y es biyectivo.

En lo que sigue, utilizaremos lo anterior y los resultados vistos en clases para obtener la clasificacion completa de
grupos de orden 255. Para ello, puede usar el siguiente resultado (ver Problema A):

Sea n un namero entero positvo. Entonces Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*. En particular, si p y ¢ son primos
distintos, entonces Aut(Z/pqZ) = (Z/(p — 1)Z) x (Z/(q¢ — 1)Z).

ILa demostracion hecha en clases para el caso de grupos se adapta de manera literal para el caso de anillos.

2No es necesario que pruebe que es un morfismo.

_ _ _ def _ _ _ _ _ _ _
3Puesto que (p(h~1)(g71), A1) - (g,h) & (p(h 1) (g~ )p(h=1)(g), A1) = (w(h~1) (g~ ), emr) = (w(h~1)(eq)s en) = (e, en)-
4No es necesario probar que es un subgrupo, debe probar que es un subgrupo normal.

5Bien definido, dado que N < G.



En todo lo que sigue, consideremos G un grupo finito de orden 255 =3-5-17.

3. (10 pts) Sea n, € N el namero de p-subgrupos de Sylow de G. Probar que ni7 = 1, y que ademas
necesariamente ng = 1 o bien n5 = 1 (i.e., es imposible que n3 > 1 y n5 > 1 simultaneamente).

Indicacion: 5-17=85=28-3+1y3-17=51=10-5+1.

4. (10 pts) Suponga que ng = 1. Sean R el tinico 3-Sylow de G, sea S el Gnico 17-Sylow de G, y sea T alguno
de los posibles 5-Sylow de G. Probar que:

(a) Rx S~ RS yque RS<G.
(b) RSNT = {e} es la identidad de G.
(¢) RST =G.

Indicacion: Recuerde que en la Ayudantia 4 se discutio que si G es un grupo y H, K son subgrupos normales
de G tales que HNK = {e}, entonces HK = H x K. Justifiqgue adecuadamente que puede usar este resultado.
Para probar que RS < G, puede notar que si g € G y h € RS entonces ord(ghg—!) = ord(h).

5. (10 pts) Probar, usando (2), que G = RS x, T para algtn ¢ : T' — Aut(RS). Deducir que ¢ es trivial.

Indicacion: Para la trivialidad de ¢, calcule el orden de Aut(RS) y note que (por Teorema de Lagrange) si
f: G1 — G2 morfismo entre grupos finitos entonces |Im(f)| divide |Ga.

6. (5 pts) Concluir que G es un grupo ciclico, i.e., G = Z/255Z.

Problema C (20 puntos)

El objetivo de este problema es resolver algunos ejercicios propuestos en clases.

1. (10 pts) Sea A un anillo y sea I C A un ideal. Pruebe que el conjunto
VI:={a€ A, a" € I para algin n > 1}

es un ideal de A. Demuestre, usando los resultados vistos en clase, que si n = pJ* - - - p&~ es la descomposicion
prima de n € NZ! y I, = nZ ideal de Z, entonces /I, = p1 - - - p,Z.

Indicacion: Si lo desea, puede usar sin demostracion el hecho que p1Z N ---Np.Z =py---prZ.

2. (10 pts) Sea Fy = (Z/2Z,+, - ) el cuerpo de dos elementos. Pruebe que P = X? — X — 1 es un elemento
irreducible® del anillo F5[X] y deduzca que el anillo cociente K = Fo[X]/(X? — X — 1) es un cuerpo de 4
elementos. Escriba explicitamente la tabla de multiplicar del cuerpo K.

Indicacion: Justifique, tal como se hizo en clases, que los elementos de K son de la forma {0,1,a,1+ a}.

Mini-Bonus (3 puntos)

Clasifique, salvo isomorfismo, todos los grupos abelianos de orden 2024 = 23 - 11 - 23.

SRecuerde que si k es un cuerpo, entonces k[X]* = k> son los polinomios constantes no-nulos.



Bonus (7 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar una acciéon explicita de un grupo finito G sobre un anillo A, y analizar
el anillo de invariantes A“. Mas precisamente, consideremos el anillo C[X, Y] de polinomios en dos variables con
coeficientes en C y considere la accion de G = Z/2Z dada por [1] - X := —X y [1]2- Y = =Y.

(B1) (2 pts) Demuestre que el conjunto de puntos fijos C[X,Y]%/?% es un sub-anillo de C[X,Y].

(B2) (2 pts) Pruebe la igualdad C[X,Y]%/?Z = C[X?, XY,Y?], donde el término a la derecha es el sub-anillo de
polinomios en las variables X2, XY, Y2,

Indicacion: P € C[X,Y]%/?% si y sélo si P(X,Y) = P(—X,~Y), donde P = D a;; XY,
(B3) (3 pts) Pruebe que hay un isomorfismo de anillos C[U, V, W|/(UW — V?) = C[X, Y]%/?%.

Cultura general: Geométricamente, el Problema Bonus nos esta diciendo que el cociente de la variedad algebraica
afin C? por la accion del grupo G = Z/2Z es la variedad algebraica afin

C?/G = {(u,v,w) € C*, uw = v*}.

A diferencia del plano afin C?, donde todo punto posee un plano tangente, el cociente C?/G cumple que el punto
(ug,v0,wp) = (0,0,0) no posee un plano tangente (pues la funcion f(u,v,w) = uw — v? tiene gradiente nulo
en dicho punto), i.e., (0,0,0) € C?/G es un punto singular.

El estudio de cocientes de variedades algebraicas afines por grupos finitos fue la motivacion original de David
Hilbert para demostrar el Teorema de la base de Hilbert (visto en clases). De manera mas general, la Teoria
Geométrica de Inviariantes (GIT, en inglés) creada por David Mumford en 1965 busca estudiar cocientes en
geometria por grupos mas generales (no necesariamente finitos).
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Problema A (25 puntos)

1.

2.
3.

Dado que f es un isomorifsmo de anillos, induce un isomorfismo entre los grupos de unidades (visto en
clases) (Z/nZ)* = (Z/p{*Z)* x -+ x (Z/p>*Z)* y luego sus 6rdenes son iguales.

Z/pZ = F, es un cuerpo, i.e., F; =F,\ {0} tiene p — 1 elementos, i.e., ®(p) = p — 1. Concluimos por (1).

Inyectividad: ¢(m) = Id si y sdlo si [a], = [ma], para todo [a], € Z/nZ. Si [a],, = [1],, obtenemos [m],, =
[1],.. Sobreyectividad: como Z/nZ es ciclico, todo automorfismo f esta determinado por f([1],) =: [m]n,
ie., f = fm. Como f automorfismo, [m],, tiene orden n y luego med(m,n) =1, i.e., [m], € (Z/nZ)*.

Problema B (55 puntos)

1.

6.

Consideramos la funciéon ¢ : G x, H — H, (g,h) — h, la cual es sobreyectiva y verifica que ¥((g1,h1) %,
(g2, h2)) ) (g1 - ©(h1)(g2), h1he) = hihs o ¥(g1, h1)1¥(ga, ha), i.e., es un morfismo de grupos. Para
determinar su kernel, notamos que si ¢ € Gy h € H entonces ¢(g,h) = ey si y solo si h = ey y luego
ker(y)) = G x {eg} es un subgrupo normal'. Luego, el Teorema del isomorfismo de Noether implica que
¢ induce un isomorfismo ¢ : G x, H/ ker(v)) = (G x, H)/(G x {ey}) = Im(¢y) = H.

Sea f: N x, H — G, (n,h) — nh. Dados n,n’ € N y h,h' € H, tenemos que f(n,h)f(n',h') = nhn'l'.
Por otra parte, f((n,h) x, (n/,h')) = f(np(h)(n'), hh') £ f(nhn'h=' hh') = nhn’h='hh' = nhn'W ie., f
es un morfismo de grupos. La hipotesis NH = G asegura que f es sobreyectivo y la hipotesis N N H = {e}

asegura que ker(f) = {e} (pues nh = ey equivale an=h"! € NN H). Asi, f es un isomorfismo.

Por el Teorema de Sylow, n17 =1 méd 17 y divide 3-5 = 15, i.e., ny7 = 1. Del mismo modo, n3 =1 méd 3
(resp. ns =1 mdd 5) y divide a 5-17 = 85 (resp. 3-17 = 51), i.e., n3 € {1,85} y ns € {1,51}. No es posible
n3 = 85 y ny = 51, pues habria mas de 255 elementos (e.g. al menos 85 - 2 de orden 3 y 51 - 4 de orden 5).

Para (a), notamos que podemos usar el resultado de la Ayudantia 4 pues ng = 1 y n17 = 1 equivalen a que R
y S sean subgrupos normales y pues no tienen elementos no-triviales en comin (Teorema de Lagrange). Asi,
R x S = RS. Para la normalidad, notamos que si ¢ € G y h € RS, entonces ord(ghg~') = ord(h) | 3-17 y
por ende (Teorema de Lagrange y unicidad de dichos p-subgrupos de Sylow) necesariamente? ghg~! € RS.
El mismo argumento anterior implica que RSNT = {e} (i.e., (b)), y para (c) basta notar que RST tiene al
menos 255 elementos y por ende es el grupo total.

Por (2), G = RS x, T para cierto ¢ : T — Aut(RS) = Aut(R x S) = Aut(Z/3Z x Z/17Z) = Z/27Z x Z/16Z.
Dado que T = Z/5Z, dicho ¢ es necesariamente trivial (sino 5 dividiria 2-16), y asi G = RS x T.

GXRSXTXRxXxSxTXZ/3Z xZ/1TZ x Z/5Z = Z/255Z por el Teorema Chino del Resto.

Problema C (20 puntos)

1.

Sean a,b € VT tales que a” € I y b™ € I, y sea ¢ € A arbitrario. Supongamos que n < m. Entonces,
(ac)” = a™c" € I y luego ac € V1. Ademés, (a + b)"+™ = 377" \iab™*™ ¥ con \; = ("t") € Z. Sii > n
entonces a' € I y luego \;a’b"t™~% € I, mientras que si i < n (i.e., —n < —i) entonces n +m —i > my
luego b" =% € I y por ende \;a’b"t™~* € I. En cualquier caso, a + b € v/I. Por tltimo, tenemos que

VL= () vZ= () pZ=pZn--pZ=pi - p2

1,CpZ p|n primo

Un polinomio de grado 2 es irreducible si no tiene raices. Como P(0) = P(1) = —1 # 0, tenemos que P
es irreducible, y luego K es un cuerpo. Dado que P tiene grado 2, sus elementos son clases de equivalencia
de polinomios de la forma aX + b con a,b € Fy. Si « := [X] € K entonces K = {0,1,a,1 + a}. Dado
que 0 y 1 son los neutros aditivos y multiplicativos, los tnicos productos no-triviales son o - a = 1 + «,
a-(I+a)=a+a?=1+2a=1y(l+a)=1+a’>=2+a=a.

I Alternativamente, si g,¢g’ € G y h € H, entonces (g,h) ¢ (¢',em) Xy (g,h) 7" &f (g,h) ¥ (g'yem) ¥y (p(h~1) (g7 1), A1) &f

def de

(9(h)(g"), h) % (9(A1) (g~ 1), h 1) = (g (h) (9 ) (h) (p(h 1) (g~ 1) en) = (90(h)(9")g ™} em) € G x {en}, ie., G x {en} normal.
2 Alternativamente, sir € Ry s € S entonces grsg~! = (grg~1)(gsg~!) = #5 € RS pues R y S son subgrupos normales.



