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34. APLICACIONES LINEALES Y
MATRICES



MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sean V' y W dos k-e.v. El k-e.v. de aplicaciones lineales de V' a W es
Homy (V,W):={f:V - W aplicacién lineal}.

Caso particular: Si dimg(V) =ny %Z = (e1,...,e,) base de V, dado

» € Homy (V, W) definimos w; := ¢(e;) paraie{l,...,n}.

Si v = we1 + ...+ xpe, € V arbitrario, entonces por linealidad p(v) =

TIW1+. ..+ TyWy, i.€., @ estd determinada por los vectores wy, ..., w, € W.

Sub-caso particular: Si dimi(W) =m y € = (fi1,..., fm) base de W,
entonces cada w; = ¢(e;) se escribe de manera tinica como
wj = aljfl P oo amjfm

Luego, fijando las bases # y ¢, ¢ esta determinada por la matriz

ail a2z - Qip
laan ax - a

Matg g(p) = | 20 922 7 e (k).
Gml Am2 - Gmp



MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Teorema
Sea B =(e1,...,e,) basede V'y € =(f1,...,fm) base de W. Entonces:

Q La aplicacion lineal Homy (V, W) 5 mxn(k), @+ Mate z(p) es un
isomorfismo.

@ Si &/ =(g1,...,9p) es una base de un tercer k-e.v. U, entonces para
todos ¢ € Homy(V,W) y ¢ e Homy (U, V') se tiene que

Maty o (¢ 0 9) = Matg z(p) - Matg o (V).

Prueba: El item @ es consecuencia de la discusién anterior, mientras que el
item @ es razon de la definicién de multiplicacién de matrices. O]

Sea A € Myyun (k). Si (e1,...,en)y (f1,---, fm) son las bases candnicas
de k™ y k™, entonces le asociamos a A la aplicacion lineal
m
ua: k™ > k™, ej > ua(e;) =) ai;fi para todo je{1,...,n},

i=1
i.e., la j-ésima columna de A es exactamente la imagen de e; por u4.




MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

A Si Ae Mpxn(k)y B € My, entonces AB esta definido si y sélo si
n =/ y es la matriz asociada a la composicion (ugoup): kP - k™. J

Un caso particular importante del Teorema anterior es el cuando V = W
(i.e., u:V — V es un endomorfismo) y # = € es la misma base:

Teorema
El k-e.v. M, (k) es una k-algebra, es decir, es un anillo (no conmutativo

si n > 2) compatible con la estructura de k-e.v. Mas generalmente, si V' es
un k-e.v. el espacio de endomorfismos Endy (V') es una k-algebra. Luego,

si dimg (V) =ny % =(e1,...,e,) es una base de V, la aplicacién lineal

Endg (V) = M, (k), u+~ Matg(u) = Mat, z(u)

es un isomorfismo de anillos y de k-e.v., i.e., un isomorfismo de k-algebras.
Y




KERNEL E IMAGEN DE UNA MATRIZ

Sea A€ My,xn ¥y sea ug : k™ — k™ la aplicacién lineal asociada. Definimos
ker(A) :=ker(us) € k™, Im(A) :=Im(ug) Ck™ yrg(A) :=rg(ua).

Observaciones importantes

Q rg(A)=rg(u4) < n por el Teorema del rango, y rg(u4) < m pues
Im(ua) € k™. Luego, rg(A) < min(m,n).

@ Im(uy) es el sub-e.v. de k™ generado por las columnas de A. Asi,
rg(A) es el nimero maximo de columnas de A que son L.i.

© Veremos que rg(A) es el nimero maximo de filas de A que son |.i.




MATRIZ TRANSPUESTA

Para probar que el rango puede calcularse usando filas, necesitamos de la
siguiente definicion (y que luego conectaremos con el concepto de dualidad):

Sea A € M« (k) dada por

ail a12 A1n

a1 a22 a2
A=| ",

Gml Am2 - Gmp

definimos la matriz transpuesta de A como

ail a1 v Gml

t a2 a2 vt am2

A= . . . m € Mpxm,
Qln A2n " Amn

es decir, la j-ésima columna de A corresponde a la j-ésima fila de "A.
Equivalentemente, (‘A);; = aj;. En particular, {("A) = Ay '(AB) = 'B - 'A.
V.




35. CAMBIOS DE BASE



AUTOMORFISMOS Y EL GRUPO GL(V)

Un endomorfismo f: V' — V es un automorfismo si es biyectivo, i.e., si
existe f~1:V — V endomorfismo tal que fo f' = ftof=1Idy. De
manera similar, una matriz cuadrada A € M,, (k) es invertible si existe
A7l e M, (k), llamada la inversa de A, tal que A- A1 =A71. A=1,.

Se define el grupo general lineal del k-e.v. V' como
GL(V):={f:V - V automorfismo},

y del mismo modo GL,, (k) := {A € M,,(k) invertible}. Asi, la eleccién de
una base & = (eq,...,e,) de V induce un isomorfismo de grupos

GL(V) = GLy(k), f ~ Maty(f).

v

A pesar de que, en principio, se debe verificar que fo f~'y f~1o f son la
identidad, en el caso de dimensién finita basta verificar una séla composicién:



INVERSION DE ENDOMORFISMOS

Q Si V es de dimensién finita y u, v € Endg (V') cumplen wowv =1Idy,
1

entonces u,v € GL(V) yu=v"".
@ Sean A, B e M, (k) con AB =1, entonces BA=1,,, A, B son
invertiblesy B = A~L.

© Si A invertible, entonces “A es invertible. Ademas, (*A)~! = t(A’l).

Prueba: Para @, notar que = = u(v(z)) para todo x € V. Luego, u es
sobreyectiva y v es inyectiva. Como dimy (V') < o0, u y v son isomorfismos.
En particular, v ov = Idy implica vt ouov =u"t = v.

Para @, sean uy y up los endomorfismos de V = k™ asociados a A y B.
Entonces, AB =1,, implica ugoup =Idy. Por @, ua y up son isomorfismos
y ua = ug. En particular, B= A" y BA =1,. Finalmente, @ se obtiene
notando que AB = BA =1, implica que ‘B'A ="4'B ="', %<

= O



CONSTRUCCION EXPLICITA DE INVERSAS

Supongamos dimg (V) =n y sea # = (v1,...,v,) una base de V. Sea
f:V =V un endomorfismo y sea w; := f(v;). Si (w1,...,w,) es una base
de 4, entonces [ es un isomorfismo y su inversa estad dado por el
endomorfismo g : V' — V definido por g(w;) = v;.

Prueba: Supongamos que € := (wi,...,w,) es una base de V. Asi, todo
w €V se escribe de manera tinica como w = \jwy +...+ )\nwnd:ef)\lf(vl) +
et A f(vp) = f( M1+ ...+ A\yoy). Asi, f es sobreyectivo y por ende un
isomorfismo (pues dimy (V') < +00).

Por dltimo, basta notar que (go f)(v;) = v; para todo i € {1,...,n} y por
ende (go f)(v) =v para todo v € V (pues Z es una base), i.e., go f =Idy
y por ende g = f1. Ol



MATRIZ DE CAMBIO DE BASE

Supongamos que dimg (V) =ny sean B = (e1,...,en) y B = (v1,...,0p)
dos bases de V. Asi, existen dnicos p;; € k tales que

v; =pij€1+...+ ppjeépn para todo je {17 e 7n}‘

Asi, consideramos la matriz invertible P que expresa %’ en términos de %4

pir - P1; 0 Pin
P=|pa - pi - pin|€GLu(k)
Pn1 =t DPnj 0 Pnn

llamada matriz de cambio de base de # a %', y denotada Mat4(%').

Ejercicio importante

Sea P! = Mat g (). Verificar que Mat z(%') = Matz z (Idv) y que
Mat g (%) = Matg »(1dy ), es decir, podemos visualizar Py P! como
V.2) =5 (V.8) y (V.8) 2% (V.8).
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CAMBIO DE COORDENADAS

Sean Z =(e1,...,en)y B =(v1,...,v,) bases de V. Asi, para todo v eV
V=T1€1+ ...+ Tpey Y V=TIV ...+ T U,

donde las z; (resp. x;) son las coordenadas de v respecto a & (resp. #').
Luego, v € V se representa, respecto a 'y %', como el vector columna

Cambio de coordenadas

Con la notacién anterior, tenemos que X = PX’, donde P = Mat»(%#').

Prueba: Si escribimos v; = 2?21 pije; y v € V arbitrario con v = Z;‘:l x;

n n / n noo . N ..
entonces v = Zj:1 Dict T;Dijei = Yicl (Zj:lpw.z/j) e;. Como v =37, x;e;,
tenemos al comparar coordenadas que x; = .7 pij:Z?;-, e, X =PX'. [

11/25

vj,



TEOREMA DE CAMBIO DE BASES

Teorema (cambio de bases)

Sea u:V — W aplicacién lineal, con dim (V') =n y dimg (W) = m. Sean

B, ' bases de V'y €, €' bases de W. Si A =Maty 5(u) € Mpmxn(k) y si
P =Matg(#') € GL, (k) y Q = Maty(%¢") € GLy,, (k) son las matrices de

cambio de base, entonces

Matgr z(u) = Q"L AP

.

Prueba: El diagrama siguiente

A=Maty z(u
(v, %) e (W)
Matgg(%")=PT lQ‘l—Ma‘c%/(%))
(V. %" (W,¢")

Q' AP=Matq gz (u)
es conmutativo, i.e., PA = Matyr g (u)Q, i.e., Matgr g(u) = Q'AP. O

SiY=AX, X=PX'yY=QY:Y'=Q 'Y =Q'AX = (Q 'AP)X". J

12/25




RANGO Y CAMBIO DE BASES

Notacién: Sea 0,4 € Mpq(k) la matriz nula de p filas y ¢ columnas.

Sea A= M,,xn(k) ysear=rg(A). Entonces:
Q Existen P e GL, (k) y Q € GL,,,(k) tales que

_ I O -

1 T r,n-r

AP = ’

Q (Omr,r Omr,nr)

@ Reciprocamente, si existen P € GL, (k) y Q € GL,,(k) tales que

Q—IAP _ (0 Is Onn—s )

m—s,s Om—s,n—s

- . def
entonces necesariamente se tiene que s =r=rg(A).
v

Prueba: Sean (e1,...,e,)y (f1,---, fm) las bases canénicas de k" y k™, y
sea uy : k™ — k™ la aplicacién lineal asociada a A.

13/25



RANGO Y CAMBIO DE BASES

Prueba (continuacién): Para @, consideramos (wq,...,w,) € k™ base de
Im(uyg) y la completamos en una base € = (w1, ..., wy,) de k™.

Sean vy ...,v, € k™ con uu(v;) = wj para todo j, y sea (e1,...,£4) una
base de ker(us). Demostrando el Teorema del rango vimos que Z :=
(v1,...,Vp,€1,...,64) €s una base de k™. Por definicién:

Maty z(ua)= 5 Y ).
’ Omfr,r Om—r,nfr
Dado que AdifMat(fi)v(ej)(uA), el Teorema de cambio de base implica que
Maty z(ua) = Q 'AP para P,(Q matrices de cambio de base.

Para @, la existencia de P, matrices invertibles tales que Q'AP tiene
la forma del enunciado, implica que existen bases (v1,...,v,) de k" y
(w1, ..., wy) de k™ tales que u(v;) = w; paraie{1,...,s} y u(v;) = 0 para
je{s+1,...,n}, ie, Im(u) = Vecty(wy,...,ws) y luego s =rg(A4). [

14 /25



RANGO DE LA MATRIZ TRANSPUESTA

Decimos que A, B € M,,«,, (k) son equivalentes si existen P € GL, (k) y
Q € GL,,(k) tales que Q' AP = B. Por el resultado anterior:

Py @ son equivalentes < rg(A) =rg(B).

Otra consecuencia importante del resultado anterior es que el rango de una
matriz también corresponde al nimero maximo de filas que son L.i.:

Sea A € My,.n(k). Entonces, rg(A) =rg(*A). |

Prueba: Sea r = rg(A). Por el resultado anterior, existen P € GL, (k) y
Q € GL,, (k) matrices de cambio de base tales que

Q—lAP _ Ir Or,n—r y Iuego tP tA tQ—l _ IT‘ Or,m—r
Om—'r,r Om—'r,n—r On—r,'r On—r,n—r
de donde deducimos que 7 = rg(‘A) gracias al resultado anterior. O
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MATRICES EQUIVALENTES Y SEMEJANTES

Un caso particular importante de cambio de base, cuando V=W, Z=%y
PB' =€ es el siguiente:

Sea u: V — V endomorfismo, y Z y %’ dos bases de V. Si consideramos
A =Matg(u) e My,(k) y P=Matyz(%') entonces

Mat g (u) = P"LAP.

Decimos que A, B € M,,(k) son semejantes si existe P € GL,, (k) tal que
P7YAP = B, es decir, si Ay B representan (en bases diferentes) el mismo
endomorfismo de k™.

V.

/\ Veremos que la relacién de semejanza es mucho mas sutil que aquella
dada por el rango (equivalencia). Esto dltimo serd la motivacién principal
para estudiar diagonalizacién de endomorfismos durante el curso.
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36. OPERACIONES ELEMENTALES
SOBRE FILAS Y COLUMNAS



OPERACIONES ELEMENTALES (COLUMNAS)

Sea A € Mpyxn(k), y sean (e1,...,e,) y (f1,...,fm) las bases canénicas
de k™ y k™. Consideremos las operaciones elementales dadas por:

@ Intercambiar columnas C; y Cj de A < A~ A P(i,j) donde
P(i,7) es la matriz de permutacién asociada al automorfismo de
k™ dado por e; = €j, ej — e; y eg — e; para todo £ #14,j. E.g.

1 00
P(2,3) = (() 0 1]eGLs(k).
010

@ Multiplicar C; por \j #0 < A~ A-D;(\;) con D;(A;) € GL, (k)
matriz diagonal con coeficiente d;; = 1 para i # j y con dj; = A;.

© Sumar \C; a Cj (i #j) & A~ A-B;j(A\) con B;j(A) :=1, +AE;;,
i.e., sumamos A a I, en la i-ésima fila y j-ésima columna:

1 A

By = " . |eGLa(k)
1

17 /25



REDUCCION DE COLUMNAS

Operaciones columna determinan bases para Im(A) y ker(A). J

Realizando operaciones elementales sobre columnas obtenemos una matriz

00 - 00 - 0

1
/ * 0
s | :
Doox 1 E
* ok * 0 - 0
donde las columnas C]'- =0si j>rydonde Cf,...,C] € k™ son li, ie.,

Im(A) =Im(A") = Vecty(Cy,...,C)) y luego r = rg(A).
La matriz A" cumple A’ = AP donde P ¢ GL, (k) corresponde a las op-

eraciones elementales efectuadas. Como ker(A’) € Vecty(eys1,...,en) y
A" = AP, ker(A) = Vecty(Pys1,...,P,) esta dado por el espacio generado
por las dltimas (n —r) columnas de P.

18/ 25



EJEMPLO CONCRETO

1 2 3 4
Sea A= (1 3 6 6 ) € M3,4(R). Realizando operaciones columna
3 8

15 16 | C2—C2-2C,

Cy—~Cy—4C4

OO O MW =
O O~ Ol W N

N = O

o W O

=N O

C3~C3-3C1
_

S OO =W = =

|
\V]

O O =

|
w

S = O

|
W

= O O

C3~C3-3C>
_

Cy—~Cy-2Co

OO O HlWw = =

obtenemos Im(A) = Vectr((1,1,3),(0,1,2)) (primeras columnas de A") y
que ker(A) = Vectg((3,-3,1,0),(0,-2,0,1)) (ultimas columnas de P’).
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OPERACIONES ELEMENTALES (FILAS)

Sea A € M« (k) y consideremos las operaciones elementales por filas:
© Intercambiar filas F; y Fj de A & A~ P(i,j)- A.
@ Multiplicar Fj por \; #+0 < A~ D;(\;)- A con Dj(\;) € GL, (k)
matriz diagonal con coeficiente d;; = 1 para i # j y con d;;j = A;.
© Sumar \F; a Fj (i #j) & A~ Bjij(\)- A con Bj;(A) :=1, +\Ej;.

20 / 25



REDUCCION DE FILAS

Operaciones fila determinan ecuaciones para Im(A) y ker(A). J

Realizando operaciones elementales sobre filas obtenemos una matriz

0 1 % % oo e %
0 0 0 1 = - =

" :
A" = 0 oo e e 1 % %
0 o+ o o 0 - 0

donde las filas F{" =0 si j > y donde FY',..., F}" € k" son L.

La matriz A” cumple A” = QA donde @ € GL,,(k) corresponde a las op-
eraciones elementales efectuadas, con ker(A) = ker(A”) y rg(A4) =rg(A”).

Si x = (x1,...,2,m) € k", el sistema lineal A”x = 0 provee ecuaciones
para ker(A), ysiy = (y1,.--,Ym) € k™ entonces y” := Qy cumple que
Yy, = =yy =0 son ecuaciones para Im(A).
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EJEMPLO CONCRETO

1 2 3 4
SeaA=|1 3 6 6 |eMsu(R) la matriz del ejemplo anterior.
3 8 15 16

Realizando las operaciones fila Fy — Fy—Fy, F3— F3-3F, y F3 — F3-2F,
obtenemos (Ejercicio)

12 3 41y 12 3 4 r
1 3 6 6|y |=—] 0 1 3 2 Yo — Y1
3 8 15 16| ys 00 0 0ys—yi—2u
Luego, obtenemos las ecuaciones A" y”’
] 1 +220+3w3+4x4=0
ker(A) —{ o + 35 + 224 = 0

y Tm(A) = {y¥ = 0} = {y3 — y1 — 252 = 0} c R3.
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ADVERTENCIA SOBRE OPERACIONES SIMULTANEAS

Tal como se aprendié en primer afio, el proceso de reduccién de columnas
(resp. filas) permite calcular A™! si A € GL,,(k):

En el caso en que A € GL,, (k) la etapa final de la reduccién se lee como
A'=AP =1, (resp. A" =QA=1,)yluego P=A"" (resp. Q= A71).

/\ Es muy importante elegir si hacemos operaciones sobre columnas o
sobre filas, pero no mezclarlas.

De hecho, el siguiente ejercicio muestra que las (nicas matrices para las
cuales podemos hacer esto son los miiltiplos de la matriz identidad:

Ejercicio: Sea A € GL, (k) y supongamos que AB = BA para toda B €
GL,, (k). Probar que A = \1,, para cierto \ # 0.
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§7. POLINOMIOS DE
ENDOMORFISMOS



POLINOMIO APLICADO A UN ENDOMORFISMO

Sea V un k-e.v. y sea u: V — V un endomorfismo.

n veces
Notacién: «° = Idy, u' := u, u? = wowu,...,u™ := uo - o u. Mas
generalmente, si P € k[X] esta dado por P(X) = ag+a1 X +as X%+ ...+

adXd, entonces definimos

P(u) := agIdy +aju + asu? + . .. + agu® € Endg (V).
Por definicién de multiplicacién de polinomios y composicién de funciones:

La aplicacién
E[X] - Endg(V), P~ P(u)

es un morfismo de k-algebras, i.e., es k-lineal y si P, € k[ X] entonces

PQ v P(u) 0 Q(u).

La construccién anterior funciona del mismo modo para A € M,,(k), donde
P(A) = Qo In +a1A + a2A2 P oo adAd € Mn(k)

v
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POLINOMIO APLICADO A UN ENDOMORFISMO

Ejemplo: Sea P(X)=X*-1en k[X], yseau:V -V un endomorfismo.
Q@Sik=R, P(X)=(X-1)(X+1)(X%2+1) y luego
P(u) = (u—-1Idy) o (u+1dy) o (u? + Idy).
Q@ Sik=C, PX)=(X-1)(X+1)(X-0)(X+17) y luego
P(u)=(u-Idy)o (u+Idy)o(u—-ildy) o (u+ildy).

Sea u:V — V endomorfismo tal que dimy (V') = n es finita. Entonces,
existe P e k[X] tal que P#0y P(u) =0. J

Prueba: Como Endy (V') 2 M, (k) = k™" tiene dimensién n2, los n2 + 1 vec-

tores Idy,, u, u?, ...,u”2 de Endg (V') son L.d., i.e., existen ag,aq,...,a,2 €
k no todos nulos tales que agIdy +aju+. .. +anzu”2 =0 en Endg (V). Asi,
basta escoger P(X) :=ag+a1 X +...+ aan”2 e k[ X]~ {0}. O

25 / 25



