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0. NOTACION



NOTACION Y ABREVACIONES

Durante todo el curso denotaremos
N%40,1,2,3,...} y N2%{123 ..}

ademas de las notaciones estandar Z, Q, R, C, F,, (p primo), etc.
Usaremos las siguientes abreviaciones:

o cf. (confer): "comparar con".

o e.g. (exempli gratia): "por ejemplo".

@ i.e. (id est): "es decir".

La notacion f: A <> B (resp. f: A - B) indica que f es una funcién
inyectiva (resp. sobreyectiva).



31. ESPACIOS VECTORIALES



DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Sea k un cuerpo (e.g. k=Q,R,C,F,, etc).

Un k-espacio vectorial (k-e.v.) es un grupo abeliano (V,+) dotado de
una operacion externa llamada multiplicacién por escalares

def

ExV —V, (\v)— A-v= v
verificando
Q@ lv=vyX-(\N-v)=(N)-v,
Q@ N+t N)v=Xv+XN-vyX-(v+v)=X-v+ -0
Decimos que v € V' es un vector y que A € k es un escalar.

Los ejemplos mas tipicos de k-espacios vectoriales son:
Q k" {(x1,...,x,) tal que cada ; € k}.
@ M, xn (k) matrices de m filas y n columnas. E.g. M, (k) := My, (k).

© k[X] anillo de polinomios en una variable X



SUB-ESPACIOS VECTORIALES DE V', UN k-E.V.

Un subconjunto W € V' es un sub-espacio vectorial (sub-e.v.) de V si:
© (W, +) es un subgrupo de (V. +), es decir:
(a) 0eW.
(b) Si wy,wy €W, entonces wy + wo € W.
(c) SiweW, entonces —w e W.

@ W es estable por multiplicacién por escalares, es decir:
(d) SiweW y Aek, entonces \w e W.

Ejercicio: Sea W ¢ V' subconjunto no-vacio. Pruebe que W es un sub-e.v.
si y s6lo si Vwy,ws € Wy VA €k se tiene que A\wy +ws € W.
Por ejemplo:
Q Si1<m<n, entonces W :={(z1,...,2mm,0,...,0), x1,..., 2y €k}
es un sub-e.v. de V = k",

@ Sea deN, entonces kyg[ X ] :={P € k[X], gr(P) <d} es un sub-e.v.
de V = k[ X].

4 /17



APLICACIONES LINEALES Y ENDOMORFISMOS

Una funcién ¢ : V' — W entre dos k-e.v. es una aplicacién lineal si
preserva la suma y multiplicacion por escalares, es decir:
Q p(v1+v2) =p(v1) +@(ve) para todos v1,ve € V. Asi, ©(0y) = Oy .
Q@ p(\v) =X p(v) paratodos veV y X ek.

En el caso particular en que V = W, una aplicacion lineal ¢ : V — V es
llamada un endomorfismo de V.

v

Ejercicio: Demuestre que una funcién ¢ : V. — W es lineal si y sélo si
©(Avy +v2) = Ap(v1) + p(v2) para todos vy, v € V 'y Aek.

Por ejemplo:
@ La derivada (formal) d: k[ X] — k[ X ], P~ P’, donde se define
P(X)=a,X"+...a1X +ag+ P'(X) =na, X" +...+2a2X +ay,
es un endomorfismo de k[ X].
@ La funcion ¢ : k% » k2, (2,9) = (—x,z + 2y) es lineal, pero la funcién
Y k? > k2 (z,y) = (~z,z +2y +1) no es lineal.
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ESPACIOS VECTORIALES ISOMORFOS

Decimos que ¢ : V — W lineal es un isomorfismo si ¢ es biyectiva y
@ LW -V es lineal. Ademas, decimos que V' 'y W son isomorfos si
existe un isomorfismo entre ellos, y en tal caso escribimos V = W.

Si ¢:V — W es lineal biyectiva, ¢! : W — V es automaticamente lineal.

Prueba: Sea 1 := ¢!, y sean wy,wy € W y X € k arbitrarios. Como ¢
biyectiva, 3! v1,v9 € V con ¢(v;) = w;. Asi, dado que ¢ es lineal

o(Av1 +v2) = Ap(v1) + o(v2) B Mwy + we. (%)
Aplicando ¢ ™' €74 a (), y recordando que 1 o ¢ = Idy,, obtenemos
Y(Awy +wz) = (P o) (Avy +v2) = Ay + vgdéf)\lb(wl) +Y(we),
pues ©(v;) = w; equivale a ¥ (w;) =v;. Asi, 1 : W -V es lineal. O
Ejercicio: Pruebe que k4[X] = k%! para todo d € N.



32. FAMILIAS GENERADORAS,
LIBRES, BASES Y DIMENSION



SUB-ESPACIO VECTORIAL GENERADO POR ScV

Sea V un k-e.v. y sea S €V un sub-conjunto no-vacio.
Se define el sub-e.v. generado por S como?
Vecty,(S) := {\v1 +...,\v, donde r e N*L, v; € Sy \; € kY,

es decir, el conjunto formado por todas las combinaciones lineales finitas de
elementos de S (es decir, el sub-e.v. mas pequefio de V' que contiene a ).

“En inglés, Vecty(S) se escribe Span, (S) o simplemente Span(S).

Convencién y Notacidn

@ Es comin definir Vecty (@) := {0}.

@ Si S={v1,...,v} conjunto finito, escribimos Vecty(v1,...,v;).

Por ejemplo, si S = {v} consiste en un tnico vector entonces
Vecty (S) € Vet (v) = {\v, Aek}
es el sub-e.v. dado por todos los miiltiplos del vector v e V.
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FAMILIAS GENERADORAS

Un sub-conjunto S € V' es una familia generadora si V = Vect(5), i.e.,
todo elemento de V' es combinacién lineal de elementos de S.

Decimos que V es finitamente generado si existe un conjunto finito

S ={v1,...,v,} tal que V = Vecty(vi,...,vy).

/\ Toda familia conteniendo una familia generadora es generadora. J

Ejemplos:
@ k" estd generado por los vectores
e1:=(1,0,...,0), e2:=(0,1,0,...,0),..., e, :=(0,...,0,1).

@ Los monomios { X"}y generan k[ X ], ya que todo polinomio
P € k[ X] se escribe de manera tinica como una combinacién lineal
finita P=ap+a1 X +...+agX%



DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Los elementos de S € V' son linealmente independientes (l.i.) y que
S €V es una familia libre si

Para todos r € N*!', vy ... v, € S distintos, y \i,...,\r € k se
tiene que \1v1 + ...+ A\v,. =0 implica A\ =...= )\, = 0.

Sino, los elementos de S son linealmente dependientes (I.d.): 3r € N*!,
Jwq,...,v, € Sdistintosy 3 A\1,..., )\ € k no todos nulos tales que se
verifica A\jv1 + ...+ A\ = 0 (y luego v; = ¥, %vj si \; #0).

Q Si S={vy,...,v,} finito, los vy,...,v, € V son Li. si para todos
A, oo A€k, Avr + ...+ A\yu, =0 implica Ay =...= )\, =0.

@ SiTcScV, entonces S libre implica T libre, y T' l.d. implica S |.d.
© Si 0€ S entonces S es |.d.

V

Por ejemplo, {e1,...,e,} en k™ esli. pues Ajej+... )\nendg()\l, cesAn) =0
implica que Ay =... =\, =0.



BASES

Una familia 2 = {v;};c; €V es una base de V si todo v € V se escribe de
manera (nica como combinacién lineal de los v;, i.e., si

© % es una familia generadora, y
@ Z es una familia libre.

En particular, Z = {v1,...,v,} es una base de V si: para todo vector
v eV, existe un dnico (Aq,...,\,) € k™ tal que v = v +...+ Aoy,

Ejemplos importantes:

Q {e1,...,e,} en k" es llamada la base candnica.

@ La matriz elemental E;; € M., (k) es la matriz con sus coeficientes
0 excepto en la fila i y la columna j, donde vale 1. Toda A € My« (k)
se escribe de manera Gnica como A = 31 1<j<n @ij Bij, €s decir,
{Ei;}1<i<m, 1<j<n €s una base de M,y (k).

Q {1,X,X?%...,X% es una base de kq[X].

Q@ { X"}y es una base de k[ X].
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BASES ORDENADAS Y COORDENADAS

Si # = (v1,...,v,) es una base ordenada de V, entonces todo v € V' se
escribe de forma tnica como

V=211 + ...+ TpUnp,
y decimos que (z1,...,x,) € k" son las coordenadas de v respecto a A.
Asi, la eleccién de una base ordenada % nos da un isomorfismo

g k" >V, (x1,...,2,) = T101 + ... + TpUp.

/\ En lo que sigue, todas las bases seran ordenadas. |

Observacién: Intuitivamente, el entero n € N mide los “grados de libertad”
que tenemos en V cuando es un k-e.v. finitamente generado. Esto se
formaliza en el concepto de dimensién, discutido en primer afio:

11 /17



ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA

Teorema (click aqui para ver su demostracién)

Sea V un k-e.v. finitamente generado. Entonces:

© Existen bases de V, y todas tienen e/ mismo cardinal dim (1),
llamado la dimensién de V' sobre k.

@ De toda familia generadora .% € V' podemos extraer una base. En
particular, Card(.#) > dimy (V). Mas atn, si Card(.%) = dimy (V')
entonces .# es una base.

@ Si.Z7 cV es una familia l.i., entonces Card(.%) < dimy (V). Mas adn,
si Card(.#) = dimg (V') entonces .# es una base.

@ Toda familia l.i. puede completarse en una base.

@ Todo sub-e.v. W cV es de dimensién finita < dimy (V). Mas adn, si
dimg (W) = dimg (V') entonces W = V.

v

/\ En todo lo que sigue, diremos que un k-e.v. es de dimensién finita en
lugar de que es finitamente generado. )
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https://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat210/Resumen_MAT210.pdf#section.8

IMAGEN DE FAMILIAS POR APLICACIONES LINEALES

Sea f:V — W aplicacién lineal y sea .# = (v1,...,v,) € V. Entonces:
Q Si finyectivay Z es li., f(F)<W esl.i.
@ Si f sobreyectiva y .7 es generadora, f(.%) c W es generadora.

© Si f biyectiva y .Z es una base, f(:#) € W es una base. Asi,
dimg (V') = dimg (W) = n en este caso.

Prueba: Para @ supongamos que A1 f(v1) +...+ A\ f(vp) =0 en W, ie,
F(\v1+...+\vy) =0 pues f lineal. Como f inyectivay f(0) = 0, entonces
MU +...+ A =0en Vyasi \y=...=)\, =0 pues .% es l.i.

Para @, sea w € W arbitrario y sea v € V tal que f(v) = w (f sobreyectiva).
Como .% genera V, v = A\jv1+. ..+ A\, para ciertos \; € k. Asi, tenemos que

w=f(v)=fAv1+...+Avn) = A1 f(v1) +...+ A f(vn) € Vecty (f(F)).

Para @, tenemos que f(.%) es libre y generadora por @ y @, y luego una
base. Ademas, dim (V') = Card(.%#) =n = Card(f(%)) = dimg(W). [
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CARACTERIZACION DE E.V. DE DIMENSION FINITA

Sean V,W dos k-e.v. de dimensién finita. Entonces:
Q V 2 k", donde n = dimg (V).
@ V =W siy sélo si dimg (V') = dimg(W).

Prueba: Para @, si n = dimy (V') entonces la eleccién de una base B c V
provee un isomorfismo @z : k™ 5v. Reciprocamente, si f : k™ 5V es un
isomorfismo, entonces por el resultado anterior n <" dimy, (k™) = dimy (V).
Para @ se procede de manera analoga:
(=) Si V=W entonces dimy (V') = dimg (W) por el resultado anterior.
(<) Si dimg (V) =dimg(W) =n, VzEk"y W 2 k" por @, y luego V= W.
Asi, los k-e.v. de dimensién finita estan caracterizados por su dimensién.  [J
Ejemplos:

Q dimy(My,xn(k)) = mn. En particular, M, (k) = ™.

@ dimy,(k4[X]) =d+ 1. En particular, k[ X] = k91 .



33. NUCLEO, IMAGEN Y TEOREMA
DEL RANGO



KERNEL E IMAGEN

Sea f:V — W una aplicacién lineal. Se define:
© El kernel (o niicleo) de f es el sub-e.v. dado por
ker(f):={veV, f(v)=0}cV.
Por linealidad, f es inyectiva si y sélo si ker(f) = {0}.
@ La imagen de f es el sub-e.v. dado por
Im(f) = f(V)E{f(v), veV}c W,
En particular, f es sobreyectiva si y sélo si Im(f) = W.

© SiIm(f) es de dimensién finita 7 € N (e.g. si V o W son de dimensién
finita), r = dimy Im( f) es llamado el rango de f, denotado rg(f).
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TEOREMA DEL RANGO

Teorema del rango

Sea f:V — W una aplicacion lineal. Si V' es de dimensién finita, entonces
dimg (V') = dimy ker(f) +rg(f).
En particular, f es sobreyectiva < dimy (W) = dimg (V') — dimy ker( f).

Prueba: Sea n := dimg (V) < +o0 y d := dimy ker(f), donde d < +oo y d < n.
Sea % = (ei1,...,eq) una base de ker(f). Como Im(f) esta generada por
n vectores (imagen de una base de V), r := rg(f) % dimy Im(f) < n.
Sea (wi,...,w,) base de Im(f) y sea v; € V tal que f(v;) = w; para

ie{l,...,r}. Veamos que & := (e1,...,eq4,w1,...,w,) €s una base de V:
P genera V: SiveV, f(v) = Mwi + ...+ \w, S fo1 + ...+ Aoy) y
luego v — A\jv1 — ... = \pup = pgeg + ... + pgeq € ker(f), i.e., v € Vecty(24).
P es Li.: Si A\jvp + ...+ \ovp + pier + ...+ pugeg = 0 entonces 0 = f(0) =
AMwi + ...+ Awy y luego A\ = ... = X\ =0 pues (wi,...,w,) es li. Asi,
prer + ...+ pgeq =0y luego py = ... =pug =0 pues (e1,...,eq) es Li.

Concluimos asi que dimy, (V') = Card(#) = d+r < dimy ker(f) +rg(f). O
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CONSECUENCIA DEL TEOREMA DEL RANGO

Observacién: Intuitivamente, el Teorema del rango se visualiza pensando
que los vectores de V' (donde hay dimy (V') grados de libertad) se dividen
en aquellos que son enviados a 0 € W por f (donde hay dimy ker(f) grados
de libertad) y aquellos que son enviados a vectores no-nulos en W por f
(donde hay rg(f) grados de libertad), i.e., dimy (V') = dimy ker(f) +rg(f).

Sea f:V — W aplicacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién
finita tales que dimy (V') = dimy(W). Entonces, son equivalentes:

© f es biyectiva (i.e., f es un isomorfismo).
@ f es inyectiva.
© f es sobreyectiva.

Prueba: @ implica @ y @. Si f es inyectiva (resp. sobreyectiva) entonces
ker(f) = {0} (resp. Im(f) = W) y luego dimy ker(f) =0 (resp. rg(f) =
dimy (W) = dimg(V)). Por el Teorema del rango, rg(f) = dimg(V) =
dimy (W), i.e., f sobreyectiva (resp. 0 = dimy ker(f), i.e., f inyectiva). [
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