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Problema 1 (100 puntos)

Considere la matriz

0 1 0
A=|-5 4 1] ¢ Mg(R)
-2 1 2

Puede usar directamente, sin demostracion, el hecho que A = 2 es un valor propio de A.

a) (15 pts) Determine el polinomio caracteristico de A, jes A trigonalizable sobre R?

(
(b) (15 pts) Determine bases para los espacios propios de A.

d

) ( )
) ( )
(¢) (20 pts) Determine el polinomio minimal de A, jes A diagonalizable sobre R?
(d) (20 pts) Determine una base de vectores propios generalizados de A para R3.
) ( )

(e

30 pts) En caso de existir, determine la descomposicion de Dunford A = S+ N, con S diagonalizable y N nilpotente.

Soluciéon:

(a) Desarrollando la ultima columna, calculamos

X 0 X -1 X -1 9
PaX)=|5 X-4 -1 |=—(-1)|5 [|[+&-2|% v ,|=-E-2+X-2)(X*-4X+5)
2 -1 X-2

y astl Pa(X) = (X —2)3. Como P4(X) escinde sobre R, la matriz A es trigonalizable.

(b) Para determinar V5 = ker(B), con B := A — 213, calculamos

-2 1 0 x 0
-5 2 1 y| =10 ©y=22, 2=00—-2y==x
-2 1 0 z 0

y asi (z,y, 2) = (x,2z,z) = x(1,2,1), i.e., Vo = Vectr((1,2,1)).

(¢) Calculamos que

-2 1 0\ /-2 1 0 -1 0 1
B*=(A-2L?=(|-5 2 1||-5 2 1| =(-2 0 2| yque B> =(A—-25)°=0
-2 1 0/ \-2 1 0 -1 0 1

Luego, ma(X) = (X —2)? y por ende A no es diagonalizable, pues m 4 no posee raices simples?.

(d) Por definicion, V(9) = ker [(A — 2I3)3] = R? pues (A — 2I3)® = 0. Asi, cualquier® base de R? es una base de vectores
propios generalizados de A (e.g. Z = (e1, €2, e3) base canénica de R?).

(e) La descomposicion de Dunford existe pues P4 escinde sobre R. De acuerdo al algoritmo visto en clases, fijada la base
del ftem (d) (e.g. base canénica %), se escribe la matriz de u4 : R — R3 en dicha base (e.g. Matg(ua)) = A) y se
resta la matriz diagonalizable AI5 = 215 para obtener una matriz nilpotente en dicha base (y luego se regresa a la base
original). Para % base canonica no es necesario hacer cambio de base y obtenemos directamente

2 00 -2 1 0
S=2I3=(0 2 0| yluegp N=A-S=|-5 2 1
0 0 2 -2 1 0

1 Alternativamente, se puede desarrollar arbitrariamente y se obtiene P4 (X) = X2 —6X?2 4 12X — 8 y, usando que A = 2 es una raiz, se obtiene
por divisiéon euclideana que Pa(X) = (X — 2)(X2 —4X +4) = (X —2)3.

2 Alternativamente, por el item (b) tenemos que dimg Vo = 1 < mult,g(2) = 3, y luego A no es diagonalizable.

3Por otra parte, mas adelante veremos que eligiendo la cadena de Jordan v1 = (1,2,1), v2 = (0,1,1) con Bvs = v1, y v3 = (0,0,1) con
Buvs = v2, podemos obtener una base donde u4 se escribe en forma canénica de Jordan.



