PAUTA QUIZ 1 — ALGEBRA LINEAL AVANZADA (MAT210, 2025-1)

PROFESOR: PEDRO MONTERO, AYUDANTE: MADELINE CASTRO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Problema 1 (60 puntos)

Sea n € NZ! y sea o € S,, una permutacion.
(a) Pruebe que (o) = e(o1).

(b) Suponga ahora que n = 2m es par y que

o:(n,n—l,...73,2,1)d:e(<i nil o ”52 ”;1 Tf)

Escriba o como producto de transposiciones y calcule (o).
)

(c) Sea u: RS — RS endomorfismo tal que u(e;) = ep, u(ea) = es, u(es) = eq, u(es) = e3, ues) = ez y u(eg) = e1, donde

B = (e1,...,e) es la base canénica de RS. Calcule det(u).

1 1

Solucién: Para (a) basta notar que si o = 7y - - - 7,. producto de transposiciones, entonces o~ ! = 7.+ -7 y luego o y o~
tienen la misma paridad!. Para (b), utilizamos el algoritmo visto en clases para escribir (m,m+1)-(m—1,m+2)---(3,2m—
2)-(2,2m—1)-(1,2m) -0 = Id y luego 0 = (1,2m) - (2,2m—1)--- (m—1,m+2) - (m,m+1). Asi, (o) = (—1)™ = (=1)"/2,
Para (c), observamos que det(u) = detg(u(er),...,u(es)) = detg(esy, .- e0i)) = (o) detg(er,...,e6) = (o), donde
o= (6,5,4,3,2,1) € Se. Por el item (b) con m = 3, tenemos que det(u) = (-1)3 = —1.

Problema 2 (40 puntos)

Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y sea u : V — V un endomorfismo tal que u? = wu.

(a) Pruebe que X € {0, 1} son los tinicos posibles valores propios de A. De ejemplos para V = R? en donde u tenga solamente
A =1 como valor propio, solamente A = 0 como valor propio, y donde tenga dos valores propios distintos.

(b) Demuestre que V' = ker(u) @& Im(u).
Indicacion: Notar que para todo v € V se tiene v = u(v) + (v — u(v)).

Solucién: Para (a), consideramos v € V '\ {0} y notamos que si u(v) = A entonces Av = u(v) = u?(v) = A\2v. Como v # 0,
entonces A = A\? y luego A € {0,1}. Los ejemplos pedidos se obtienen al considerar endomorfismos u 4 : R? — R? asociados

a las matrices
(10 10 . 0 0 2
A= (0 1) , (O 0) o bien (O 0) , donde claramente A° = A.

Para (b), notar que si v € ker(u) N Im(u) entonces v = u(w) para cierto w € V y luego u(v) = u?(w) = u(w) = v, como
u(v) = 0 pues v € ker(u), concluimos que ker(u) N Im(u) = {0}. Por altimo, por la Indicacion, v = u(v) + (v — u(v)) donde
u(v) € Im(v) y donde (v — u(v)) € ker(u) pues u(v — u(v)) = u(v) — u?(v) = 0, y con ello V = ker(u) & Im(u).

L Alternativamente, dado que e(o) € {£1}, basta notar que 1 = ¢(Id) = (0 - 07 !) = £(0) - (0™ 1), y luego e(c) = (o).



