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1. Sea V2 R™ y sea @ : V — R una forma cuadratica no-degenerada de signatura (1,n — 1).

(a) Probar que existe un vector no-nulo x € V' tal que Q(z) > 0.

(b) Seax € V como en (a), y consideremos L = Vectg(x) la recta generada por . Probar que la restriccion
de Q a H := L+ es definida negativa.

(¢c) Sea B:V xV — R la forma bilineal simétrica asociada a @, y sea y € V tal que B(z,y) = 0. Probar
que Q(y) <0,y que Q(y) =0siysolosiy=0.

2. Sea @ : R? — R la forma cuadratica dada por
Q(z,y,2) = 22 +y* + 2% — 4(xy + yz + 22).
(a) Descomponer @, usando el método de reduccion de Gauss, como combinacion lineal de cuadrados de

formas lineales independientes. Determinar la signatura y el rango de Q.

(b) Determinar una base de R? ortogonal respecto a Q.
3. Sea @ : R? — R la forma cuadratica dada por Q(x,vy,2) = 2 — 2yz — xz.

(a) Determinar el rango y la signatura de @. Encontrar una base de R?® ortogonal respecto a Q.

(b) Para cada real t € R, sea ITI; C R3 el plano de ecuaciéon 3z + 2y + tz = 0. Determinar los valores
de t € R para los cuales II; contiene un vector isétropo no-nulo, y aquellos ¢ € R para los cuales la
restriccion de @ a II; es degenerada.

A

4. Sea A € M, (R) una matriz real anti-simétrica (i.e., ‘A = —A). Demostrar que e es una matriz ortogonal.

5. Sean p,q € N tales que p + ¢ = n. Probar que los grupos ortogonales O(p, q) = O(g,p) son isomorfos.
Deducir que si @Q y @’ son dos formas cuadraticas reales, entonces el hecho que O(Q) = O(Q’) no implica

necesariamente que @ ~ @’ son equivalentesﬂ

6. Sean f : R - Ry g: R — R dos funciones reales continuas en el intervalo cerrado [a,b]. Demostrar la

desigualdad
b b
g\/ [ o dt-\/ [ o2 a

7. Sea V' = Ry[X] el espacio vectorial real de polinomios con coeficientes reales en la variable X de grado
< d. El objetivo de este ejercicio es estudiar los llamados polinomios de Legendre.

b
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(a) Probar que la relacion
1
Q)= [ PuQ(w
-1
define un producto escalar sobre V.

(b) Sea m € Ny definamos
1 d™ m
L) = g g (@ = D™}

Probar que L,, es un polinomio de grado m y que (Lo, ..., Ly) es una base de V. ;Cudl es el coeficiente
principal de L,,? Calcular L,,(1).

(¢) Calcular (L;, X*) para k < j. Deducir que (Lo, ..., L) es una base ortogonal de V.
(d) Calculalﬂ la norma || L]

8. Sea V = R"™ un espacio vectorial real. El objetivo de este ejercicio es determinar condiciones necesarias y
suficientes para que una norma en V sea euclideana (i.e., que esté inducida por un producto escalar).

1Sabemos gracias a §33 que el reciproco es cierto, i.e., si Q ~ Q' entonces O(Q) = O(Q’).

2m 2
2Recordar la identidad fgm sin?m+19 dg = %
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(a) Supongamos que V' es un espacio euclideano. Probar que para todos x,y € V se verifica la ley del
paralelégramo
Iz +ylI* + [l =yl = 2(l=]* + [ly]1*),

y deducir que la formula de polarizacion (ver §29) es equivalente a la formula

eyl — e -yl

(z,y) 1

(b) Supongamos que V es un espacio vectorial real arbitrario (no necesariamente euclideano) y sea @ :
V — R20 una funcién que verifica para todo x,y € V la relacion

Qr+y)+Qz —y) =2(Qx) + Qy)). (%)

Probar que en este caso se tiene

RQr+y+2)+Q)+Qy) +Q(2) =Qr +y) +Qy +2) + Q2 + )

para todos x,y,z € V.
Indicacion: Usar (%) para calcular Q(x +y+ 2), Qx+y—2) y Qx —y — 2).

(¢) Con la misma notacion e hipotesis que en (b), probar que la funcion B : V x V' — R definida por
B(z,y) == Qz +y) - Qz) — Qy) verifica B(z +y,2) = B(x,2) + B(y, 2).

(d) Sea N : V. — R=2% una norma en V (ver §24). Demostrar que N es una norma euclideana (i.e.,
N(z) = \/{z,z) para algin producto escalar (-,-) en V) si y s6lo si

N(z +y)* + N(z —y)* = 2(N(2) + N(y))*
para todos z,y € V.
(e) Deducir que las normas || ||1 ¥ || - [|oo en R™ (definidas en §24) no son normas euclideanas.

Sea V = R"™ un espacio euclideano, y sean v : V — V y v : V — V dos endomorfismos. Probar que
(uov)* =v*ou*y (u*)* = u.

Sea V = R"™ espacio euclideano. Probar que el conjunto S C End(V') dado por
S ={u:V — V endomorfismo simétrico} C End(V) = M, (R)

es un sub-espacio vectorial de End(V) y que dimg(S) = %

Sea V = R? un plano euclideano orientado y sean 6,6’ € R. Probar que las rotaciones 7y y rg: cumplen
TgOTe =Tg¢ 0T =Totg, "o =Idy y rr = —Idy.

Sea @ : R™ — R una forma cuadrética en R™ y sea A € M, (R) la matriz asociada a @) respecto a la base
canonica de R™. Sea A € R el valor propio mas grande de A. Demostrar que

Q(x1,...,xn) < Na? + ... +22)
para todos z1,...,x, € R.
Sea A € M, (R) una matriz real simétrica (i.e., A = ‘A). Probar que e es definida positiva.

Sea V = R™ un espacio euclideano y sea U C V un sub-espacio vectorial. Si denotamos por sy : V. — V
la simetria ortogonal respecto a U y por py : V — V la proyeccion ortogonal sobre U, probar que
det(sy) = (=1)4mU7) y tr(py) = dimg ().

Sea V' = R™ un espacio euclideano y sea v : V. — V una isometria (i.e., u € O(n)). Probar que u
es diagonalizable (sobre R) si y solo si u es una simetria ortogonal (i.e., existe un sub-espacio vectorial
U CV tal que u = sy).

Dar un ejemplo de una matriz simétrica compleja que no sea diagonalizableﬂ
Sea V = R? un plano euclideano orientado.

(a) Probar que para toda reflexion s : V' — V se cumple

L(s(x),s(y)) = —L(x,y) méd 27Z.

3Por otro lado, sabemos que toda matriz simétrica real es diagonalizable (ver §36).
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(b) Sean z,y,z € V \ {0} vectores no-nulos. Probar que £(x,y) + £(y,2) = 4(x,z) méd 27Z, que
L(y,z) = L(z,—y) mdd 27Z, y que £(x,—y) = £L(x,y) + 7 mdd 2rZ.

Determinar (usando las ideas vistas en §37) todos los elementos del grupo O(1,1) C GL2(R) definido en
§33.

Sea V = R3 un espacio euclideano orientado.

(a) Sea r € SO(3) una isometria directa y sea r, € SO(3) una rotacién respecto a un eje L C V. Probar
querorpor~t e SO(3)y que tr(roryor!) =tr(ry), y deducir que 7 ory or~! es una rotacion de
eje (L) y de mismo angulo que rp,.

(b) Deducir que el grupo SO(3) de isometrias directas de V no es conmutativo.

Sea V = R? un espacio euclideano, y sean L, Ly C V dos rectas distintas. Sea 1 : V' — V una rotacién
de eje Ly y m2 : V — V una rotacion de eje Ly. El objetivo de este ejercicio es estudiar la rotacion r1 o rs.

(a) Sea Il C V el plano que contiene L y Lo. Justificar que podemos escribir r; = sgposm, ¥ 72 = Smosm,,
donde II; (resp. II5) es un plano que contiene Ly (resp. Lo).

(b) Calcular 71 o ry en términos de sy, sm, v Sm,, ¥ deducir que 71 o ro es una rotacion de eje I1; N 1I,.

Sea V = R? un espacio euclideano orientado y IT C V un plano. Si si; : V — V es la reflexion respecto a
II, probar que —spy es una rotacion de angulo 7 de eje IT-+.

Demostrar que la matriz real

1 -2 -1 2
A==-12 -2 1
1 2 2

es una matriz de rotacion (i.e., A € SO(3) y tr(A4) < 3). Determinar su eje y angulo de rotacion.
Considerar la cénica C' C R? dada por
2?2 + 12zy — 4y* = 30.

Determinar una base ortonormal en la cual C' admite una ecuacién reducida. Describir explicitamente
dicha ecuacion reducida y deducir la naturaleza geométrica de C. Calcular sus ejes y sus vértices.

Considerar la superficie cuadrica S C R? dada por
zy+zrz+yz+2y+1=0.

Determinar una base ortonormal en la cual S admite una ecuacién reducida. Describir explicitamente
dicha ecuacién reducida y deducir la naturaleza geométrica de S.

Considerar la superficie cuadrica S C R? dada por
224y 422 -2y + 202 4+3x—y+2+1=0.

Determinar una base ortonormal en la cual S admite una ecuacién reducida. Describir explicitamente
dicha ecuacion reducida y deducir la naturaleza geométrica de S.

Sea V = R? espacio euclideano y sea S C V un elipsoide o un hiperboloide de dos hojas. Probar que para
todo punto p € S la interseccién 7,5 NS es exactamente el punto p.



