Nombre y apellido :

Certamen 3 MAT210

ROL :

INSTRUCCIONES GENERALES:

La evaluacién comenzard a las 10:00 AM del dia Sabado 8 de Agosto de 2020 y debe ser entregada a
mas tardar a las 22:30 PM del dia Sdbado 8 de Agosto de 2020.

Lea con cuidado cada una de las preguntas y responda justificando de forma clara, concisa y ordenada.

Se pueden utilizar los apuntes del curso durante la evaluacién. Es importante destacar que sélo se
supondran conocidas las nociones vistas en el curso y en la ayudantia, y todo argumento utilizando
resultados adicionales (no justificados) no serd considerado.

Pruebas donde se detecte copia, plagio de respuestas en Internet, utilizacion de software para efectuar
calculos, y/o cualquier situacién de fraude académico seran calificadas con nota cero. En particular,
todas las respuestas deben desarrollarse usando la notacién del curso. Cabe destacar que AULA
cuenta con un sistema de deteccién de plagio.

La evaluacion debe ser enviada a través de la plataforma AULA en un dnico archivo PDF, el cual
debe contener la resolucién de la evaluacién, la cual debe estar escrita a mano. Adicionalmente, el
archivo debe tener por nombre C3_MAT210_Apellido_Nombre.pdfl

Los problemas son independientes y pueden ser abordados en el orden que usted prefiera.

Importante: El objetivo de este certamen es desarrollar correctamente tres problemas, el objetivo
no es terminar todo el certamen. Especificamente:

(a) Cada estudiante debe escoger 3 problemas a desarrollar, entre un total de 5 problemas.

(b) En la primera pégina, junto con su nombre, se deben mencionar los 3 problemas escogidos.

(c) Solo se corregirédn 3 problemas. En caso de que una persona desarrolle mas de 3 problemas, sélo
se consideraran los 3 primeros de acuerdo al orden en que aparezcan en la hoja de respuestas.

(d) Adicionalmente a los 3 problemas escogidos, se podran desarrollar problemas ”Bonus” de manera
totalmente opcional para tener puntos extra. La correcciéon de los problemas ”Bonus” sera
dicotémica (0 o 5 puntos, no habrd puntaje intermedio).

Notacién: Durante todo el Certamen, denotaremos por k un cuerpo arbitrario (a menos que se especifique
lo contrario) y por V' un k-espacio vectorial de dimensién finita dimg (V) =n > 1.

Tabla de puntajes: Puntaje base: 1 punto.
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Problema 1 (33 puntos)

El objetivo de este problema es describir una forma cuadratica especifica y describir el lugar geométrico
que define.

Durante todo este problema, nos ubicaremos en el k—espacio vectorial k% de coordenadas (z,v, z) respecto
a su base canénica ¢ = (e, e2,e3), donce k = R en los puntos (a),(b),(c) y donde k£ = C en el punto (d).
Sea @ : k3 - k la forma cuadratica dada por

Q(z,y,2) = 22+ 3y* - 72% + dzy + 222 - 2y2.

a) Determinar la matriz A € M3 R) de Q respecto a la base candnica ¥ y describir la tinica forma bilineal
simétrica B : RB X Rg — R asociada a Q

(b) Utilizando el método de reduccién de Gauss, determinar una descomposicién de @ como suma de
cuadrados de formas lineales independientes. Deducir el rango y la signatura de Q.

(c¢) Deducir la naturaleza geométricaﬂ de la superficie cuddrica S ¢ R® dada por
S={(x,y,2) e R’ | Q(z,y,2) = 1}.

Sin hacer ningtn célculo adicional, justifique si es posible o no determinar una base de R? que sea
ortonormal respecto a Q).

(d) Para k = C, determinar una base de C3 que sea ortonormal respecto a Q.

Indicacion: Para Q(X1,...,X,) = f12+. ..+fg— 5+1 -. "_f5+q forma cuadrdtica en R"™, con f; formas
lineales, el cambio de variable en C" dado por g; :=1if; para j=p+1,...,p+q simplifica los cdlculos.
Solucién:

(a) La matriz A de @ en la base canénica estd dada por

1 2 1
A=12 3 -1
1 -1 -7

En particular, deducimoﬁ que la forma bilineal simétrica asociada a @) estd dada por
B((x1,y1,21), (T2, Y2, 22)) = 1272 + 3y1y2 — Tz122 + 2T1Y2 + 2T2y1 + T122 + T221 — Y122 — Y221

(b) El método de reduccién de Gauss da
Q(z,y,2) = a2 +3y* - 722 + dwy + 202 - 2yz = 2% + 22(2y + 2) + 3y - 722 - 22
=(x+QRy+2))"-(2y+2)"+3y" —-72"-2yz
2 2-(2 243y* -T2 -2
= (x+2y+2)% - 4y +4dyz + 22) + 32 - 722 - 22
=(z+2y+2)2 -y - 822 —6yz=(z+2y+2)* - (y° + 2y -32) — 822
=(z+2y+2)* - ((y+32)?-92°) - 82% = (x + 2y + 2)? - (y + 32)* + 2°.
Obtenemos asi una descomposiciéon de () como suma de cuadrados de formas lineales independientes
Q=fi-fi+f3

donde fi(x,y,2) =z+2y+z, fo(x,y,2) =y+3zy f3(z,y,2) = z. En particular, Q es de signatura (2,1)
y de rango 3 (no-denegerada).

'Es decir, determinar si es una cuddrica suave o singular, centrada o no, y (si corresponde) determinar si es un elipsoide o
un hiperboloide de una o dos hojas. jAtencién! No se pide calcular los ejes ni el centro de S ¢ R3.
2 Alternativamente, puede usarse la férmula de polarizacién para calcular B y a partir de B deducir A.



(c) La superficie cuadrica S es centrada pues () es una cuddrica no-degenerada. Sea B = (v1,v2,v3) la
base de R? dada porﬂ la base (pre-)dual de la base (fi, f2, f3) de (R3)*. Entonces, si (X,Y,Z) son
coordenadas respecto a 4, entonces

QX,Y,Z)=X>-Y?*+ 7>

es la ecuacién reducida de @). En particular, la cuddrica S dada por Q(X,Y,Z) =1 es suave, pues el
término constante ¢ = 1 es no-nulo. Finalmente, dado que la signatura de @ es (2,1) se trata de un
hiperboloide de una hoja.

Finalmente, si la forma cuadritica () admitiese una base ortonormal, entonces la matriz de @) respecto
a dicha base serfa la matriz identidad y en particular su signatura serfa (3,0), lo cual es imposible por
el Teorema de Sylvester.

(d) Consideremos el cambio de variable go(z,y,2) = ifo(x,y, 2) = iy + 3iz. Luego, Q : C3 —» C se escribe
como Q = fZ+ g3 + f5. La matriz de (f1, g2, f3) respecto a la base canénica dual de C? es

1 0 O
P=12 i 0
1 37 1

Luego, para calcular la base (pre-dual) asociada a 2 = (f1, g2, f3) calculamos tp-1.

-1

12 1 1 2% 5
‘Pr=lo i 3| =lo - -3
00 1 00 1

Luego, si denotamos v1 = (1,0,0),vs = (2i,-4,0),v3 = (5,-3,1) € C3, entonces & = (v1,v9,v3) es una
base de C? que es ortogonal respecto a Q.

Problema 2 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar bases ortogonales respecto a una producto escalar especifico.

Durante este problema V = R[X ]y = R? es el espacio vectorial real de polinomios reales de grado menos o
igual a 2 en la variable X. Para P,@Q € R[ X ], definimos la aplicacién

B(P.Q) = [ HP@Q) d

(a) Probar que B es un producto escalar en R[X ]2 y determinar la matriz A = Matyz(B) € M3(R) de B
respecto a la base % = (1, X, X?) de R[X].
Indicacion: Reducir los cdlculos a integrar en [0, 1], usando la paridad o imparidad de las funciones.

En lo que sigue, escribimos simplemente B(P, Q) := (P, Q):

(b) Utilizando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, construir a partir de la base % = (1, X, X?)
una base B-ortogonal &' = (Py, P, P») de R[ X ]s.

(c) Deducir una base B-ortonormal de R[X ]o.

(d) Sea M e M3(R) la matriz cuyos vectores columnas vy, vq,v3 € R3 estdn dados por las coordenadas
de los vectores e; = 1,e2 = X y e3 = X2 de R[X ]2 respecto a la base &’ = (P,, P, P,). Deducir la
factorizaciéon QR de la matriz M.

Solucion:

3En este punto en particular, no es necesario calcularla: basta con usar la existencia.



(a) Por linealidad de la integral, tenemos que B es lineal respecto a cada argumento (i.e., B es una forma
bilineal). Més ain, como PQ = QP en R[X] tenemos que B es una forma bilineal simétrica. Luego,
para probar que B es un producto escalar basta probar que es definida positiva:

B(P,P) = fll t|P(1)? dt.

Dado que integramos una funcién (continua) positiva o nula, el resultado es positivo o nulo y luego
B(P,P) > 0. Por otro lado, si B(P,P) =0 entonces estamos integrando en un intervalo cerrado una
funcién continua positiva o nula, por lo que necesariamente para todo ¢ € [-1,1] se tiene [t|P(t)?> =0y
luego para todo t # 0 en [-1,1] se cumple P(¢) = 0. Asi, el polinomio P admite una cantidad infinita
de raices y 1ueg(f| necesariamente P =0. Asi, B:V xV - R es un producto escalar, que denotaremos
B(P,Q) = (P, Q) en lo que sigue. Calculamos

1 1
(1,1>:f |t|dt=2f tdt=1,
-1 0

1
<1,X>:f 4t dt = 0,
-1
1 1 1
(1,X2):f yt|t2dt:2f t3dt = -,
-1 0 2
1 1
(X,X):/ [t]t? dt = =,
-1 2
1
(X,X2>:f1 i#)63 dt = 0,
1 1 1
<X2,X2>:f |t|t4dt:2/ o dt = =,
-1 0 3

donde las integrales nulas se obtienen gracias a la imparidad de las funciones. Luego,

—
S = O
(NS

D=
Wl

es la matriz de la forma bilineal B respecto a la base %.

(b) Utilizamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt usando el producto escalar B. Para esto,
definimos Fy := 1 y calculamos

| Po 1]
X2 P X2 p X2 1 X2 X 1
P2:X2_< 720)P0_< 721>P1: 2_( ?2> _( 72)X:X2_—.
| Pol 1Py I] 1X| 2

Ast, B' = (Py, P, Py) = (1, X, X% - %) es una base B-ortogonal de V.

(c) Para obtener una base B-ortonormal basta dividir cada elemento por su norma:

P, 1
PO’::—O:—:

IPof 11

P X
Pli=_—— = _-2X
AR

P X*-3 ) 1
Py = = =2\/§(X —-),

1P X2 - 5] 2

puesto que | X? - 3% = (X2 -3, X? - 5) = [ X*|P - (X*, ) + 1P = 5 -5+ 1 = 5%

4 Alternativamente, se puede escribir P(t) = ao + art + azt® y probar que ao = a1 = ag = 0, pero la ventaja del argumento
anterior es que es valido para polinomios de cualquier grado, ademaés de evitar hacer calculos.



(d) Dado que X?=(X?-1)+1-1, la matriz M estd dada por

10 3
M=fo 1 0
001

Dado que M es una matriz triangular superior con coeficientes diagonales positivos, tenemos que M = R
y Q =1, € O(3) verifican M = QR. Dado que la descomposicién QR es tnica, es necesariamente la
descomposicion desead

Problema 3 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar una isometria del espacio euclideano orientado R3.

Sea a € [-1,1] un pardmetro real. Sea A € M3(R) dada por

a? av1l-a2 V1-a2
A=|avV1-a2 1-a? -a
V1-a? —a 0

(a) Demostrar que A es una matriz ortogonal (i.e., A € O(3)) de determinante —1.

)
(b) Sea B =—-A. Probar que B € SO(3) y que es una matriz de rotacién para todo a € [-1,1].
(c) Para a =0, determinar el eje de rotaciéon L ¢ R?® de la matriz B.

)

(d) Para a =0, determinar la ecuacién del plano ortogonal IT = L* y el dngulo de rotacién 6 €] -, 7] de B.

Solucion:

(a) Sean vy = (a?,aV1-a2,V1-a2),v9 = (aV1-a2,1-a? -a),v3 = (V1-a2,-a,0) € R? los vectores

columna de A. Entonces,
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Luego, A € O(3) es una matriz ortogonal. Notar que v; x vy = v3 (resp. v; x vg = —v3) si y sélo si
A = (v1,v2,v3) es una base directa (resp. indirecta) de R?, lo que equivale a su vez a que det(A) = 1
(resp. det(A) = —1). Para verificar el signo de +vs en v; x vy basta calcular una coordenada. Por
ejemplo, la primera coordenada de vy x vy es

= >V1-a2-(1-a®)V1-a2=-V1-a2.

Luegﬂ det(A) = -1.

% Alternativamente, al aplicar el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a las columnas de A obtenemos la base
canénica de R® y luego Q = Is.
6 Alternativamente, se puede calcular que *AA =15 y det(A) = -1, pero hacerlo geométricamente es mucho més rapido.



(b) Dado que (v;,v;) = (—v;, —v;), las columnas de B siguen siendo ortonormale{] y luego B € O(3). Mas
atn, det(B) = det(-A) = (-1)3det(A) = (=1)(-1) = 1, por lo que B € SO(3). Dado que tr(B) =
—tr(A) = -1 < 3, concluimos que B es una matriz de rotacién.

(c) Para a =0 obtenemos que

0 0 -1
B=lo -1 o0
-1 0 0

Por lo que el eje de rotaciéon L estd dado por el espacio propio Vi = ker(B - 1I3) que calculamos
resolviendo el sistema

-1 0 -1}l]l=z 0 -r—-z
0 -2 0 y|=10]l=| -2y |=

o o O

-1 0 -1J\=z 0 -r—z
Luego, e = (1,0,-1) es un vector director de la recta L.

(d) El plano ortogonal II = L* estd dado por la ecuacién ((z,y,2),(1,0,-1)) =x -2 =0, i.e, z = z. Si
orientamos la recta L usando el vector director e = (1,0,-1), entonces el dngulo de rotacién 0 €] -7, 7]
verifica tr(B) = -1 =2cos(f) + 1, i.e., cos(#) = —1. Asi, el tnico valor posible de 6 €] —m, 7] es 6 = 7.

Problema 4 (33 puntos)

El objetivo de este problema es estudiar en detalles las propiedades de un endomorfismo particular en un
espacio hermitiano de dimension 3.

Durante todo este problema consideraremos el espacio hermitiano C? dotado del producto escalar complejo
estandar

(z,w) = z1W7 + zo9wW3 + z3W3,

para todos z = (21, 22, 23),w = (w1, w2, ws) € C3. Consideremos la matriz compleja

0 0 ¢
A=|i 0 0]eM3(C),
0 ¢ 0
donde ¢ € C es la unidad imaginaria.

(a) Sin calcular valores ni vectores propios, justificar que la matriz A es diagonalizable respecto a una base
ortonormal de C3. ;Qué se puede decir sobre los valores propios de A?

(b) Sea P(X) = P4(X) =det(XI3—- A) e C[X] el polinomio caracteristico de A. Calcular Q(X) := P(iX)
y determinar las raices de (. A partir de lo anterior, deducir los valores propios de A, los cuales seran
escritos de la forma \; = iw, Ag = iw? y A3 = iw> para cierto w € C a determinar.

(c) Sea 3 € {w,w2,w3}. Haciendo operaciones columnas sobre A — i8I3 o resolviendo un sistema lineal,
determinar un vector propio vg de A asociado al valor propio if.
Indicacion: Es mds rdpido considerar directamente 3, en lugar de tratar los tres casos por separado.

(d) Sea u: C3 — C3 el endomorfismo asociado a la matriz A. Determinar una base ortonormal % de C3
formada de vectores propios de A y determinar Mat z(u).

Solucion:

" Alternativamente, ‘BB = (- *A)(-A) = "AA = Is.



(a) Sean vy = (0,4,0),v2 = (0,0,7),v3 = (i,0,0) € C? las columnas de A. Entonces |v1| = |v2| = |vz] = 1
y (vj,vr) = 0 para j # k. Luego, A € U(3) es una matriz unitaria. En particular, el Teorema
espectral implica que A es diagonalizable respecto a una base ortonormal de C? y que los valores
propios Ar, A2, Az € C de A son de médulo 1, i.e., |\;| =1 para todo j =1,2,3.

(b) Dado que i% = —i, obtenemos al desarrollar la primera columna del determinante

X 0 = X 0 -
Q(X)=P(iX) =det(iXIz-A) = |- iX 0|=¢|-1 X 0[|=-i(X(X?)-(-1)(-1))=-i(X>-1).
0 -t 11X 0 -1 X

Luego, las raices de @) son las raices cibicas de la unidad dadas por w := exp(%), w? y wd = 1. Asf,
las raices de P(X) = Q(—iX) estdn dadas por \; = iw’ para j =1,2,3. Luego, los valores propios de A
son A = iw, Ao =iw? y A3 = iw> =4, donde w = exp(%).

(c) Calculamos ker(A —ifI3) resolviendo el sistema

-8 0 i T 0 z-Bx 0
i =i 0 yl1=10]l<=|z-By|=]0];
0 i —if)\z 0 y— Pz 0

y obtenemos que vg = (1,5%,8) € C? es un vector propio asociado a A = i3, para todo 3 € {w,w?,w?}.

(d) El teorema espectral asegura que los vectores propios v, = (1,w?,w),v,2 = (1,w,w?),vs = (1,1,1) son
ortogonales entre si. Asi, basta normalizar dividiendo por la norma de cada vector para obtener una
base ortonormal de C3

1 1 1
11 9 1 1 .
N2 e R e e R
w w? 1
para la cual se tiene
w 0 0

Problema 5 (33 puntos)

El objetivo de este problema es introducir el concepto de sucesion exacta de espacios vectoriales, y probar
un resultado importante que afirma que al tensorizar una sucesién exacta de espacios vectoriales obtenemos
nuevamente una sucesion exacta.

Sea k un cuerpo y sea {V), },ez una coleccién de k-espacios vectoriales indexada por los nimeros enteros,
i.e., para todo n € Z se tiene que V,, es un k-espacio vectorial. Para todo n € Z consideramos una aplicacién
lineal f,:V,, = V,+1. Diremos que la sucesién

fn—Q fn—l fn fn+1

v Vp-1 —> Vn - Vn+1 —

es una sucesion exacta si ker(f,,) = Im( f,,-1) para todo n € Z. Sean Vi, V5 y V3 tres k-espacios vectoriales
de dimensién finita y sean f: V) - Vo y g: Vo — V3 dos aplicaciones lineales. Consideremos la sucesion (.S)
dada por

0>V L1 %o,

donde 0 denota el k-espacio vectorial nulo, y la aplicacién lineal 0 - Vi (resp. V3 — 0) estd dada por
0+~ 0¢eV (resp. vs ~ 0 para todo vs € V3). Durante todo el problema asumiremos que (S) es exacta.




(a)
(b)

So

(a)

Demostrar que f es inyectivo, g es sobreyectivo, y Im(f) = ker(g). Deducir que go f = 0.

Sea W un k-espacio vectorial de dimensién finita y consideremos la sucesion (S) ® W definida por

OoVieWEVeW S VaeW -0,

donde F = foIdy y G = ¢ ® Idyy. Demostrar que Go F' = 0 y luego Im(F') € ker(G). Deducir que
existe una aplicacién lineal G : Vo @ W/(Im(F')) - V3@ W.

Probar que F' es inyectivo y que G es sobreyectivo.
Indicacion: Para la inyectividad, considerar una base de W'.

Para demostrar la inclusién ker(G) ¢ Im(F'), consideraremos la aplicacién
h:Vax W — Voo W/(Im(F))

construida de la manera siguiente: si (vs,w) € V3 x W entonces (gracias al punto (a)) existe vo € V5
tal que g(vz) = vs y considerar h(vs,w) como la imagen de ve ® w en el cociente Vo @ W/(Im(F)).
Demostrar que h esta bien deﬁnidaﬂ y que induce una aplicacion lineal

h:Vs@W — Vo W/(Im(F))

que es la inversa de G. Concluir que ker(G) = Im(F) y por ende que la sucesién (S) ® W es exacta.
Indicacién: Para concluir que ker(G) = Im(F') considerar ker(G).

lucion:
Por definicién, la sucesién (S) es exacta si y sélo si

(i) La imagen de 0 - V;, dada por 0 € Vi, coincide con el kernel de f. En otras palabras, ker(f) =0
y luego f es inyectiva.

(ii) Se cumple Im(f) = ker(g).
(ili) La imagen de g coincide con el kernel de V3 — 0, que estd dado por V3. En otras palabras,
Im(g) = V3 y luego g es sobreyectiva.
En particular, por el punto (ii), para todo v; € V; se tiene g(f(v1)) =0, pues f(v1) € Im(f) = ker(g).

Sea v1 ® w e V1 ® W. Entonces, la imagen de v1 ® w en Vo @ W es F(v1 ® w) = f(v1) ® w, y la imagen
de este tltimo tensor en V3@ W es G(f(v1) ® w) = g(f(v1)) ® w. Dado que la sucesién (S) es exacta,
tenemos que g(f(v1)) =0 y luego G o F' = 0. En particular, Im(F') ¢ ker(G). Luego, la propiedad
universal del cociente implica que existe una tnica aplicacién lineal

G:Vo@W/(Im(F)) - V@ W

tal que G([v2 ® w]) = g(v2) ® w, donde [v2 ® w] es la clase de vy ® w en el cociente Vo ® W/(Im(F)).

(c) Para la inyectividad de F' consideramos (wq,...,w,) una base de W. Entonces, para todo j =1,...,n

y todo vy € V] se tiene que F(v1 ® w) = f(v1) ®w =0 siy s6lo si f(v1) =0. Dado que f es inyectivo,
tenemos que v = 0 y luego v; ® w = 0. Para la sobreyectividad de G, notamos que para todo vz € V3
existe vg € V5 tal que g(v2) = v3, pues g es sobreyectivo. Luego, para todo vz € V3 y todo w € W se
tiene v3 ® w = g(v2) ® w = G(v2 ® w), y luego G es sobreyectivo.

(d) Veamos que h estd bien definida. Para esto, sean ve y vj son dos vectores en Va tales que g(ve) =

g(vh) = v3, y veamos que la imagen de vo ® w y v) ® w es la misma en el cociente Vo @ W/(Im(F')):

Dado que g(v2) = g(vh) = v3 tenemos que vy — v4 € ker(g) = Im(f), por lo que existe vy € Vi tal que
vo—vh = f(v1). Luego, va@w—-vh@w = (ve—v))@w = f(v1)®w = F(v1®w) € Im(F). Equivalentemente,
[ve ® w] = [v) ® w] en el cociente Vo ® W /(Im(F)).

8Es decir, si v2 y v son dos vectores en Va tales que g(v2) = g(vh) = vs entonces la imagen de v ® w y v ® w es la misma

en el cociente Vo @ W/(Im(F)).



Por otro lado, la aplicaciéon h es bilineal y por ende, gracias a la propiedad universal del producto
tensorial, induce una tnica aplicacién lineal

h:Vs®@W — Voo W/(Im(F))

tal que h(v3 ® w) = h(vs,w) = [vo ® w], donde vy € V3 es cualquier vector tal que g(vs) = v3. Luego, si
escribimos h(vs ® w) = [g(v2) ® w] con g(ve) = vs, entonces es claro que h es la inversa de G dada por
G([v2®w]) = g(v2) ® w:

W(G([v2@w])) =h(g(v2) @w) = [@w] vy G(h(vs@w)) =C([v2@w]) = [g(v2) ®w] = v3 ® w.

Luego, G y h son isomorfismos. En particular, ker(G) = ker(G)/Im(F) = 0 en Vo ® W/(Im(F)), i.e.,
ker(G) = Im(F'). Concluimos de este modo que la sucesién (5) ® W es exacta.

Bonus (30 puntos)

(B1)

Sea V un k-espacio vectorial de dimension n. Recordemosﬂ que el espacio proyectivo asociado a V'
es el conjunto cuyos elementos son los sub-espacios vectoriales de dimensién 1 de V. Explicitamente,

P(V) = {LcV|dim(L) =1}

De manera mds general, para todo d € {1,...,n — 1} definimos la grassmanniana Gr(d,V’) como el
conjunto cuyos elementos son los sub-espacios vectoriales de dimensién d de V, i.e.,

Gr(d, V) :={W c V| dimg(W) = d}.
Probar que la funcién
1 Gr(d, V) — P(N'V), W » N'W e ATV

estd bien definida y es biyectiva sobre su imagen.
Indicacién: Notar que la imagen de ¢ es el conjunto de rectas de N'V generadas por tensores simples.

Solucién: Si W ¢V es de dimensién d, entonces dimy, (A2 W) = (Z) =1, por lo que AW e P(AYV) es
una recta en A%V, y luego ¢ estd bien definida. Més aun, si (wy,...,wy) es una base de W, entonces
la recta AW estd generada por el tensor simple wy A - A wg. Reciprocamente, toda recta en A2V

generada por un tensor simple v; A --- A vg # 0 define un sub-espacio vectorial W := Vecty(v1,...,vq)
de dimension d de V.

Cultura general: Si k=R o k =C, Gr(d,n) es una variedad de dimensién d(n —d). Mas aun, la
funcién ¢ es llamado el incrustamiento de Plicker y permite ver a Gr(d,n) como una sub-variedad del
espacio proyectivo P(ACV) p(a)-1. Ademas, Gr(d,n) es interseccién de hipersuperficies cuddricas.

Probar que el grupo especial unitario SU(2) estd dado por

a

SU(2) = con a,b € C tales que |a|* + [b]* = 1
b a

Deducir que existe una biyeccién entre SU(2) y la esfera real de dimensién 3 en R* dada por

S? = {(21, 22, v3,24) € R* | 2% + 23 + 23 + 23 = 1} c R*.

Solucién: Seguimos el mismo método que utilizamos en §37 del curso para deducir la forma de
elementos de O(2), es decir, consideramos una matriz A € My(C) y escribimos

a ¢

b d

A:

9Ver (Certamen 2, Problema 5.


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat210/C2_Pauta.pdf

con a,b,c,d e C. Entonces, tenemos que

(=i

|| =

-c a

donde 0 = det(A) = ad — be. Luego, la identidad A*A = Iy y 6 = 1 implica que d =@ y ¢ = —b,
comparando las primeras columnas de A y (A*)~!. En particular, 1 = ad - bc = |a|?> + |b|*>. Por otro
lado, la igualdad det(A) = ¢ = 1 implica que las igualdades b = —c y @ = d, obtenidas al comparar las
segundas columnas, son equivalentes a las obtenidas al comparar las primeras columnas. Asi,

a
SU(2) = con a,b € C tales que |a|* + [b]* = 1
b a

En particular, escribiendo a = x1 +ixa y b= x3 +ix4, con z; € R obtenemos
. 3 . .
¢:SU(2) — §°, (x1 +izg,x3+ix4) —> (21,22, 73, T4)
la biyeccion deseada.

(B3) En R* con coordenadas (z,y,z,t) respecto a la base canénica % = (e1,es,e3,e4) consideramos los
vectores vy = (1,1,1,0) y va = (1,2,1,2). Calcular el producto exterior v A v € A2 R* =R’ y deducir
que v1 y vg son linealmente independientes. Considerando un vector arbitrario v = (x,7, z,t) e R y
calculando el producto v A vy Av e A*R* 2 R?*, deducir ecuaciones del plano IT = Vectg (v, v9) € R

Solucién: Escribimos v1 = e + e+ e3 y vo = e1 + 2e9 + eg + 2e4. Luego, calculamos v A v usando el
hecho que e; Ae; = —e; Ae;, y en particular e; A e; = 0:

1)1/\1)22(61+€2+63)/\(€1+262+63+264)

=261/\62+61 /\€3+2€1 /\€4+€2/\€1+€2/\€3+2€2/\€4+€3/\€1+263/\62+263/\64
—— ———— ———
=—e1Ael =—ejAe3 =—2egAes

=€1/\€2+2€1/\64—62/\€3+2€2/\€4+2€3/\64.

Asi, dado que v1 A vy # 0 en A2R* tenemos que v; y vy son linealmente independientes. Finalmente,
calculamos para v = (x,y, z,t) el producto

VI Av2 AV = (€1 Aeg+2e1 Aey—ex Aeg+2ex Aeg+2e3Aeq) A (e +yeg + zes +tey)

=zeiANeag ANeg+tei ANea Aeg+2yer Aegnex+2ze; AegAes—Tex AegAep

=—ejAegNeq =—ejAe3Neq =ej/N\egNes

—t€2/\63/\64+2l‘€2/\€4/\61+22€2/\64/\€3+2$63/\64/\€1+2y€3/\€4/\62

=ej1/\eaNeyq =—eaAe3Neq =e1/A\e3zNeq =egAezNeyq

(z—z)ernegnes+ (2 —2y+t)eg Aeanes+ (20 —22)eg Aesnes+ (2y—2z—t)ea Aes Aey
Luego, IT = {(x,y,2,t) e R* | z =z = 22— 2y + t = 0}.

(B4) Sean V' 'y W dos k-espacios vectoriales de dimensién finita. En particular, la aplicacién lineal

©:V W — Homy(V,W)

que envia cada tensor simple f ® w en la aplicacién lineal V.- W, v — f(v)w es un isomorﬁsmom
Probar que el nimero méximo de tensores simples necesarios para expresar un elemento arbitrario de
VeW es min{dimg(V'),dimg (W) }. En otras palabras, si definimos el rango de un tensor T'¢ V@ W

como
n
r(T)=min|neN|3(vy,...,vn) € V", (wi,...,wp) e W" tal que T'= > v; @ wj |,
Jj=1
OEn general, para un tensor arbitrario T = f1i @ w1 +...+ fr Qw, e V @ W con f1,...,fr € V' y w1,...,w, € W, tenemos

que ¢(T) es la aplicacién lineal V' — W que envia v — fi(v)wi + ...+ fr(v)ws.
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probar que el entero max 7(7T) es min{dimy(V"), dimg(W)}.
TeVeW

Indicacién: Considerar el isomorfismo ® : V @ W — Homy (V*, W).

Solucién: Usando el isomorfismo ® : V® W — Homy(V*, W) notamos que por definicién r(7T") =
rg(®(T")) coincide precisamente con el rango de la aplicacién lineal ®(7") : V* — W. En particular,
r(T) < min{dimg(V™*), dimg (W) } = min{dimy (V"),dimg(W)}. Luego,

Y - minddi . .
TEIXI/%)%/VT( ) = min{dimg (V'), dimg (W)}

Cultura general: El problema mas general sobre el nimero maximal de tensores simples necesarios
para escribir un elemento arbitrario de V1 ®---®V,;, donde los V;; son k-espacios vectoriales de dimensién
finita, es un problema muy dificil para d > 3. De hecho, es un problema abierto y la respuesta depende
del cuerpo k.

(B5) Sea V' = C™ un espacio vectorial complejo de dimensién n. Entonces, todo elemento de la potencia
simétrica SV se escribe como suma de tensores simples de la forma v---v = v¢, donde v € V. Probar
que todo elemento de S?V se escribe como la suma de a lo mas n tensores simples de la forma v?.

Indicacion: Identificar S*V con el espacio vectorial de formas cuadrdticas complejas.

Solucién: Sea (ey,...,e,) una base de V, entonces el dlgebra simétrica SV = C[Xy,...,X,] es
isomorfa al algebra de polinomios en n variables, donde el isomorfismo estd dado por e; — X; para
todo i = 1,...,n. En particular, S?V es isomorfo al espacio vectorial de polinomios homogeneos
de grado 2 en las variables Xi,...,X,, i.e., formas cuadréticas Q(X1,...,Xy). Luego, el método
de reduccion de Gauss nos dice que cada ) es suma de a lo mas n formas lineales independientes.
Equivalentemente, todo tensor en S?V se escribe como suma de a lo més dimc (V') tensores simples.

Cultura general: El problema mas general sobre el nimero maximal de tensores simples necesarios
para escribir un elemento arbitrario de SV, donde V es un k-espacio vectorial de dimensién n es
conocido como el problema de Waring. Para n y d arbitrarios sélo conocemos la respuesta a
esta importante pregunta cuando el tensor a descomponer es “genérico”, gracias a los trabajos de
Alexander y Hirschowitz en los afios 90, pero no para todos los tensores.

(B6) Sean V' y W dos k-espacios vectoriales de dimensién finita y sea u : V' — W una aplicacién lineal.
Supongamos que el rango de u es rg(u) = r € N. Probar que para todo d € {1,...,7} se tiene que el
rango de ATu: ATV = A2W, vy A Avg e u(vr) A Au(vg) es (;)

Solucién: Por definicién, la imagen de A% es AY(Im(u)) € A2 W y luego

rg (/\d u) = dimy /\d(Im(u)) = (dimk(fim(u))) = (2)

Observacién: Este cdlculo también demuestra que si d > r entonces A% = 0.
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