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Problema 1 (30 puntos)

Sean ay,...,a, € R, y considere la matriz
1 1 1
a az Qn
Alay, ... an) = . € M, (R)
ap™t et ar—!
El objetivo de este ejercicio es calcular V(aq,...,a,) := det(A(aq,...,an)).

(a) (10 pts) Considere el polinomio P(X) := V(aq,...,an—1,X) € R[X]. Determine el grado de P y su coeficiente principal,
asumiendo que V(ay,...,an—1) # 0.

(b) (10 pts) Justifique que cada ay,...,a,—1 es una raiz de P, y use esto para deducir una factorizacion de P.

(c¢) (10 pts) Usando induccion en n > 2 determine el valor de V(as,...,a,), y deduzca que A(aq,...,a,) € GL,(R) siy

sblo si todos los aq, ..., a, son diferentes.
Solucién:
(a) Al desarrollar V(ay,...,a,_1,X) respecto a la tiltima columna obtenemos una expresién de la forma P(X) = (—1)"*1.

1-Co+(—=1)"*2. X -Cy+...+(=1)"t". X"1.C,_; donde cada C; € k y donde por definicion Cy,,—1 = V(ay,...,an—1).
Dado que C,,_1 # 0, tenemos que P(X) es un polinomio de grado n — 1.

(b) Por propiedades del determinante, si dos columnas se repiten entonces el determinante es 0. Luego, P(a;) = 0 para
todo i € {1,...,n— 1}. Asi, P es un polinomio de grado n — 1 con n — 1 raices ay,...,a,—1 y por ende (por division
euclideana de polinomios) tenemos que P(X) = Cp—1(X —a1) -+ (X — ap—1), Le., P(X) = V(ay,...,an_1,X) =
Viay,...,an-1)(X —ay) - (X —ap_1).

(¢) Paran = 2 calculamos V (a1, a2) = (ag—ay). Luego, P(as) = V(ay,as,a3) = V(ay,as)(az—aq)(az—az) = (as—aqy)(az—

a1)(az —a1) y de manera similar, por induccion, obtenemos V' (ay,...,a,) = Hi<j(aj —a;). Asi, det(A(aq,...,a,)) #0
si y solo si a; # a; para todo i # j.

Problema 2 (30 puntos)
Durante este problema, considere

d
Considere el endomorfismo u : Ma(R) — M2(R), M — AM.

A= <(; b) € M3(R) una matriz fija.

(a) (10 pts) Determine Matg(u), con & = (Eq1, E12, Ea1, E22) € M>(R) base canonica dada por matrices elementales E;;.
(b) (10 pts) Calcule det(u), y pruebe que u € GL(M2(R)) si y solo si A € GL2(R).

(¢) (10 pts) Suponga que A es una matriz diagonal, jes u diagonalizable?.

s (1 0 s (01 s (0 0 s (0 0
Elld:f(o 0>7E12d:f(0 0>7E21d:F(1 O)’ yE22d:f(0 1)

Con esta notacion, tenemos que:

Solucién: Recuerde que

(a) Calculamos w(F11) = aF11 + cEa1, uw(E12) = aF1a + cEas, w(Fa1) = bE11 + dFE21 y u(Fas) = bE1o + dEss, v asi

Mat g (u) =

S0 o2
o O 8 O
o ULO o
QL O O

(b) Desarrollando por las primeras columnas obtenemos det(u) = a(ad? —bed) + c(—abd +b*c) = ad(ad —bc) — be(ad —be) =
(ad — be)? = det(A)2, y luego det(u) # 0 si y solo si det(A) # 0.

(c) Si A es diagonal b =c =0y luego Matg(u) es diagonal, y por ende u es diagonalizable.



Problema 3 (30 puntos)

Sea V un k-espacio vectorial de dimg(V) =n > 2,y sea u : V — V un endomorfismo. Decimos que un sub-e.v. W C V es
estable por u si u(W) C W (i.e., u(w) € W para todo w € W). Supondremos durante todo este problema que los finicos
sub-espacios vectoriales estables por u son W = {0} y W = V.

(a) (10 pts) Pruebe que u no posee valores propios.

Indicacion: Pruebe que si A € k es un valor propio, entonces necesariamente uw = A1dy, y lleqgue a una contradiccion
considerando la recta W,, = Vecty(v) generada por cualquier vector v # 0.

(b) (10 pts) Pruebe que para todo vector no-nulo z € V' \ {0}, la familia (z, u(z),u?(z),...,u""!(z)) es una base de V.

Indicacion: Suponga que son linealmente dependientes, y considere p < n — 1 y escalares ag,...,a,—1 € k tales que
uP(z) = apz + a1u(x) + ... + ap_1uP " (z). Llegue a una contradiccion, considerando W = Vecty(z,u(z), ..., uP~1(z))
y usando el hecho que {0} y V son los tnicos sub-e.v. estables por u.

(c) (10 pts) Demostrar que A = Matg, (u), donde B, = (z,u(z),u?(x),...,u""(z)) es la base construida en el item (b),
es independiente de la eleccion de » € V' \ {0}, i.e., si y € V' \ {0} entonces Matg, (u) = Matz, (u).

Indicacion: Considere by, ...,bn—1 € k tales que u™ (x) = boz + biu(x) + ...+ by_qu™"(z) y escriba Matg, (u) usando
dichos escalares. Justifique que u™(u'(z)) = bou'(z) + bru(u’(z)) + ...+ bp_1u™ 1 (ui(x)) para todo i > 1, y utilice esto
para deducir que necesariamente u™(y) = boy + byu(y) + ... + bp_1u™ (y).

Solucion:

(a) Si A € k es un valor propio entonces V\ = {v € V, u(v) = Av} es no-nulo y es estable por u. Luego, por hipotesis,
VA =V y por ende u(v) = v para todo v € V| i.e., v = ANIdy. Como dimg (V) > 2, la recta W, = Vecty(v) generada
por cualquier vector v # 0 cumple u(W,) C W, (pues u solamente reescala vectores) y luego tendriamos un sub-e.v.
estable por u que no es nulo y no es todo V', una contradiccion.

(b) Si z,u(x),...,u" 1 (x) son Ld. y escribimos u”(z) = apx + aju(z) + ... + ap—1uP~'(z) donde p < n — 1 es el maximo
entero tal que esto es posible (y por ende p < n). Sea W = Vecty(z, u(x), ., uP~1(z)) y notar que u(z) € W, u(u(z)) =
u?(z) € W,...,u(uP™t) = uP(z) = apx + ayu(z) +...+ap_quP~?!

x) € W, ie., u(W) C W y por ende deberiamos tener
que W = {0} (1mp051ble pues z # 0) o W =V (imposible pues p < n —1).

(c) Dado que %, es una base, existen by, ...,b,_1 € k tales que u™(x) = boz + byu(z) + ... + b,_1u" " (z) y luego, por
definicion, tenemos que

0 0 0 b
1 0 0 b
Mat g, (u) & ef 10 1 0 b
00 -+ 1 by
Dado que %, es una base de V, cualquier y € V se escribe de la forma y = Aoz + \u(z) + ... + A\, _ju" () para
tnicos Ay, ..., A\p—1 € k. Para determinar Matg, (u), con %, = (y,u(y),...,u""'(y)) calculamos
n—1
w(uH(y) Z un(y) = u (Z Nt (z ) Z Au” Z it (
i=0

n—1
= Z Aluz(bol‘ + blu(x) + e + bn—lun_l(x))

=0

(Z i u ) +biu <Z i u > by qu ! (S: )\lul(z)>
i=0

E boy + bru(y) + ...+ bp_1u" " (y).
Luego, Mat gz, (u) = Matg, (u).
Problema 4 (20 puntos)

Durante este problema puede usar directamente (sin demostracion) el hecho siguiente:

Hecho: Seaw : V — V endomorfismo de un C-e.v. de dimension finita dime (V') = n. Si P, (X) = det(X Idy —u) €
C[X] es el polinomio caracteristico de u y A € C es un valor propio de u, entonces dimc(Vy) < my, donde m) es
la multiplicidad de A € C como raiz del polinomio P,.

Sean > 2y sea A€ M,(C) matriz de rg(A) = 1. Pruebe que A es diagonalizable si y solo si tr(A4) # 0.
Indicacion: Recuerde que Pa(X) = X" —tr(A)X" 1 +...+ (—1)"det(A). Notar ademds que si A\ = 0 entonces Vy = ker(A).

Solucién: Por el Teorema del Rango, dim¢ Vj « dimcker(A) =n — 1, y luego A = 0 es una raiz de multiplicidad > n — 1
y luego Pa(X) = X" }(X — a) para algin a € C. Expandiendo, deducimos que a = tr(A) y luego: si tr(4) = 0 (resp.
tr(A) # 0) entonces dimg Vy < n 'y por ende no hay una base de vectores propios asociados al tinico valor propio (resp. existe
un vector propio v # 0 asociado a a # 0 y luego C" = Vy @ V,, y por ende existe una base de vectores propios de A).



