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CAPITULO 1

ESPACIOS VECTORIALES Y APLICACIONES
LINEALES

1.1. Definiciones generales

Definicion 1.1.1 (grupo). — Un grupo es un conjunto no-vacio G dotado
de una ley de composicién interna
GxG—G

(91,92) — 9192
que satisface las siguientes condiciones:

1. asociatividad: para todos g1, g2, g3 € G tenemos que

(9192)93 = 91(9293);
2. elemento neutro: existe un elemento e € G (necesariamente tinico) tal
que para todo g € G tenemos que

ge =e€eg = g;
3. inverso: para todo g € G existe un elemento ¢! € G (necesariamente
tinico) tal que

Observacion 1.1.2. — Un conjunto no vacio S dotado de una ley de com-
posicién interna asociativa y tal que existe un elemento neutro (es decir, que
verifica las condiciones (1) y (2)) es llamado un semi-grupo.

Decimos que el grupo G es abeliano (o conmutativo) si para todos
g1,92 € G tenemos que g1go = gog1- En cuyo caso, la ley de composiciéon
interna es generalmente escrita de forma aditiva g; + go, el elemento neutro
es denotado 0, y el inverso de g es llamado el elemento opuesto, el cual es

denotado —g.
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Definicion 1.1.3 (anillo y cuerpo). — Sea (A, +,-) un conjunto no-vacio
con dos leyes de composicion interna. Se dice que A es un anillo si:

1. (A, +) es un grupo abeliano.

2. (A,-) es un semi-grupo.

3. Para todos a,b,c € A se tiene que a(b+c) = ab+acy (b+c¢)a = ba + ca.
Ademds, se dice que A es un anillo abeliano si ab = ba para todos a,b € A.
Finalmente, diremos que un anillo abeliano k es un cuerpo si k # {0} y si
(k\ {0},-) es un grupo.

Ejemplo 1.1.4. —

1. Los enteros con la suma (Z,+) forman un grupo abeliano.

2. Si k es un cuerpo (como Q,R o C), (k,+) y (k\ {0},:) son grupos
abelianos. Mds generalmente, para un anillo A tenemos el grupo abeliano
(A,+) y el grupo multiplicativo (A%, -) de unidades de A (los elementos
de A que son inversibles respecto a la multiplicacién). En particular, si
k es un cuerpo entonces k* =k \ {0}.

1.1.1. El cuerpo F,. — El objetivo de esta seccién es recordar la con-
struccion del cuerpo finito [F),.

Definicion 1.1.5 (relacién de equivalencia). — Sea A un conjunto y sea
2 una relacién en A (es decir, un subconjunto #Z C A x A). Si para todo
(a,b) € A x A tal que (a,b) € Z escribimos a ~ b, entonces decimos que Z es
una relacion de equivalencia si es:

1. reflexiva: a ~ a para todo a € A,

2. simétrica: a ~ b si y sélo si b ~ a para todos a,b € A,

3. transitiva: si a ~ by b~ c entonces a ~ ¢, para todos a, b, c € A.

Definicion 1.1.6 (clase de equivalencia). — Sea Z una relacién de equiv-
alencia en A. Para todo a € A diremos que el conjunto

ae={bcAla~bl={becA|b~al

es la clase de equivalencia de a € A respecto a Z#, el cual es también
denotado a mod Z. En caso que la relacién & sea clara en el contexto,
escribiremos simplemente [a] o bien @.

Definicion 1.1.7 (cociente). — Sea Z una relacién de equivalencia en A.
El conjunto cuyos elementos son todas las clases de equivalencia es llamado
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conjunto cociente de A por Z, y serd denotado A/Z (o simplemente A/ ~
si la relacion Z es clara en el contexto). Explicitamente,

A% = {[a)a, a € A},
Las relaciones de equivalencia satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicion 1.1.8. — Sea Z una relacion de equivalencia en A. Entonces:

1. Para todo a € A,a € [alg. En particular, [alg # 0.

2. Si b € [a]g entonces a € [blg. Ademds, en este caso tenemos que
[a]z = [b]2-

3. Para todos a,b € A ya sea [a]lg = [b]lo o bien [algz N [blgz = 0. En
particular, A es la union disjunta de las clases [a]z.

Demostracion. — Ejercicio al lector. ]

Uno de los principales ejemplos de relacién de equivalencia es la congruen-
cia médulo n € N2,
Ejemplo 1.1.9. — Sea n € N2, Consideremos la relacion en Z dada por
a~b<sndvidea—b
& dk € 7Z tal que a — b = nk.

No es dificil verificar que la relaciéon anterior es en efecto una relacién de
equivalencia. Utilizaremos la siguiente notacién en lo que sigue:

» Si a ~ b, escribimos a = b (mod n) y diremos que "a es congruente con
b médulo n".
= La clase de equivalencia de a médulo n estd dada por

[al, ={b€Z|a=0b (modn)}.
s El conjunto de clases de equivalencia, "Z mdédulo nZ", es denotado por
Z/nZ = {[a],, a € Z}.
Por ejemplo, si n = 2 entonces observamos que
Oe={a€Z]a=0 (mod2)}={a€Z]|IkeZ, a=2k}

es el conjunto de enteros pares. De manera similar, [1]y es el conjunto de
enteros impares. Luego, el cociente Z/2Z = {[0]2,[1]2} es un conjunto con 2
elementos.

Recuerdo (division euclideana): Sean a,b € Z con b # 0. Entonces
existen unicos enteros ¢q,r € Z tales que a =bg+ 71y 0 < r < [b].
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FEjercicio 1.1.10. —

a) Utilizando la divisién euclideana en Z, demostrar que

Z/nZ = {[0]n, 1n, .-, [n — 1]n}

b) Demostrar que para todo a,b € Z se tiene que [a + b, y [ab],, dependen
sélamente de [al],, y [b]n, es decir, si @ = o' (mod n) y b =V (mod n)
entonces [a + b], = [@' + V], y [ab], = [a'V/],,. En particular, la suma
[a]ln + [b]n == [a + b], y el producto [a], - [b], := [ab], de clases de
equivalencias estdn bien definidos.

Lema 1.1.11 (Bézout). — Sean a,b € Z no nulos. Entonces existen x,y € Z
tales que ax + by = mcd(a, b).

Demostracion. — Sea S = {ax + by | x,y € Z} y sea d el menor elemento
en S N NZ!. Observemos que d divide a a. En efecto, la divisién euclidiana
permite escribir:
a=qd+r, conq,reZ0<r<d

Dado que a,d € S, tenemos que r = a — qd € S. Por otro lado, como d es
el minimo de S N N=! tenemos necesariamente que r = 0 (de lo contrario, se
obtiene una contradiccién con la minimalidad de d). Por lo tanto, d | a ("d
divide a a"). Andlogamente, d | b.

Finalmente, si d’ un divisor en comun de a y de b entonces d’' divide a todos
los elementos de S. En particular, d' | d y luego d’ < d. Se concluye de esta
manera que d = med(a,b) = axg + by para ciertos xg, yo € Z. O

Corolario 1.1.12. — Sea p un nimero primo. Entonces para todo a € Z tal
que pta, existe b € Z tal que ptb tal que ab =1 (mod p).

Demostracion. — Dado que p no divide a a € Z se tiene que mcd(a,p) = 1,
pues p es primo. Entonces, el lema de Bézout implica que existen z,y € Z
tales que ax + py = 1. Equivalentemente,

ax — 1 =p(-y)
Si definimos b = z, entonces ab = 1 (mod p). ]

Una consecuencia del corolario anterior es que para todo nimero primo p,
el conjunto
Z/pZ = {[O]I?’ [1]19’ s [p - l]p}
es un cuerpo (ver Definicién [I.1.3). En efecto, para todo [a], # [0], existe
[a], ! tal que [a], - [a], ! = [1];.
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Definicion 1.1.13. — Sea p un nimero primo. Denotaremos por F, al
cuerpo de p elementos (Z/pZ,+,-).

Ejercicio 1.1.14. — Calcular las tablas de suma y multiplicacién en Fs.

Ejercicio 1.1.15. — Sea p un nimero primo.
|

a) Sea k € {1,...,p— 1}. Probar que p divide a (}) = m.
b) Probar que para todos z,y € F, se tiene (z + y)P = 2P + yP.

1.2. Espacios vectoriales: definicién y ejemplos

Antes de dar la defincién formal de espacio vectorial, veamos tres ejemplos
importantes.

Ejemplo 1.2.1. —

1. Un ejemplo de un espacio vectorial sobre R es el espacio de dimensién 3
R? = {(x,y,2) | z,y,z € R}.

En este caso, el espacio vectorial nos es presentado como un conjunto de
n-tuplas (aqui n = 3) de «coordenadas».

2. Sean a,b € R. El conjunto .¥(a,b) de sucesiones (up)nen de nimeros
reales verificando la relacién de recurrencia lineal

(*) Up g2 = QUpy1 + buy

es un R-espacio vectorial. Dicho espacio es de dimensiéon 2, pues toda
sucesion verificando (E[) estd determinada por sus términos iniciales ug y
u1, que pueden ser escogidos arbitrariamente.

3. Sean a,b,ty € R. El conjunto .#(a,b) de funciones f : R — R de clase
©*° verificando la ecuacién diferencial ordinaria lineal

(E) f'@) =af'(t) + bf(t)
para todo t € R, es un R-espacio vectorial. Dicho espacio es de dimensién
2, pues toda solucion de (E]) estd determinada por las «condiciones ini-
ciales» f(to) v f'(to), que pueden ser escogidas arbitrariamente.
En los dltimos dos ejemplos, la eleccién de «coordenadas» para el espacio
< (a,b) no es para nada evidente. Una de las gracias del dlgebra lineal es que
ella permite describir simplemente todos los elementos de .#(a, b), una vez que
hemos elegido una base apropiada de dicho espacio.

Importante: La nocién de espacio vectorial estd definida para todo cuerpo
k (tales como Q,R,C o F)).
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Definicion 1.2.2 (espacio vectorial). — Sea k un cuerpo. Un k-espacio
vectorial V' es un grupo abeliano (V,+) dotado de una operacién «multipli-
cacién por escalares» (A, v) — A-v de k sobre V verificando las dos condiciones
siguientes:

(i) 1-v=vyA-(N-v)=(N) .

i) A+ XN)-v=Xv+XN- vy X - (v+V)=X-v+ 0.

Podemos memorizar la condicién (i) diciendo que «1 actia como la identi-
dad» y que la «multiplicacién por escalares es asociativar, y la condicién (ii)
diciendo que la «multiplicacién por escalares es compatible con la sumas.

Observacion 1.2.3 (vector nulo). — Dado que (V,+) es un grupo abeliano,
V posee un elementro neutro, que denotaremos provisoriamente Oy. Por ejem-
plo, si V = R? entonces 0y = (0,0,0).

Sea 0 el elemento cero del cuerpo k. Entonces la condicién (ii) implica que
para todo v € V se tiene

0-v=(04+0)-v=0-v4+0-wv,

de donde se deduce que 0 -v = 0y. En consecuencia, el vector nulo Oy sera
denotado simplemente (y por abuso de notacién) como 0. Asi, denotamos por
{0} al espacio vectorial nulo. Por ejemplo, en R? el espacio de soluciones del
sistema

r—y=20

r+y=0
es el espacio vectorial nulo {0} = {(0,0)}.

Terminologia: Sea k un cuerpo. Si V es un k-espacio vectorial, entonces
decimos que k es el cuerpo de escalares de V', que los elementos de k son
escalares, y que los elementos de V' son wectores.

Ejemplo 1.2.4. — Sea k un cuerpo.
1. Para todo n € NZ!, el conjunto
E" = {(z1,...,2p) | m;i € k}
es un k-espacio vectorial.
2. El conjunto My, x,(k) de matrices con m filas y n columnas con coefi-
cientes en k es un k-espacio vectorial. Si m = n, lo denotaremos simple-

mente M, (k).
3. El anillo de polinomios en una variable k[X] es un k-espacio vectorial.
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Definicion 1.2.5 (sub-espacio). — Sea V un k-espacio vectorial. Un sub-
espacio vectorial W de V es un sub-conjunto de V' que es un sub—grup y
que es estable por la multiplicaciéon por escalares.

En otras palabras, W C V es un sub-espacio vectorial si W # () y si para
todos wi,ws € Wy todo A € k, se tiene que A - wy + wo € W.

Ejemplo 1.2.6. —

1. El «plano horizontal»
II={(z,y,0) [z,y € R}

dado por la ecuacién z = 0, es un sub-espacio vectorial de R3.

2. El conjunto de matrices (ai;)i<i j<3 € M3(R) que son triangulares supe-
riores, es decir, tales que ao1 = az; = aze = 0, es un sub-espacio vectorial
de M3 (R)

3. El conjunto k4[X] de polinomios en X de grado < d es un sub-espacio
vectorial de k[X].

Definicion 1.2.7 (aplicacién lineal). — Sea k un cuerpo y sean V'y W dos
k-espacios vectoriales. Decimos que una funcién ¢ : V- — W es una aplicacién
linea si preserva la suma y la multiplicacién por escalares, es decir, si para
todos vi,v3 € V y X € k se tiene que

(o1 +v2) =p(v1) +¢(v2), @A v1) =A-p(v1).

Observacion 1.2.8. — Cabe notar que podemos reagrupar estas dos condi-
ciones en una sola:

(X v1 4 v2) = X-p(v1) + ¢(v2),
que a su vez es equivalente a la condicién siguiente:
P(A1-v1+ A2 - v2) = A1 p(v1) + A - p(v2)
para todos vi,v9 € V y A1, Aa € k.
Definicion 1.2.9 (endomorfismo). — Sea k un cuerpo y V un k-espacio

vectorial. Una aplicacién lineal ¢ : V' — V de V en si mismo es llamada un
endomorfismo.

(W Explicitamente, se verifica que (1) 0 € W, (2) si wi,w2 € W entonces w1 +w2 € W,y (3)
si w € W entonces —w € W.

() También se usan comunmente los términos transformacién lineal y (homo)morfismo
entre espacios vectoriales.
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Ejemplo 1.2.10. —

1. Sea V' = k[X]. La aplicacién d : V. — V que asocia a todo polinomio
P(X)=a,X"+...+a1X +ag su derivada P'(X) = na, X" ' +...+ oy
es una aplicacién lineal (endomorfismo).

2. Sea V. = %([0,1],R) el R-espacio vectorial de funciones continuas
f:[0,1] — R. Entonces la aplicacién

1
V - R, fr—>/f(33)d:17
0

es lineal, pero la aplicacion f fol f(x)? dz no lo es.

Definicion 1.2.11 (isomorfismo). — Sean V' y W dos k-espacios vectori-
ales, ysea ¢ : V' — W una aplicacién lineal. Decimos que ¢ es un isomorfismo
(de espacios vectoriales) si ¢ es una funcién biyectiva y si su funcién inversa
@ LW — V es lineal.

Observacion 1.2.12. — Es importante notar que la segunda condicién es
automaticamente verificada. En efecto, si escribimos ¢ = ¢! : W — V
y consideramos wy, w2 € W y A € k, entonces el hecho que ¢ es biyectiva
implica que existen v1, v € V tnicos tales que p(v1) = w1 y p(v2) = wy. Més
aun, dado que ¢ es lineal tenemos que

O(A-v1 +v2) = A @(v) + p(v2) = A wy + ws.
Aplicando v a esta ultima igualdad obtenemos
YA wy +wa) =X-v +v2 = A P(wr) + P(ws).
En conclusién, toda aplicacion lineal biyectiva es un isomorfismo.
Notacién: Sean V y W dos k-espacios vectoriales, y sea ¢ : V — W una
aplicacién lineal. Si ¢ es
1. inyectiva, escribimos ¢ : V — W.
2. sobreyectiva, escribimos ¢ : V. — W.
3. biyectiva, escribimos ¢ : V. =5 W.
Decimos que V' y W son isomorfos si existe un isomorfismo ¢ : V' =+ W entre
ellos. En este caso escribimos V =2 W.

Ejemplo 1.2.13. — El conjunto kY de todas las sucesiones (uy,)nen de ele-
mentos u, € k dotado de la suma y multiplicacién por escalares «término a
término», es decir,

(un)neN + (Un)neN = (Un + Un)neNa A (un)neN = ()\Un)nel\h
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es un k-espacio vectorial. Sean a,b € k y sea .#(a,b) el sub-conjunto de kN
formado por las sucesiones (uy)nen verificando la relacién de recurrencia lineal

(%) Upt2 = AlUpy1 + buy,.

Entonces .#(a,b) es un sub-espacio vectorial de kY. M4ds atin, la aplicacién
¢ .7 (a,b) = k% que a toda sucesién (up)nen le asocia el par (ug, u;) es lineal
(ejercicio); ella es sobreyectiva (pues podemos escoger arbitrariamente ug y
u1), e inyectiva (pues los u, estdn determinados a partir de ug y uj gracias
a la formula (¥)). Luego, ¢ : .#(a,b) = k? es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Ejercicio 1.2.14. — Sea k un cuerpo y sea kq[X]| el k-espacio vectorial de
polinomios con coeficientes en k en la variable X de grado < d. Demostrar
que kg[X] = k4L

1.3. Familias generadoras, libres, bases y dimension

Definicion 1.3.1 (espacio generado). — Sea V un k-espacio vectorial. Sea
S un sub-conjunto (finito o infinito) no-vacio de V. Denotamog®)|por Vecty ()
al conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de S, es
decir, al conjunto con elementos de la forma

o=Mvi+...\v,, dondere N2 v eS8, )\ €k

Dicho conjunto es un sub-espacio vectorial de V' (ejercicio). Mds ain, si W
es un sub-espacio vectorial de V' conteniendo a S, entonces W contiene toda
combinacién lineal o, es decir, contiene Vecty(S). Asi, Vecty(S) es el sub-
espacio vectorial mds pequeno de V conteniendo S, y lo llamamos el sub-
espacio vectorial generado por S.

Notacién: Si S = {vy,...,v,} es un conjunto finito de vectores, escribimos
simplemente

Vect(S) = Vecty(vi,...,vn) = {Av1 + ...+ Avn | A1, ..., A\ € k.

Definicion 1.3.2 (familia generadora). — Sea V un k-espacio vectorial.
Sea S un sub-conjunto (finito o infinito) no-vacio de V. Decimos que S es
un conjunto de generadores (o bien, una familia generadora) de V si
Vecty(S) =V, es decir, si todo elemento de V' se escribe como una combinacién
lineal de elementos de S. Mds aiin, diremos que V es finitamente generado

) También se usa comunmente la notacién inglesa Span($9).
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si posee un conjunto de generadores finitos, es decir, si V' = Vecty(v1,...,vn)
para ciertos vi,...,v, € V.

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que toda familia
conteniendo una familia generadora es generadora.

Ejemplo 1.3.3. — Sea k un cuerpo.

1. Para todo n € NZ1, el espacio k™ estd generado por los vectores
e1 =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1).

2. Los monomios X", donde n € N, generan el espacio vectorial k£[X]. En
efecto, todo polinomio P € k[X] se escribe como una combinacién lineal
finita: P =ag+ a1 X + ... + ag X%

Definicion 1.3.4 (dependencia lineal). — Sea V un k-espacio vectorial.
Sea S un sub-conjunto (finito o infinito) no-vacio de V. Decimos que los ele-
mentos de S son linealmente independientes (o bien, que S es una familia
libre) si no existen relaciones lineales no triviales entre los elementos de S, es
decir, si la condicién siguiente es verificada:

Para todo r € N2, todo conjunto de vectores v1,...,v, € S
distintos, y todo conjunto de escalares Ai,..., A, € k tenemos
que: si se verifica la relaciéon Ajvy + ...+ A\.v, = 0, entonces
AM=...= X =0.

En caso contrario, diremos que los elementos de S son linealmente dependi-
ente. En otras palabras, si existe una relacién lineal no trivial entre los elemen-
tos de S, es decir, si existe un entero r € NZ!, vectores vy, ..., v, € S distintos,
y escalares A1, ..., A\, € k no todos iguales a 0, tales que Ajvy + ...+ v, = 0.

Caso particular: La definicién anterior se simplifica si el conjunto
S ={v1,...,v,} es finito. En tal caso, los vectores vy, ..., v, son linealmente
independientes si:
Para todo conjunto de escalares Aq{,..., )\, € k tenemos que:
si se verifica la relacion lineal Ajvq + ... + A\yv, = 0, entonces
AM=...= A\, =0.
En caso contrario, tenemos que los vectores vy,...,v, son linealmente de-
pendientes si existen escalares Ai,...,\, € k no todos nulos, tales que
Av1 + ... + A, = 0. En este tltimo caso, si por ejemplo A; # 0, podemos
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expresar v; en funcién de los otros v; con j # i mediante
)\ .
V; = — E )\7]?]]
gt "
Observacion 1.3.5. — A partir de la definicién anterior se tiene que:

1. Toda sub-familia de una familia libre es libre.
2. Todo conjunto conteniendo un sub-conjunto linealmente dependiente es
linealmente dependiente.

Ejemplo 1.3.6. — Sea k un cuerpo.

1. En k™, el conjunto {ey,...,e,} es linealmente independiente. En efecto,
para todos A1, ..., \, € k tenemos que

Ate1+ ...+ e = ()\17'-‘7)\71),
por lo que si la suma a la izquierda es nula, entonces A\ = ... =\, =0.
2. En k[X], la familia de monomios { X" },cn es linealmente independiente.

En efecto, sean i; < ... < i, en N y sea A1,..., A\, € k todos no nulos,
entonces el polinomio

MXT L NXT
es no nulo. Esto demuestra que {X"},en es una familia libre.
3. Sik=Qy V = k? entonces los vectores v; = (1,0) y v2 = (—1,0) son
linealmente dependientes. En efecto,
1l-v14+1-v9=0,
pero (A1, A\2) = (1,1) # (0,0). Cabe notar que si k = Fy entonces v; = vs.

El siguiente lema caracteriza los conjuntos linealmente independientes in-
finitos.

Lema 1.3.7. — Sea V un k-espacio vectorial y S = {v;}icr una familia de
vectores indexada por un conjunto de indices I infinito. Entonces S es libre si
y solo si la siguiente condicion de unicidad es verificada:

Si tenemos una igualdad

Z)\jvj = Z,upvp, A€k, pp €k,

jeJ peP
donde J, P son dos sub-conjuntos finitos de I, entonces los con-
guntos {j € J | A\j #0} y {p € P | pup # 0} son iguales y, de-
notando por L dicho conjunto, tenemos que \p = g para todo
¢e L.
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Demostracion. — Supongamos que la condicién de unicidad es verificada. Si
tenemos una igualdad de la forma }..;
derecha corresponde a P = {): una suma indexada por () vale 0), entonces
{7 € J| \j # 0} es vacio, es decir, todos los \; son nulos, de donde se deduce
que S es una familia libre.

Ajv; = 0 (aqui, el término de la

Reciprocamente, supongamos que S es una familia libre, y que tenemos
jeg AjVj = 2_pep HpUp, como en la condicién de
unicidad. Entonces, tenemos que

0= > Nuj+ >, N—pvi— Y vy,

jeJ\P icJNP peP\J

una igualdad de la forma )

y como S es libre, esto implica que \j =0 = p, paraj € J\ Pype P\ J,
y que \; = pu; para todo ¢ € J N P, de donde se concluye que la condicién de
unicidad es verificada. O

Definicion 1.3.8 (base). — Sea V un k-espacio vectorial y {v;}ic; una
familia (finita o infinita) de vectores de V. Decimos que & = {v;}ics es una
base de V si todo vector v € V' se escribe de manera tinica como combinacion
lineal de los v;, es decir, si:

1. & es una familia generadora, es decir, para todo v € V, existe un sub-
conjunto finito J de I (que depende de v) y escalares \j € k, con j € J,
tales que v = 3. ; Ajvj.

2. A verifica la condicién de unicidad siguiente: si tenemos un segundo
sub-conjunto finito P de I y escalares j,, con p € J, tales que

v=D A=ty
jed peP
entonces el sub-conjunto L = {j € J | A; # 0} coincide con
{p € P | pp# 0}y para todo £ € L tenemos Ay = fiy.

Gracias al lema anterior, esto quiere decir que 4 es una familia libre y gener-
adora.

Caso particular: La definicién anterior se simplifica si el conjunto
B = {v1,...,v,} es finito. En tal caso, los vectores vy, ..., v, forman una
base de V si para todo v € V existe una tunica n-tupla (A1,...,\,) € k™ tal
que v = A1 + ... + ApUp.

Ejemplo 1.3.9. — Sea k un cuerpo.
1. SiV = k", la familia {eq,...,e,} dada por
er = (1,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),..., en = (0,...,0,1),
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es una base, llamada la base candénica de k™.

2. Si V. = Mpyxn(k) es el k-espacio vectorial de matrices con m filas y n
columnas con coeficientes en k, entonces denotamos por E;; la matriz
elemental cuyos coeficientes son todos nulos, salvo aquel de indice (4, j)
(es decir, aquel situado sobre la linea ¢ y la columna j), que vale 1.
Entonces, toda matriz A € M,,«n(k) se escribe de manera unica como
combinacion lineal de las E;;:

A= " a;Ey,

1<i<m
1<j<n

donde a;; es el coeficiente de indice (i,5) de A. Asi, la familia
{Eij}lgigm, 1<j<n es una base de Man(k)

3. La familia {1, X,..., X%} es una base del espacio vectorial ky[X] de poli-
nomios de grado < d. En efecto, todo polinomio P € k4| X] se escribe de
manera tnica como

P:a0~1—|—a1-X—i—...+ad-Xd,

donde a; € k. De manera similar, la familia de monomios { X, },en forma
una base de k[X].

Recordemos que un k-espacio vectorial V' es finitamente generado si posee
un conjunto de generadores finito, es decir, si existen vy,...,v, € V tales
que V = Vectg(v1,...,v,). El siguiente resultado, cuya demostracién serd
discutida en el Apéndice de este texto, es uno de los resultados fundamentales
sobre espacios vectoriales finitamente generados.

Teorema 1.3.10. — Sea V un k-espacio vectorial finitamente generado. En-
tonces:

1. Existen bases de V', y todas tienen el mismo cardinal n; este entero se
llama la dimensién de V' sobre k y es denotada dimg (V') o simplemente
dim(V).

2. De toda familia generadora F podemos extraer una base, en particular
F es de cardinal > dimy (V). Mds ain, si card(.%) = dim (V') entonces
F es una base de V.

3. Toda familia linealmente independiente es de cardinal < dimg(V'). Mds
atn, toda familia linealmente independiente de cardinal dimg (V') es una
base de V.

4. Teorema de la base incompleta: Toda familia linealmente independiente
puede ser completada en una base de V.
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5. Todo sub-espacio W de V' es de dimension finita < dimg (V). Mads ain,
si dimy (W) = dimg (V') entonces W = V. En otras palabras, todo sub-
espacio vectorial distinto de V' es de dimension < dimg (V).

Terminologia: En vista del teorema anterior, diremos a partir de ahora
«k-espacio vectorial de dimensién finita», en lugar de «k-espacio vectorial fini-
tamente generado». Si n = dimg(V'), diremos que V' es de dimensién n.

Ejemplo 1.3.11. — Sea k un cuerpo. Entonces
1. dimg (k™) = n.
2. dimg(Mpxn(k)) = mn.
3. dimy(kq[X]) =d + 1.
4. k[X] no es de dimensién finita.

Definicion 1.3.12 (coordenadas). — Sea V un k-espacio vectorial de di-
mensién n y sea # = (v1,...,v,) una base (ordenada) de V. Entonces todo
vector v € V se escribe de manera tinica como

V=T1V1 + ...+ TpUp;

decimos que (z1,...,z,) son las coordenadas de v respecto a la base
B = (v1,...,0,). Asi, el darse una base # provee un isomorfismo de
k-espacios vectoriales

g k" =V, (x1,...,2) = 101 + ... + TpUp.

Importante: En la definicién anterior, y en lo que sigue del texto, una
base # = (vi,...,v,) es una n-tupla ordenada. Por ejemplo, si B = (v1,v2)
es una base de V', entonces ¢ = (v2,v1) es una base de V distinta de #: la
imagen de (1,2) € R? por ¢4 es el vector vy + 2v9, mientras que su imagen
por p¢ es el vector vy + 2v1 # v1 + 2v9. En caso que querramos pensar a

2 como un conjunto no-ordenado escribiremos & = {v1,...,v,} en lugar de
B = (v1,...,0p).
Proposicion 1.3.13. — Sea f : V. — W wuna aplicacion lineal entre k-
espacios vectoriales.
1. Si f es inyectiva y si F = (v1,...,v,) es una familia linealmente inde-
pendiente de V', entonces f(.F) es linealmente independiente en W.
2. Si f es sobreyectiva y si F = (v1,...,vy) es una familia generadora de

V', entonces f(.F) genera W.
3. Si f es biyectiva y si B = (v1,...,v,) es una base de V', entonces f(AB)
es una base de W. En particular, dimy(V') = dimg (W) = n.
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Demostracion. — Para ver (1) supongamos que f : V < W es inyectiva y sea
F = (v1,...,v,) es una familia linealmente independiente de V. Supogamos
que en W existe una relacién lineal

)\1f(’l)1) + ...+ )\nf(Un) = 0,

donde \; € k. Entonces, dado que f es lineal, tenemos que 0 = f(Ajv1+. . .+, vp).

Como f es inyectiva, 0 = Ajv1 + ... + Av,. Asi, dado que % es una familia

libre, tenemos que A; = ... = A, = 0, de donde concluimos que f(.%#) es libre.
Para probar (2) supongamos que f : V — W es sobreyectiva y sea

Z = (v1,...,vy,) es una familia generadora de V. Sea w € W. Dado que f

es sobreyectiva, existe v € V tal que f(v) = w. Como .# genera V, existen

Al,..., Ap € k tales que v = A\jv1 + ... + A\vy,, de donde se concluye que

w= f(v) =Af(v1) + ...+ A f(vn).
En otras palabras, f(%#) genera W.

Finalmente, para demostrar (3) supongamos que f : V =5 W es biyec-
tiva y sea # = (v1,...,v,) una base de V. Gracias a (1) y (2), f(£) es
una familia libre y generadora de W, luego una base de W. En particular,
dimy (W) = n = dimg (V). O

Corolario 1.3.14. — Sea k un cuerpo.

1. Todo k-espacio vectorial V' de dimension finita es isomorfo (de manera
no candnica) a k™, para un inico n igual a dimg (V).

2. Dos k-espacios vectoriales de dimension finita V- y W son isomorfos si y
solamente si tienen la misma dimension.

Demostracion. — Para probar (1) notamos que si V' es de dimensién n en-
tonces, mediante la eleccién de una base 4, es isomorfo a k™ via la aplicacién
w4 introducida anteriorment Reciprocamente, si V' = k™, entonces la
proposicién anterior implica que dimg (V) = dim(k™) = m, de donde m = n.
En particular, k™ 2 k™ no son isomorfos como k-espacios vectoriales si m # n.

Para probar (2) notamos que si V' = W, entonces dimg (V) = dimy (W),
gracias a la proposicién anterior. Reciprocamente, si dimg (V) = dimg(W) = n,
entonces V' 'y W son ambos isomorfos a k™. O

Ejemplo 1.3.15. —

1. Larecta de ecuacién z1+x2 = 0 en R? admite como base el vector e; — e
)
pero también podriamos haber escogido el vector eg — e;.

() Este isomorfismo no es canénico, pues depende de la eleccién de una base.
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2. El plano de ecuacién x; + z2 + 23 = 0 en R? admite como base
(e1 —e2, €2 —e3), pero también podriamos haber escogido (e; —e3, ea—e3),
o bien (e — eg, e1 + e3 — 2e3), etc.

Ejemplo 1.3.16. — Retomemos el espacio .¥(a, b) de sucesiones (uy)nen de
elementos de k verificando la relacién de recurrencia lineal uy, 19 = a1+ buy,.
Vimos anteriormente que . (a, b) = k? via la aplicacién lineal (uy)nen — (ug, 1),
por lo tanto dimy . (a, b) = 2. Supongamos que el polinomio P = X2 —aX —b
tenga dos raices distintas A # p en el cuerpo k. Consideremos los elementos
U= (Up)nen ¥ V = (Un)nen de .#(a,b) definidos por

uOZU():l, ulz)\, v = W.
Entonces la familia 4 = (u,v) es linealmente independiente (puesto que si
su+tv = 0, obtenemos que s+t = 0 = sA+tu, dedonde t = —sy s(A—pu) =0,
por lo que s = 0), por lo que es una base de .#(a,b). En consecuencia, todo
elemento w = (wp )nen de #(a,b) se escribe de manera unica como

w =su+1tv,

donde s,t estdn tinicamente determinados por las condiciones s +t = wg y
SA+tpu = wi.

1.4. Nicleo, imagen y teorema del rango

Definicion 1.4.1 (nicleo, imagen y rango). — Sea f : V. — W una
aplicacion lineal entre k-espacios vectoriales. Definimos su nticleo (o kernel,
en alemdn) como

ker(f) ={ve V| f(v) =0},
el cual es un sub-espacio vectorial de V. Notar que f es inyectiva si y s6lamente
si ker(f) = {0

Por otro lado, definimos su imagen como
Im(f) = f(V) ={f(v) [veV}CW,
el cual es un sub-espacio vectorial de W. Notar que f es sobreyectiva si y
sélamente si Im(f) = W.
Cuando Im(f) es de dimension finita r € N (esto ocurre, por ejemplo, si W

o V son de dimension finita), el entero r = dimy Im(f) es llamado el rango de
f vy es denotado rg(f) o bien rango(f).

®)En efecto, tenemos que f(v1) = f(v2) si y sélamente si f(vi — v2) = 0.
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Teorema 1.4.2 (Teorema del rango). — Sea f : V — W una aplicacion
lineal entre k-espacios vectoriales. Supongamos que V es de dimension finita.
Entonces,

dimg (V) = dimy, ker(f) + rg(f).

En particular, f es sobreyectiva si y sélo si W es de dimension dimy (V') —dimy ker(f).

Demostracion. — Sea n = dimg (V') € N. Dado que V' es de dimensién finita,
ker(f) € V es de dimensién finita d < n. Sea J# = (ei,...,eq) una base
de ker(f). Completemos .# en una base & = (eq,...,€eq4,€q411,---,€n) de V.
Entonces, Im(f) = f(V) es generada por f(%) o, equivalentemente, por los
vectores f(eqt1),--., f(en) puesto que f(e;) = 0 para i < d. Veamos que
dichos son linealmente independientes: supongamos que existe una relacién de
dependencia lineal

0=MXf(eat1) + ...+ —af(en) = f(Meqgs1 + ...+ Ap—gen)

entonces el vector Adjegiq +. ..+ A\y_qgen pertenece a ker(f), y por ende es una

combinacién lineal de ey, ..., e4, de donde obtenemos

Aege1 + ..o+ An—gen — p1e1 — ... — pgeq = 0.
Como (e1,...,ep) es una base de V, esto tltimo implica que A; = p; = 0 para
todos 4, j. Asi, los vectores f(egqi1), ..., f(en) son linealmente independientes
y luego forman una base de f(V'), de donde concluimos que dimy, f(V) =n—d
o, equivalentemente, que rg(f) = dimy f(V) = dimg (V') — dimy, ker(f). O

Veamos a continuacién una demostracioén alternativa del teorema del rango,
que tiene como ventaja demostrar el hecho siguiente:
si (e1,...,eq) es una base de ker(f), si (wi,...,w,;) es una
base de Im(f), y si v1,...,v, € V satisfacen f(v;) = w; para
i=1,...,r, entonces (e1,...,eq,v1,...,0,) es una base de V.

Demostracion alternativa del Teorema del rango. — Sea n = dimg(V) € N.
Dado que V es de dimension finita, ker(f) C V es de dimensién finita d < n.
Sea # = (e1,...,eq) una base de ker(f).

Como Im(f) = f(V) estd generado por n vectores (las imagenes de una base

de V), es de dimensién finita r < n. Sea (wi,...,w,) una base de Im(f) y
parai=1,...,r sea v; € V un vector tal que f(v;) = w;. Entonces la familia
B = (61,...,ed,v1,...,vr)

es una base de V. En efecto, ella es generadora: sea v € V arbitrario,
su imagen f(v) se escribe como f(v) = Awi + ... + AMw,, de donde
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flo =X w — ... — \w,) =0. Luego, v — AMjwy — ... — \yw, € ker(f) y por
ende podemos se escribe como pie; + ... + pqeq, de donde obtenemos

V=AU1+ ...+ ANvp + prer + ..+ pgeq.

Esto demuestra que 4 es una familia generadora. Veamos que ella es lineal-
mente independiente: si

AMvr+ o Nor e+ oo+ pgeg =0

entonces 0 = f(0) = Mw; + ... + \w,, de donde concluimos que cada
Ai es nulo (pues (wi,...,w,) son linealmente independientes), y luego
0 = pier + ... + pgeq, de donde concluimos que cada p; es nulo (pues
(e1,...,eq) son linealmente independientes). De este modo, tenemos que A
es linealmente independiente, y por ende una base de V. Finalmente, se tiene
que dimg (V) = d + r = dimy, ker(f) + dimy, rg(f). O

Proposicion 1.4.3. — Sea f:V — W una aplicacion lineal entre k-espacios
vectoriales. Supongamos que dimg(V) = dimg(W) = n. Entonces las condi-
ctones siguientes son equivalentes:

1. f es biyectiva.
2. f es inyectiva.
3. f es sobreyectiva.

Demostracion. — Claramente (1) implica (2) y (3). Reciprocamente, si f es
inyectiva, es decir, si ker(f) = {0} (resp. sobreyectiva, es decir, Im(f) = W),
entonces el teorema del rango implica que f es también sobreyectiva (resp.
inyectiva), y luego biyectiva. O

1.5. Aplicaciones lineales y matrices

Definicion 1.5.1 (espacio de aplicaciones lineales)

Sean V,W dos k-espacios vectoriales. Denotaremos por Homy(V, W)
o bien Z(V,W) al conjunto de las aplicaciones lineales de V en W. Si
v, € Homy(V,W) son dos aplicaciones lineales y si A € k, definimos las
aplicaciones ¢ + 1 y A - ¢ de la manera siguiente: para todo v € V,

(%) (e +9)(0) = (V) +9P(v),  (A-@)(v) == A-p(v).
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Ellas también son aplicaciones lineales V- — W. En efecto, si vi,v0 € V' y
€ k, entonces

(o + ) (- v1+v2) = (p - v1 +v2) +Y(p - v1 + v2) (por definicién)
=p-p(vr)+ p(ve) + p-P(v1) +¥(ve) (pues @, lineales)
=p-(p+1v)(v1)+ (¢ +¢)(v2) (por definicién)

y también

(A-@) (p-v1+v2) = Ap(p-vi4va) = Ap-p(v1) +A-p(v2) = p-(A-) (01)+(A-¢) (v2).
Asi, dota al conjunto Homg(V, W) = Z(V,W) de una estructura de k-

espacio vectorial. Decimos que es el espacio de aplicaciones lineales de V
en W.

Supongamos que V es de dimension finita ny sea (e1, ..., e,) una base de V
(por ejemplo, V = k™ y (e1,...,en) la base canénica). Sea ¢ € Homy(V, W),
y definamos w; := ¢(e;) para i = 1,...,n. Entonces, todo vector v € V se

escribe de manera tnica como v = x1€; + ... + T,e,, de donde obtenemos

(%) o(v) = 21w + ...+ Tpwy
y luego ¢ estd determinada por una coleccién de n vectores wy, ..., w, € W.
Reciprocamente, por toda n-tupla (wi,...,w,) € W™ la aplicacién

@ : V. — W definida por la férmula @ es lineal. Asi, hemos demostrado el
siguiente resultado.

Proposicion 1.5.2. — Si (e1,...,e,) es una base de V', darse una apli-
cacion lineal o : V. — W «es la misma cosa» que darse una n-tupla
(wi,...,wy) € W™

Supongamos ademds que W es de dimensién finita m y sea (f1,..., fm) una
base de W. Entonces, cada w; = ¢(e;) se escribe de manera tnica como

wj = a1 f1 + ...+ amgfm,
lo cual es representado por el vector columna:
a1j
a2;

w; =

amj
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v luego ¢ estd determinada por la matriz siguiente:

ail a2z - Ay
a1 az - Ap
Mats,),(e;) () =
Aml Am2 - Gmn
que expresa los vectores ¢(e;) (las columnas) en funcién de fi,..., fn.

Importante: Notar que la dimensién n del espacio de partida V es el
nimero de columnas, y la dimensiéon m del espacio de llegada es el nimero de

filas.

Reciprocamente, dada cualquier matriz A como mads arriba, sus columnas

definen de manera tnica n vectores wi,...,w, € W. Explicitamente,
w; = aljfl + ...+ amjfj,
y dicha n-tupla (wi,...,w,) € W" define una aplicacién lineal ¢ : V. — W

cuya matriz asociada es A. En conclusién, tenemos una biyeccion:
Homy (V, W) <> My, xn(k).

Mds atin, verificamos fécilmente (ejercicio) que si A (resp. B) es la matriz
asociada a ¢ (resp. 1), entonces AA + B es la matriz asociada a A\p + 9, para
todo A € k. Asi, la biyeccién anterior es en realidad un isomorfismo de espacios
vectoriales: Homy (V, W) & M, «n (k).

Teorema 1.5.3 (aplicaciones lineales y matrices)
Sea B = (e1,...,ey) una base de V, y sea € = (f1,..., fm) una base de
W. Entonces

1. Una aplicacion lineal V. — W «es la misma cosa» que una matriz de m
filas y n columnas, es decir, la aplicacion

Homy (V, W) = Mpyxn(k), = Maty 2(p)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

2. Esto dltimo transforma la composicion de aplicaciones lineales en
el producto de matrices: st U es otro k-espacio vectorial de base
o = (dy,...,dp) y st € Homg(U, V), entonces

Maty o (¢ 0 ¥) = Maty 2(p) - Matz o (¢).
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Demostracion. — El punto (1) sigue de la discusién anterior, veamos (2) a
continuaciéon. Recordemos que si A € My, xn(k) y B € Myyxp(k) estén dadas
por

air a2 - Qip bir b1z -+ by

az1 a2 -+ a2, bor b2 -+ by
A = . . . Y B =

Gml Gm2 " Gmn bp1 bna - bnp

entonces la matriz producto C = AB € My, xp(k) esta definida por

ci1 c1i2 -t Clp
€21 €22 cc C2p

C = . . . ?
Cml Cm2 *°° Cmp

donde el coeficiente ¢; estd dado por la férmula

n
Cik, = A;1b1g + aiobog + - - - + Qinbpy = E aijbjk,

j=1
parai=1,...,my k=1,...,p. En nuestro contexto, sean
A = Maty 5(¢) = (aij)i1<i<m B = Matg (¢) = (bjr)i1<j<n
1<5<n 1<k<p
las matrices asociadas a ¢ y 1. Entonces, para todo k = 1,...,p tenemos que
n n n m m n
(o) (di) = @ [ Y bjwej | =D bjwwles) = > > bjraijfi =y aijbjk | fi-
j=1 j=1 j=1i=1 i=1 \j=1

Asi, el coeficiente de indice (i,k) de M = Maty o (p 0 9) es Z?:l a;ijbjr, ¥y
luego M = AB. O

Observacion 1.5.4. — Sea A = (a;j) € Mpxn(k) y sean (e1,...,en) v
(f1,---, fm) las bases canénicas de k™ y k™, respectivamente. Entonces gracias
al isomorfismo precedente, A corresponde a la aplicacién lineal u : k™ — k™
tal que, para todo j =1,...,n,
m
u(ej) = Z aij fi-

=1
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En lo que sigue, identificaremos cada vez que sea titil a la matriz A con la
aplicacién lineal u : k™ — k™ asi definida. En otras palabras, la i-ésima
columna de A es la imagen del i-ésimo vector de la base canénica de k.

Corolario 1.5.5. — Sean A € My,xn(k) y B € Myxp(k), y sean u : k™ — k™
yv: kP — k™ las aplicaciones lineales asociadas. Entonces AB es la matriz
asociada a (wov) : kP — k™.

Importante: A € Myxn(k) y B € Myxp(k). Si denotamos por
Bi,...,B, € k" las columnas de la matriz B, entonces las columnas de
AB son los vectores ABj,...,AB,. En efecto, si (e1,...,ep) es la base
candnica de kP, entonces la matriz B corresponde a la aplicacién lineal que
envia cada e; en el vector Be; = Bj € k", y AB corresponde a la aplicacion
lineal que envia cada e; en el vector A(Be;) = AB; € k™.

jAtencion! Sélo podemos efectuar el producto AB de dos matrices
A€ Myxn(k) y B € Myyp(k) cuando n = ¢, es decir, cuando el nimero de
columnas de A es igual al nimero de filas de B.

Caso particular (endomorfismos): Dada la importancia del Teorema
anterior, repetiremos y reformularemos dicho resultado en el caso particular
en que el espacio de partida es el mismo que el espacio de llegada, es decir,
en el caso en que consideramos endomorfismos de un espacio V' de dimensién
finita n, o matrices cuadradas de tamano n.

Teorema 1.5.6. — El k-espacio vectorial My (k) de matrices cuadradas de
tamano n es un am’ll@. Mas ain, M, (k) es una k‘-cilgebr. Del mismo
modo, si V' es un k-espacio vectorial de dimension n, el espacio de endomorfis-
mos Endg (V') es una k-dlgebra (donde el producto estd dado por la composicion
de endomorfismos). Adicionalmente, si escogemos una base B = (e1,...,en)
de V', la aplicacion

Endg(V) — Mp(k), wu+— Matg(u)

P o 0o 1\[o o 1 0
El anillo M, (k) es no conmutativo si n > 2 pues = , pero
0 0 0 0

0 0 0 1}y (00
1 0o/\o o 0 1)
(") Una k-algebra es un k-espacio vectorial A que ademas es un anillo (no necesariamente

conmutativo), verificando la condicién de compatibilidad siguiente: para todos a,b € Ay
todo A € k, se tiene que (A-a)-b=A-(ab) = a(A-b).
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es un isomorfismo de anillos y de k-espacios vectoriales, es decir, un isomor-
fismo de k-dlgebras.

Definicion 1.5.7 (nicleo, imagen y rango de una matriz)

Sea A € My,xn(k). Definimos su nticleo ker(A), su imagen Im(A) y su
rango rg(A) como el nucleo, imagen y rango de la aplicacién lineal w : k" — k™
asociada.

Observacion 1.5.8. — Sea A € My,xn(k) y sea u : k™ — k™ la aplicacién
lineal asociada. Entonces rg(A) = rg(u) < n (gracias al teorema del rango), y
rg(A) =rg(u) < m (pues Im(u) es un sub-espacio de k™). Luego,

rg(A) = rg(u) < min(m,n).
Alternativamente, la imagen de u es el sub-espacio de k™ generado por los vec-
tores columna C1, . ..,C,, de A, luego por definicién rg(A) es el nimero maximo
de columnas de A linealmente independientes, y luego rg(A) < min(m,n). Ver-

emos més adelante que rg(A) es también el nimero maximo de filas linealmente
independientes.

Definicion 1.5.9 (matriz transpuesta). — Sea A € M,,«,(k) dada por

aii ai2 T Aln

a21 a2 a2n
A= ,

aml Am2 " Omn

definimos la matriz transpuesta de A como la matriz A € M, «m (k) definida

por
ailp a1 -+ Qamil
a2 a2 - Am?2
t
A= ,
aln AaA2n - Oamn

es decir, la j-ésima columna de A corresponde a la j-ésima fila de *A. Equiva-
lentemente, (*A);; = aj;. En particular, '(*4) = A.

Notacién: La notaciéon A® es comunmente utilizada también. Sin embargo,
veremos més adelante que (‘4)~ = (A1), por lo que la notacién ‘A= estd
bien definida, y es mds cémoda que (A*)~!.
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Proposicion 1.5.10. — La aplicacion
Mypsn(k) = Mysm(k), A~ ‘A

es lineal. Mds ain, si B € Myxp(k), entonces AB € Mp,x,(k) y tenemos en
Myxm(k) la siguiente identidad

YAB) = ‘B 'A.
Demostracion. — Sean A = (a;j) y A" = (aj;) en Mmxn(k), y sea A € k.
Entonces, AA + A’ estd dada por (Aa;; + a;j) en My, xn(k), y su transpuesta
estd dada por la matriz C tal que, para todo (1, j),

Cji = ()\A + Al)ij = )\aij + a;j = )\(tA)ji + (tA/)ji,
de donde se concluye la linealidad. Finalmente, si B = (bjr) € Muxp(k),
entonces para todo (7, k) se tiene que

((AB))ki = (AB)ix = > awbse = Y _(‘Blre- (“A)ii = (‘B Ay,
=1 =1
lo que prueba que (AB) = ‘B 'A. O

1.6. Cambios de base

Definicion 1.6.1 (automorfismos y matrices invertibles)

Sea V un k-espacio vectorial. Decimos que un endomorfismo f:V — V
es un automorfismo si posee una inversa en Endg(V), es decir, si existe un
endomorfismo f~1 : V — V tal que fo f~! = f~1 o f = idy. Esto equivale
a decir que f € Endg(V) es una aplicacién biyectiva, puesto que ya hemos
observado que en tal caso la inversa f~! es necesariamente lineal.

De manera similar, si A € M, (k) es una matriz cuadrada de tamano n,
decimos que A es invertible si existe B € M, (k) tal que AB = BA = 1,

donde I,, denota la matriz identidad de tamafio n. En este caso B es denotada
A~1 la matriz inversa de A.

Notacién: Sea V un k-espacio vectorial. Denotamos por
GL(V)={f:V — V automorfismo}

al conjunto de todos los automorfismos de V. Dicho conjunto es un grupo
respecto a la composicién de endomorfismos. En efecto, la composicién de
endomorfismos es asociativa, la aplicacién identidad idy es el elemento neutro,
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y si f, g son automorfismos entonces f o g lo es también, y su inversa estd dada
por g1 o f~! (puesto que fogoglof l=idy =g loflofo g)

El grupo GL(V) es llamado el grupo general lineal del espacio vectorial
V. De manera completamente andloga, definimos

GL, (k) = {A € M, (k) invertible},

el grupo general lineal de matrices invertibles de tamano n. Dado que la corre-
spondencia biyectiva Endg (k™) — M, (k) transforma la composicién de endo-
morfismos en el producto de matrices, tenemos que una matriz A es invertible
si y sélo si el endomorfismo u : k™ — k™ asociado es biyectivo, en cuyo caso
A~! es la matriz de u~!. En general, la eleccién de una base % = (e, ..., e,)
de V induce un isomorfismo de grupos GL(V') = GL,, (k).

Proposicion 1.6.2. — Sea k un cuerpo.

(i) Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién finita y sean u,v € Endg(V)
tales que uwowv = idy. Entonces u,v € GL(V) yu = vt

(i) Sean A, B € M, (k) tales que AB =1,. Entonces tenemos que BA =1,
y luego A, B € GL, (k) y son inversas una de la otra.

(ii) Si A es invertible entonces *A es invertible, y tenemos (‘A)~1 = {(A™1).
Demostracion. — Para ver (i) notar que para todo vector z € V se tiene que

z = u(v(z)),
por lo que u es sobreyectiva, y v es inyectiva. Luego, tanto u como v son
biyectivas. Luego, multiplicando la igualdad wov = idy a la izquierda por u~*

obtenemos v = u L.

Para probar (i’) denotemos por u (resp. v) al endomorfismo k™ — k™ asoci-
ado a A (resp. B). Como AB =1, equivale a u o v = idgn tenemos, gracias a
(i), que u y v son biyectivas e inversas una de la otra. Asi, esto ultimo también
es cierto para A y B, de donde concluimos que B = A~! y luego BA =1I,,.

Finalmente, supongamos que A es invertible y sea B € M,(k) tal que
AB = BA = 1,. Tomando la transpuesta de dichas matrices, y utilizando
el hecho que 'I,, = I,,, deducimos que

‘B'A=YAB) =1, = (BA) = 'A'B.

(®)Notar la inversion en el orden de los factores: (fog)™") esigual a g=*

(gof) tesiguala ftog !

o f, mientras que
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Esto ultimo demuestra que ‘A es invertible, y que su inversa estd dada por
‘B="Y4A1. O

jAtencion! Sea V = R[X] y consideremos el operador I : R[X] — R[X] de
integracion que envia cada monomio X™ en X" !/(n + 1), y el operador de
derivacion D : R[X] — R[X] que envia cada polinomio P sobre su derivada
P’. Entonces, D oI = idy, por lo que D es sobreyectivo y I es inyectivo.
Sin embargo, D no es inyectivo puesto que D(1) = 0, y I no es sobreyec-
tivo puesto que su imagen estd formada por polinomios con término constante
nulo. En otras palabras, si V' es un k-espacio vectorial de dimensién infinita
y u,v € Endg (V) verifican w o v = idy, entonces u y v no son necesariamente

biyectivos.

Lema 1.6.3. — Sea V un k-espacio wvectorial de dimension finita n,
B = (v1,...,0,) una base de V, y f : V. — V un endomorfismo. Si
denotamos w; = f(v;) y si (w1,...,wy) es una base de V', entonces f es

biyectivo. Mds aun, su inversa g : V — V es el endomorfismo de V' definido
por g(w;) =v; parai=1,...,n.

Demostracion. — Supogamos que ¢ = (wq,...,w,) es una base de V. En-
tonces f es sobreyectivo, puesto que para todo w € V existen Ay,..., A, € k
tales que

w=ANwy + ...+ Awy = f(Av1 4+ ...+ Apop).
Asi, f es biyectivo dado que V es de dimensién finita. Finalmente, sea
g : V = V el endomorfismo de V definido por g(w;) = v; parai = 1,...,n.
Entonces, por un lado tenemos que (g o f)(v;) = v; para todo ¢, de donde se
tiene g o f = idy, y por otro lado tenemos que (f o g)(w;) = w; para todo i,

de donde se concluye que f o g =idy. O
Definicion 1.6.4 (matriz de cambio de base). — Sea V un k-espacio
vectorial de dimensién n, y sean B = (e1,...,e,) y B = (v1,...,v,) dos

bases de V. Sea P la matriz n x n expresando la base %’ en términos de la
base %, es decir, cada v; se escribe de manera tnica como

Vj = p1je1+t ...+ Pnjén
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y consideramos la matriz

P11t Py Pln
P=1|pa - py - pin
Pn1 -+ DPnj - DPnn
donde las columnas son los vectores wvi,...,v, expresados en la base
(e1,...,en). Entonces P se llama la matriz de cambio de base de la
base Z a la base %', y se denota Mat»(%’). La matriz P es invertible, y su
inversa P~! = Mat 4 (%) estd dada por la matriz que expresa & = (e, ..., e,)
en la base Z' = (v1,...,vy,).
Ejercicio 1.6.5. — Verificar que P puede ser vista como la matriz asociada a
la aplicacién identidad idy, expresada en las base ' = (v1,...,v,) en la par-

tida y # = (e1,...,en) en la llegada. En otras palabras, P = Matg g (idy ).
Del mismo modo, verificar que P~ = Mat g 4 (idy ).
Utilizando la notacién precedente, todo vector v € V se escribe de manera
Unica como
vV =2x1€1 + ...+ Tpep y U:x/lvl—i—...%—a;;lvn,

y las x; (resp. z}) se llaman las coordenadas de v respecto a la base % (resp.
A'). Asi, relativamente a la base Z (resp. %’'), podemos representar v € V
por el vector columna

x1 )
X=1": resp. X' =
Tn, xl
Proposicion 1.6.6 (cambio de coordenadas). — La fdrmla de cambio de

coordenadas, para el cambio de base B — %' dado por la matriz de cambio de
base P, estd dada por

X = PX'.
Es decir, esta formula expresa las antiguas coordenadas X en funcion de las
nuevas coordenadas X'.
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Demostracion. — En efecto, escribiendo v; = Y | pije; y observando que
n n n n n
v = Tvj = Tpije; = pijT; | €
j=1 j=1i=1 i=1 \j=1

e n . . J 3 . —_— n .. ,
obtenemos al comparar con v = ) | | x;e; que necesariamente x; = ) 1 Pij T
para i = 1,...,n. Asi, se concluye que X = PX’. O

Teorema 1.6.7 (cambio de base para aplicaciones lineales)

Sea A = Maty g(u) € Myxn(k) la matriz asociada a una aplicacion lin-
eal u: V. — W, respecto a las bases B = (e1,...,en) de V y € = (f1,..., fm)
de W. Sea B = (v1,...,v,) (resp. €' = (w1,...,wy)) una sequnda base de
V (resp. de W), y sea P € My(k) (resp. Q € My, (k)) la matriz de cambio de
base correspondiente. Entonces, la matriz de u en las bases B’ y €' estd dada
por

Mate: 4 (u) = Q_lAP.

Demostracion. — Gracias a la correspondencia entre aplicaciones lineales y
matrices,
Maty 4 (u) = Mate g (uoidy) = Matcgﬁgg(u) - Mat z 4 (idy ),

de donde obtenemos que la matriz de u en las bases &' y ¢ es AP. De
manera similar, si consideramos la segunda base ¢’ = (wy,...,w,) de W,
con matriz de cambio de base @ de € a €’, entonces Q = Maty o (idw) y
Q™! = Matyr ¢ (idw). Luego, obtenemos de manera ansloga

Mat(g/”og/(u) = Matcg/,cg(idw) . Mahg”%/(u),
de donde se concluye que Maty g (u) = Q 'AP. O
Este tltimo resultado puede ser facilmente visualizado gracias al siguiente

diagrama conmutativo:

A=Matg s(u)

(V. %) (W, )
Mat (% ’)PT lQ_leat%/ (©)
(V. #) Q TAP=Mats s (u) (W, ")
Observacion 1.6.8. — Sea u : V — W una aplicacién lineal. El teorema

anterior es compatible con la férmula de cambio de coordenadas: si denotamos
por X (resp. X') las coordenadas de un vector v € V respecto a la base A
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(resp. a la base #'), y por Y (resp. Y’) las coordenadas del vector u(v) € W
respecto a la base € (resp. €’), entonces tenemos que

Y= AX, X=PX, Y=QY,
de donde se obtiene Y/ = Q'Y = Q71'AX = Q 'APX'.

Cabe destacar que incluso si nos interesamos en una matriz A € M,y (k), es
frecuentemente 1itil de considerar a A como una aplicacién lineal u : k™ — k™
(definida por u(e;) = aijfi+. . .+am;jfm, donde (e1,...,en), resp. (fi,..., fm),
es la base candnica de k", resp. k™). Por ejemplo, el teorema anterior tiene el
corolario siguiente caracterizando el rango de una matriz.

Corolario 1.6.9. — Sea A € My, xn(k) y sea r =rg(A). Entonces,

1. Emisten matrices invertible P € GLy, (k) y Q € GLy, (k) tales que
QilAP _ I, Or,nfr 7
Om—'r,'r Om—r,n—r
donde I, es la matriz identidad de tamano r y donde 0, 4 denota la matriz
nula de p filas y q columnas.
2. Reciprocamente, si existen matrices invertibles P € GLy, (k) y Q € GLy, (k)
y un entero s € N tales que
Q_IAP _ Ls Os,n—s 7

Om—s,s Om—s,n—s
entonces s = rg(A).

Demostracion. — Sean (e1,...,en) v (f1,-.., fm) las bases canénicas de k"
y k™, y sea u : k™ — k™ la aplicacién lineal asociada a A. Por definicién,
r = rg(A) es la dimensién de Im(u). Sea entonces (wi,...,w,) una base de
Im(u), la cual puede ser completada en una base € = (wy,...,wy) de k™.
Denotemos por @ € GL,,(k) la matriz de cambio de base de (f1,..., fm) a €.
Sean v1,...,v, vectores de k" tales que u(vj) = w; para todo j =1,...,7,
y sea (€1,...,64) una base de ker(u). Gracias a la Demostracién alternativa
del Teorema del rango, tenemos que Z = (v1,...,0p,€1,...,64) €s una base
de k™. Luego, la matriz de u en las bases # y € estd dada por
Mat(ﬁ% (u) _ Ir Or,n—r

Om—r,r Om—r,n—r
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Por otra parte, si P denota la matriz de cambio de base de (ey,...,e,) a A,
entonces
Matcg,@(u) = Q_l : Mat(fi%(ej)(u) -P= Q_IAP,
de donde se deduce (1).
Reciprocamente, si suponemos que existen matrices invertibles P € GL,, (k)
y Q € GL,,(k) y un entero s € N tales que

Q_lAP _ Is Os,n—s ’
Om—s,s Om—s,n—s
entonces existen bases (vi,...,v,) de k™ y (wi,...,wy) de K™ tales que
u(v;) = w; para todoi=1,...,5y u(v;) =0 para todo j =s+1,...,n. Asi,
Im(u) = Vectg(ws, ..., ws) es de dimension s, de donde obtenemos s = rg(A).

O

Como consecuencia de la caracterizacién anterior del rango de una matriz
obtenemos la proposicién siguiente.

Proposicion 1.6.10. — Sea A € My, xn(k). Entonces,
rg(A) = rg("A).
En particular, el rango de A es el nimero mdximo de filas de A que son lin-

ealmente independientes.

Demostracion. — Gracias al corolario anterior, existen P € GLy,(k) y
Q € GL,, (k) tales que

Q_IAP _ L, Or,n—r :

Om—r,r Om—r,n—r

donde r = rg(A). Entonces,

tP tA tQ_l _ Ir Or,m—’r

On—r,r On—r,m—r

Luego, dado que ‘P € GL,(k) y ‘Q™! € GLy,(k), el corolario anterior implica
que 7 = rg(*A). O

La discusién anterior motiva la definicién siguiente.
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Definicion 1.6.11 (matrices equivalentes). — Sean A, B € My, (k).
Decimos que A y B son equivalentes si existen matrices invertibles
P € GL,(k) y Q € GLy(k) tales que Q"'AP = B. En otras palabras,
dos matrices A y B son equivalentes si y sélo si tienen el mismo rango.

Ejercicio 1.6.12. — Sean m,n € NZ! y sea k un cuerpo. Demostrar que la
relacién en M,,«, (k) dada por

A~ B & 3P e GL,(k),Q € GL,, (k) tal que QAP = B

es una relacién de equivalencia. Describir el conjunto cociente y determinar su
cardinal.

Caso particular (endomorfismos): El teorema de cambio de base de
aplicaciones lineales trata el caso general de una aplicacién lineal u : V — W,
donde V' 'y W son a priori distintos. En tal caso, si autorizamos cambios de
base arbitrarios tanto en V' como en W, hemos observado que el tinico invari-
ante de u es su rango, que es un entero r € {0,..., min(dimg(V), dimg(W))}.

Sin embargo, si V = W y si nos interesamos a la naturaleza geométrica de
un endomorfismo u : V' — V (es decir, cuando queremos comparar u(x) y x,
donde z varfa en V'), entonces para poder hacer la comparaciéon nos gustaria
expresar tanto  como u(z) en la misma base. Por esta razon, en el caso donde
V = W, escribimos la matriz de u en la misma base 4 de V tanto en la partida
como en la llegada.

Por ejemplo, si V. = W = k es un k-espacio vectorial de dimensién 1,
los automorfismos de k£ como k-espacio vectorial son las homotecia@
hx : k — k, x — Ax con A # 0. Si consideramos # = {1} como la base
de partida y &' = {A} como la base de llegada, entonces la matriz de h) es
(1) € GLy(k) = k*, es decir, hemos «perdido» el factor A de la homotecia
(que describe su geometria). Sin embargo, si matenemos la misma base % a
la partida y a la llegada, entonces la matriz de hy es (A) € GLy (k) = k*.

El teorema de cambio de base de aplicaciones lineales se reduce al siguiente
resultado.

Teorema 1.6.13 (cambio de base para endomorfismos)
Sea A la matriz de un endomorfismos u : V. — V respecto a una base

D En general, si V es un k-espacio vectorial, una homotecia es un endomorfismo de la
forma hy : V — V, v+— lv donde X € k es llamado el factor de la homotecia.
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de V. Si ' es una sequnda base de V', y si P es la matriz de cambio de base
de B a AB', entonces la matriz de w en la base B’ estd dada por

Mat g (u) = P7LAP.
El resultado anterior motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.6.14 (matrices semejantes). — Sean A, B € M,, (k) matrices
cuadradas de tamano n. Decimos que A y B son semejantes si existe una
matriz invertible P € GL,, (k) tal que P"1AP = B. En este caso, diremos que
Ay B estén en la misma clase de semejanza.

Importante: Se puede probar (cf. equivalencia de matrices) que la relacién
en M, (k) dada por

A~ B & 3P ¢ GL,(k) tal que P"'AP =B

es una relacién de equivalencia. Asi, las clases de semejanza corresponden a
las clases de equivalencia respecto a esta relaciéon. Cabe destacar que:

1. Dos matrices A y B son semejantes si y s6lamente si ellas representan,
en bases diferentes, el mismo endomorfismo u : k™ — k" de k™.

2. Si A,B € M,(k) son semejantes, entonces ellas son equivalentes. Sin
embargo, el reciproco estd lejos de ser verdad, tal como se observa ya
en el caso de n = 1 que acabamos de discutir. De hecho, las clases de
semejanza forman una particién de M, (k) mucho mds fina que aquella
dada por el rango, tal como discutiremos més adelante en el curso.

1.7. Operaciones elementales sobre filas y columnas

1.7.1. Operaciones sobre columnas. — El objetivo de esta seccién es
recordar los métodos algoritmicos para calcular el rango de una aplicacién
lineal w : K™ — k™.

Concretamente, sea A € My, xn(k) y denotemos por (eg,...,e,) la base
canénica de k™. Procederemos a calcular una base de Im(A) y de ker(A) de la
manera siguiente.

Observemos que intercambiar las columnas C; y C; de A es equivalente a
permutar, antes de aplicar A, los vectores e; y e; de la base canénica de k",
lo que equivale a su vez a multiplicar A por la derecha por la matriz de
permutacién P(i, j) dado por el automorfismo de ™ que intercambia e; y e;,
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y que deja fijo cada ey para £ # i,j. Por ejemplo, paran =4y (i,7) = (1,4)
se tiene que

0001
0100

P(1,4) =
0010
1000

Del mismo modo, multiplicar una columna C'; por un escalar A\; # 0 es equiva-
lente a reemplazar el vector e; por el vector Aje;, es decir, a multiplicar A por
la derecha por la matriz diagonal donde todos los términos diagonales valen 1,
excepto por el j-ésimo que vale A;.

Por otro lado, para todo A € k e @ # j, adicionar A\C; a Cj; equivale a
reemplazar, antes de aplicar A, el vector e; por el vector e; + Ae;, lo que
equivale a su vez a multiplicar A por la derecha por la matriz B;j(\) asociada
al automorfismo de k™ que deja fijo e, para £ # j y que envia e; en e; + Ae;.
En otras palabras,

Bij(A) = L, +AEy;.

Definicion 1.7.1 (operaciones elementales sobre columnas)

Llamaremos operaciones elementales sobre las columnas a las
operaciones precedentes: intercambio de columnas, multiplicacién de una
columna por un escalar no-nulo, o adicionar A\C; a C; con j # i. Gracias
a la discusién anterior, observamos que efectuar estas operaciones sobre las
columnas equivale a aplicar automorfismos sobre el espacio de partida k™, por
lo que esto no cambia la imagen de A ni su rango.

Luego, podemos calcular Im(A) de la manera siguiente:

(1°) Sea i1 el indice de la primera fila no-nula. Entonces, permutando colum-
nas, podemos suponer que a;, 1 7 0 y luego, multiplicando por a;, 711 nos re-
ducimos al caso a;, 1 = 1.

(2°) A continuacién, sustrayendo a;, ;C1 de C; nos reducimos al caso
aj, j = 0 para j > 2.

(3°) Sea iy el indice mds pequeno tal que existe j > 2 con a;, ; # 0. Proce-
diendo como en los pasos anteriores, nos reducimos al caso a;,2 =1y a;, j =0
para 7 > 3.

(4°) Sea i3 el indice mds pequefio tal que existe j > 3 con a;, ; # 0. Repi-
tiendo el proceso anterior, obtenemos una matriz de la forma siguiente:
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0 0 0 0 0o --- 0
1 0 0 0 0o --- 0
a1 0 0 0 0o --- 0
0 0 0 0o --- 0
a1 1 0 0 0o --- 0
* * 0 0 0O --- 0
Al = x 0 0 0 --- 0
Qi1 Qig2 1 0 o --- 0
* * * 0 o --- 0
Qi1 G2 s o 10 o 0
* * ¥ - % 0 -0
* * ¥ - % 0 --- 0
es decir, las columnas de indice > r son nulas y, para j = 1,...,r, las columnas
O’ satisfacen
Ci = e + Z arjee,
>i;
con i1 < iy < -+ < ip. Asi, los vectores Cf,...,Cl € k™ son linealmente

independientes, y luego forman una base de Im(A). En particular, r = rg(A).

El proceso anterior se llama reduccién de columnas, la matriz A’ obtenida

de esta forma verifica
A= AP
donde P es una matriz invertible, correspondiendo a las operaciones el-
ementares sobre las columnas que hemos efectuado. Hemos visto que
Im(A") = Im(A); por otro lado, el nicleo de A’ es el sub-espacio V' de k"
generado por los vectores e,41,..., e, de la base candnica. Luego, la igualdad
A’ = AP implica que
ker(A) = P(V) = Vecty(Pr41,...,Py),

donde P,i1,..., P, denotan las ultimas (n — r) columnas de P. En efecto, si

v € V entonces 0 = A'v = APv por lo que Pv € ker(A). Reciprocamente,
como P es invertible, tenemos que A = A’P~! por lo que si z € ker(A)
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entonces 0 = Az = A’P~'z, de donde se obtiene que P!z € ker(4') =V y
luego x € P(V).

Laigualdad ker(A) = Vecty (P41, ..., P,) permite determinar explicitamente
una base de ker(A) de la manera siguiente. Las operaciones sobre las columnas
que hemos hecho corresponden a multiplicar A a la derecha por ciertas matri-
ces invertibles de un tipo particular, y P es el producto de dichas matrices.
Luego, la misma serie de operaciones sobre las columnas de la matriz identidad
I,, nos permite encontrar la matriz P.

En la practica: escribimos A sobre la matriz identidad I,,, donde n es el
numero de columnas de A (es decir, la dimensién del espacio de partida) y, a
cada etapa, efectuamos las mismas operaciones elementales sobre las columnas
de las dos matrices. Obtenemos asi al final del proceso tanto la matriz A’ = AP
como la matriz P =1, P

Consideremos el siguiente ejemplo:

12 3 4
A=11 3 6 6
3 8 15 16

Escribamos 14 bajo la matriz A y, denotando por Cy, Cs, C3 y Cy las columnas
de A, realicemos las siguientes operaciones sobre las columnas:

AOMas aun, si m = n, es decir, cuando consideramos matrices cuadradas, podemos utilizar
este proceso para determinar si A es invertible y calcular su inversa. Veremos esto méds
adelante.

12 3 4 1 0 0 0 1.0 0 0
13 6 6 1 1 3 2 1 1 0 0
3 8 15 16 Corvcy-ac, 3 2 6 4 o 3 2 0 0
10 0 082859 [ o g 4| 828321 5 3 9
C4¢—)C4*4Cl 04'—)047202
01 0 0 01 0 0 0 1 -3 —2
00 1 0 00 1 0 00 1 0
00 0 1 00 0 1 00 0 1
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Luego, Im(A) y ker(A) poseen las siguientes bases:

3 0
1 0
—3| | -2
Im(A) :Vectk< 1|,|1 > y  ker(A) :Vectk< , >
1 0
3 2
0 1
En resumen, la «reduccién de columnas» de una matriz A € My, xn(k)
nos otorga bases de Im(A) y ker(A). Sin embargo, dado un vector
Y = (y1,--,Ym) € K™ (resp. X = (x1,...,2,) € k™), no es necesaria-

mente claro si Y € Im(A) (resp. si X € ker(A)). Por lo anterior, es a
veces més comodo tener ecuaciones que definan Im(A) y ker(A). Veremos en

seguida que dichas ecuaciones se obtienen gracias al proceso de reduccion de
filas de A.

Importante: En el ejemplo anterior, el primer pivote estaba en posicién
(1,1), y luego el segundo en posicién (2,2). Evidentemente, este no es siempre
el caso; en teorfa, uno siempre se puede reducirse a dicho caso intercambiando
columnas, pero con un poco de préactica no es necesario hacer cambios de
columnas: basta reducirse al caso de una matriz A" donde las columnas sean
escalonadas mddulo permutacion de columnas. En tal caso, las columnas no-
nulas de A’ forman una base de Im(A) y, en la matriz inferior (obtenida a

partir de I,,), las columnas bajo las columnas nulas de A’ forman una base de
ker(A).

Por ejemplo, el cdlculo siguiente

3 2 4 1 0 0 0 1 0 0 0 1
6 3 6 1 3 1 2 1 o 1 0 1
15 8 16 3 Comscimic, 6 2 4 3 o 0 2 0 3
1 0 0 ol =2=="%11 0o o ol =221 0 0 0
01*%017304 03’—)037202
01 0 0 0 1 0 0 3 1 -2 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 3 -2 —4 1 3 -2 0 1
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nos permite deducir que Im(A) y ker(A) estdn dados por

1 0
0 1
-3 -2
Im(A) =Vect ( | 1,1 y  ker(A) = Vecty, o 11, .
2 3
3 0

1.7.2. Operaciones sobre filas. — Sea A € M,,xn(k). Podemos calcu-
lar el rango de A y, més especificamente, ecuaciones de ker(A) y de Im(A)
realizando operaciones sobre las filas de A.

Observemos que multiplicar una fila F; de A por un escalar \; # 0 equivale
a multiplicar por la izquierda por la matriz diagonal invertible cuyos términos
diagonales valen 1, excepto por el i-ésimo que vale \;.

Del mismo modo, para todo A € k e ¢ # j, adicionar AF; a F; equivale a
multiplicar A por la izquierda por la matriz invertible

Bji(A) =L, +AEj;
(cuya inversa es Bj;(—\)).

Finalmente, intercambiar las filas F; y F; de A equivale a multiplicar por la
izquierda por la matriz asociada al automorfismo de £ que intercambia los
vectores f; y f; de la base canédnica (f1,..., fm), y que deja fijo cada f, para
¢ # 1,7 (esta matriz es igual a su inversa).

Definicion 1.7.2 (operaciones elementales sobre filas)

Llamareoms operaciones elementales sobre las filas a las opera-
ciones precedentes: intercambio de filas, multiplicacién de una fila por un es-
calar no-nulo, o adicionar A\F; a F}j con j # i. Gracias a la discusién anterior,
observamos que efectuar estas operaciones sobre las filas equivale a aplicar au-
tomorfismos sobre el espacio de llegada k™, por lo que esto no cambia el niicleo
de A ni su rango.

Luego, podemos calcular ecuaciones de ker(A) e Im(A) de la manera sigu-
iente:

(1°) Sea j; el indice de la primera columna no-nula. Entonces, permutando

filas, podemos suponer que a1, # 0 y luego, multiplicando la primera fila por
al_Jl»l nos reducimos al caso aj j = 1.
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(2°) A continuacién, sustrayendo a; j, F1 de F; para todo i > 2, nos reduci-
mos al caso a;;, = 0 para 7 > 2.

(3°) Sea jo el indice mds pequeno tal que existe ¢ > 2 con a; j, # 0. Proce-
diendo como en los pasos anteriores, nos reducimos al caso az j, = 1y a;;, =0
para ¢ > 3.

(4°) Sea j3 el indice mds pequeno tal que existe ¢ > 3 con a; j, # 0. Repi-
tiendo el proceso anterior, obtenemos una matriz de la forma siguiente:

0 1 = al,jg * CLL]'S CLLjT ko ok
000 1 =% agj; -+ az; * *

000 0 0 1 x ag; * *

A/I: 0
000 O 0 O 0 1 %
ooo o o0 o - 0 00
000 0 0O O -~ 0 00

Tenemos que A” = QA, donde @ € GL,,(k) es invertible, por lo que
ker(A) = ker(A”). En particular, rg(A) =rg(A”) =r.

Mas ain, A” provee directamente ecuaciones de ker(A”). En efecto, con-
siderando el sistema lineal

€1
A"l t =0
Tn
observamos que podemos escoger arbitrariamente x; para i € {j1,...,Jr}, ¥

que cada xj, se expresa en funcién de los z; con ¢ > jy.

Por otro lado, Im(A”) es el sub-espacio W de k™ generado por los vectores
fi,--+, fm, de donde deducimos que Im(A) = Q~1(W). Sin embargo, no es
necesario calcular la inversa de la matriz @) para tener ecuaciones de Im(A).
En efecto, si escribimos la matriz A de lado de un vector columna arbitrario

Y1
Y=|:|ek™

Ym



1.7. OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE FILAS Y COLUMNAS 49

y aplicamos tanto a A como a Y las mismas operaciones sobre las filas, obten-
emos al final

(A,/:QA‘Y”:QY),
de donde se deduce que Y € Im(A) si y sélo si Y € Im(A4”) y, dado que
Im(A”) = Vecti(f1,--., fr), tenemos que Y € Im(A”) si y s6lamente si las

iltimas (n — r) coordenadas y/ ,...,y; de Y” son nulas. En conclusion,
Im(A) esta determinada por las ecuaciones y, ; =0,...,y, = 0.

Consideremos el siguiente ejemplo:

12 3 4
A=11 3 6 6
3 8 15 16

Apliquemos la reduccién de filas a la matriz A y a un vector columna arbi-
trario Y
1 2 3 4 |y

1 3 6 6 |y
3 8 15 16| ys
Primero, las operaciones F» — Fy — F vy F3 — F3 —3F) nos permiten obtener
1 2 3 4 Y1
013 2 p-yu |
0 2 6 4|y3—31n
y luego la operacién F3 — F3 — 2F5 nos da
1 2 3 4 Y1
01 3 2 Yo — Y1
00 0 0]ys—3y1—2(y2—y1) =ys—y1 — 292
Asi, las ecuaciones de ker(A) estdn dadas por
r1 +2x9+3x3+ 424 =0
To +3x3+2x4 =0

Dichas ecuaciones expresan tanto xs como xj en funcién de x3 y x4, que a
su vez podemos escorger arbitrariamente. Eligiendo x3 = 1y x4 = 0 (resp.
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x3 =0y x4 = 1), obtenemos los vectores

3 0

-3 -2
u = resp. v =

0 1

que forman por lo tanto una base de ker(A).

Por un lado, como @ es invertible, las soluciones de la ecuacion AX =Y son
las mismas que las soluciones de la ecuacién QAX = QY, es decir, A”X =Y.
Por otro lado, el sistema

1+ 2x9+3x3+4rs = Y1
To+3xr3+2x4 = Yo —y1
0 = ys—y1— 2y

posee soluciones si y sélamente si

(%) ys = y1 + 2yo.
Obtenemos asi que () es una ecuacién de Im(A). Por ejemplo, escogiendo
y1 =1y y2 =0 (resp. y1 =0y y2 = 1), obtenemos que los vectores

1 0
0 resp. 1
1 2

forman una base de Im(A).

Importante: En el ejemplo anterior, el primer pivote estaba en posicion
(1,1), y luego el segundo en posicién (2,2). Evidentemente, este no es siempre el
caso; en teorfa, uno siempre puede reducirse a dicho caso intercambiando filas,
pero con un poco de préctica no es necesario hacer cambios de filas: basta
reducirse al caso de una matriz A” donde las filas sean escalonadas mddulo
permutacion de filas. En tal caso, las filas no-nulas de A” dan ecuaciones de
ker(A), y las filas de lado de las filas nulas de A” dan ecuaciones de Im(A).

Por ejemplo, el cédlculo siguiente

3 15 8 16|y 0 6 2 4|y —3ys
1 6 3 6 y2 Fl}—>F173F3 0 3 1 2 y2 _ y3 F1P—)F172F2
FQ?—)FQ_F3

1 3 2 4 |y; 13 2 4] gy

00 0O y1—2y2-

0 3 1 2
1 3 2 4

Y2 — Y
Y3
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nos permite deducir las siguientes ecuaciones para ker(A)

3ro+x3+2x4 =0
1+ 3x9 + 223 + 424 =0
y la ecuacién y; — 2y2 — y3 = 0 para Im(A).

Relacién con los sistemas lineales: La reduccion de filas es equivalente
a la teoria de sistemas lineales estudiada durante el primer ano. En efecto, si
denotamos por X al vector columna

1
X=|:1]€k"
L,

asociamos a la matriz A € M, «n(k) el sistema lineal AX = 0, es decir, las m
ecuaciones

(Fz) a1+ ...+ apry, =0

dada por las filas FY,..., F,, de A. Sea s el rango de dicho sistema, es decir,
el nimero méximo de filas de A que son linealmente independientes (es decir,
s = rg(tA)). El método general de reduccién de filas muestra que, haciendo
operaciones elementales sobre las filas de A, este sistema posee las mismas
soluciones que el sistema escalonado A”X = 0, donde A” es la matriz con
lineas escalonadas que obtuvimos anteriormente. Si j; < ... < js denotan las
columnas donde se encuentran los pivotes sobre las filas 1..., s de A, podemos
escorger arbitrariamente x; para i € {ji,...,Js}, y cada xz;, se expresa en
funcién de los x; para ¢ > j,. Luego, el espacio de soluciones de este sistema,
que no es nada mas que ker(A), es de dimensién igual a n — s. Por otra parte,
como dimg ker(A) = n — rg(A) gracias al teorema del rango, obtenemos el
corolario siguiente (que ya demostramos anteriormente usando otros métodos):

Corolario 1.7.3. — Para toda matriz A € My, (k) se tiene rg(*A) = rg(A).

1.7.3. Caélculo de la inversa de una matriz cuadrada. — Sea
A € M, (k) una matriz cuadrada. Podemos utilizar el algoritmo de re-
duccién de columnas para determinar si A es invertible y, en caso de serlo,
calcular su inversa.

Denotemos por (eq,...,e,) la base canénica de k™. Si la primera fila de
A es nula, entonces A no es invertible, puesto que en tal caso la imagen de
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A estaria contenida en el sub-espacio generado por es,...,e,. Podemos por
ende suponer que la primera linea de A es no-nula. Asi, la primera etapa del
algoritmo de reduccién de columnas nos otorga una matriz A; = AP, cuya

(1 0 .. 0),

Sea t € {2,...,n} y supongamos que luego de ¢t — 1 etapas obtenemos una

primera linea es

matriz
A1 =AP--- P,

donde las primeras ¢t — 1 filas son de la forma

1000 --- 0

* 1.0 0 --- 0

* x 1 0 - 0
Si la t-ésima fila tiene todos sus coeficientes de indice > ¢ nulos, entonces Im(A)
estd contenido en el sub-espacio generado por las columnas Ay, ..., A;_1 y por
los vectores €441, ..., e, de la base candnica, por lo que A no es invertible.

Obtenemos asi las alternativas siguientes: o bien durante el proceso de re-
duccidén de columnas obtenemos una matriz de la forma

1 0 0|{]0 --- O

*x 1 00 0

* x 110 --- 0
A =

* *x % |0 0

en cuyo caso A no es invertible (gracias a la discusién anterior), o bien obten-
emos una matriz triangular inferior con 1 sobre la diagonal:

1 0 0 e 0

* 1 0 0

A= x * 1 o0
0

Gnl Gp2 *+° Gpp—1 1
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por lo que sustrayendo a,;C, a la j-ésima columna, para j = 1,...,n — 1,
obtenemos una matriz

1 0 0 0
* 1 0 0
Apt1=ApPr = s < 1 0],
p-11 Ap-12 - 1 0
0 0 0o 0 1
por lo que sustrayendo a continuacién a,—1,;C,—1 a la j-ésima columnas, para
j=1,...,n— 2, obtenemos una matriz
1 0 O 0
* 1 0 0
Apv2a=AnPriiPria=|x x« 1 . 0}>
o --- 0 1 0
0O 0 0 0 1

etc. Continuando de esta forma, llegamos a una matriz A’ = AP que es igual
a la matriz identidad I,. Luego, P = A~!. Mis atin, tal como observamos
anteriormente, la matriz P se obtiene escribiendo al comienzo del proceso la
matriz identidad I,, bajo la matriz A, y efectuando en cada etapa las mismas
operaciones elementales sobre las columnas de ambas matrices. Asi, al final
del proceso obtenemos arriba a la matriz A’ = AP = I,, y abajo la matriz
[, P=P=A""

Sea k = Q y consideremos el ejemplo siguiente:
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Luego,
2 -1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 3 Cuslcn 1/2 1/2 5/2 /2 1 0
1 2 0| cmCavier | 1/2 5/2 —1/2 Cor2C 1/2 5 —13
1 0 0f Gs=Cs—3C1 [1/2 1/2 —1/2| Cs=Cs=5C2 [1/2 1 -3
0 1 0 0 1 0 0 2 =5
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
o Crt A0 1/2 1 0 0 1 0
Co—+Ca43C3 0 0 1 C1—C1—1Cy 0 0 1
C3r—15C3 5/13  —=2/13 3/13 6/13 —2/13 3/13
-5/26 1/13  5/13 -3/13 1/13  5/13
1/26  5/13 —1/13 -2/13 5/13 —1/13
de donde obtenemos que A es invertible y que
6/13 —2/13 3/13
A= |-3/13 1/13 5/13
-2/13 5/13 —1/13

Notemos que, en lugar de la serie de operaciones elementales sobre las columnas

que utilizamos anteriormente, podriamos elegir cualquier serie de operaciones

sobre las columnas de tal suerte que se obtengan los cédlculos mds simples

posibles. Asi, en el ejemplo anterior, es mds conveniente realizar las operaciones
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siguientes:
2 -1 1 1 00 1 0 O
1 0 3 0 1 3 0O 1 0
Cll—>702
1 2 0 Co—C142Co —2 5 2 C3—C3—3Co —2 5 _13
1 0 0] Cs20s+C2 0 1 0 0O 1 -3
0 1 0 -1 2 1 -1 2 =5
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
1 0 0
0 1 0
Cp—)Cl—%Cg
CQ'—)CQ-F%C’;; 0 0 1
Cr—15C3 6/13 —2/13 3/13
~3/13 1/13  5/13

-2/13  5/13 —1/13

Importante: En general, podemos utilizar también el proceso de reduccién
de filas, tal como se ilustra a continuacion.

Sea A € M, (k). Sila primera columnas de A es nula, entonces A no es
invertible. Luego, podemos suponer que la primera columna de A es no-nula.
Asi, la primera etapa del algoritmo de reduccién de filas nos otorga una matriz
A1 = QA cuya primera columna es

0

Sea t € {2,...,n} y supongamos que luego de ¢ — 1 etapas obtenemos una
matriz

A1 =Qi—1--- Q1A
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donde las primeras ¢ — 1 columnas son de la forma

1 % x

0 1 =«

0 01

0

000
Si la t-ésima columna tiene todos sus coeficientes de indice > ¢ nulos, entonces
Im(A) estd contenido en el sub-espacio generado por los vectores ey, ..., e;—1 de
la base canénica y por las columnas Ay41, ..., A,, por lo que A no es invertible.

Obtenemos asf las alternativas siguientes: o bien durante el proceso de re-
duccién de filas obtenemos una matriz de la forma

1 % x| % -+ %
0 1 *|% -+ =%
0 0 1% --- =«
A =
0 0 0|0 % =
0 Cox
0 0 0|0 % =

en cuyo caso A no es invertible (gracias a la discusién anterior), o bien obten-
emos una matriz triangular superior con 1 sobre la diagonal:

1 x % ... a1n

0O 1 x - a2n

Gn—1,n
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por lo que sustrayendo a;, F;, a la i-ésima fila, para ¢ =1,...,n—1, obtenemos

una matriz

1
0
Apt1=Qnt1An= |0
0
0

por lo que sustrayendo a;,—1F,—1 a la i-ésima fila,

obtenemos una matriz

An+2 = Qn+2Qn+1An =

*

1
0

0

o O o O =

*

*
1

0
0

0

a1n-1 0

azn-1 0
0f.

1 0

0 1

parat = 1,...,n — 2,

* 0 0

* 0 0
10 01,

010

0 01

etc. Continuando de esta forma, llegamos a una matriz A”

a la matriz identidad I,. Luego, Q = A~%.

= QA que es igual

Mads atin, tal como observamos

anteriormente, la matriz ) se obtiene escribiendo al comienzo del proceso la
matriz identidad I, al lado de la matriz A, y efectuando en cada etapa las
mismas operaciones elementales sobre las filas de ambas matrices. Asi, al final

del proceso obtenemos a la izquierda la matriz A” =

la matriz QI, = Q = A~

QA =1,, y ala derecha
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Sea k = Q y consideremos el ejemplo precedente:

2 -1 1|1 0 0 Fi g Fy 1 —1/2 1/2 | 1/2 0 0
FQHFQ—%Fl

1 0 3/010|—"—=]0 1/2 5/2|-1/2 10
F3>—>F3—%F1

1 2 000 1 0 5/2 —1/2|-1/2 0 1

1 —1/2 1/2[1/2 0 0

B2l 1 5 | -1 2 0
F3?—)F375F2

0 0 -13] 2 -5 1
F1—Fi+5-F3 1 —-1/2 0| 15/26 —5/26 1/26
FQ?—)FQ+%F3
S b g 1 0| -3/13 1/13 0 5/13
0 0 1|-2/13 5/13 —1/13

Fy>— =Ty
1 0 0| 6/13 —2/13 3/13
0 1 0|-3/13 1/13 5/13 )
0 0 1]-2/13 5/13 -1/13
de donde se concluye que A es invertible y que

6/13 —2/13 3/13

Al =|-3/13 1/13 5/13
-2/13 5/13 —1/13

Notemos nuevamente que, en lugar de la serie de operaciones elementales sobre
las filas que utilizamos anteriormente, podriamos elegir cualquier serie de op-
eraciones sobre las filas de tal suerte que se obtengan los cdlculos més simples

FlHF1+%F2
— 5
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posibles. Asi, en el ejemplo anterior, es m&s conveniente realizar las opera-
ciones siguientes:

2 -1 1]/1 0 0 - 1 0 3]0 1 0
1 0 3lo 10 | 228220 g 1 511 -2 0
F3f—>F3*F2
1 2 0/0 o0 1 0 2 -3/0 -1 1

10 3o 1 0
e 01 5 |-1 2 0
F3—F35+2F>

0 0 -13| 2 -5 1

Fi—Fi+35F3 1 0 0 6/13 —-2/13 3/13
ForyFa+ -2 F
——— 55101 0|-313 1/13 5/13

0 0 1|-2/13 5/13 —1/13

1
F30—>—EF3

jAtencién! En este algoritmo para calcular A~!' hay que escoger si se
hacen operaciones sobre las columnas o bien sobre las filas, pero no hay que
mezclarlas (1).

En efecto, si hicieramos a la vez operaciones sobre las filas y columnas de A,
y si hicieramos las mismas operaciones sobre la matriz identidad I,,, llegariamos
al final del proceso a un par de matrices

(QAP =1, | Ql,P =QP),

y por ende la primera igualdad nos darfa A = Q~'P~! de donde obtenemos
A~! = PQ. Sin embargo, en el lado derecho habriamos calculado QP en lugar
de PQ.

Ejercicio 1.7.4. — Sea k un cuerpo. Supongamos que una matriz invertible
A € GL, (k) conmuta con todas las matrices invertibles, es decir, supongamos
que

AB = BA
para toda B € GL,(k). Probar que A = AI,, es una homotecia, para cierto
A#£0.






CAPITULO 2

DETERMINANTES

En el capitulo anterior, se estudié la relacién entre aplicaciones lineales y
matrices, concluyendo que toda aplicacién lineal tiene siempre una matriz aso-
ciada. Sin embargo, dicha matriz estd sujeta a la elecciéon de bases para los
espacios vectoriales en los cuales estd definida dicha aplicacién. Es por esto
que durante este capitulo el objetivo serd encontrar un invariante para las apli-
caciones lineales, es decir, un objeto matematico intrinsecamente asociado (no
dependiente de la eleccién de bases) a cada aplicacion.

2.1. Permutaciones

Definicion 2.1.1. — Sea n € N=!| y denotemos I,, = {1,...,n}. Una per-
mutacion de I,, es una biyeccién o : I, — I,. Usualmente las permutaciones
se denotan por

o= o= (o(1),...,0(n))

Dado un n € N2! el conjunto de permutaciones de I,, se conoce como el
grupo simétrico y se denota por
Sp ={0: 1, — I, | o es biyectiva}

Su nombre se debe a que efectivamente .S, es un grupo bajo la composicién, ya
que la identidad en I,, es claramente biyectiva, la composicién de biyecciones
es también biyectiva, y su inversa claramente también lo es.
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Proposicion 2.1.2. — Sea S, el grupo simétrico de orden n. Entonces
|Sp| = nl.

Demostracion. — Probaremos esto por induccién. Si n = 1, entonces
S1 = {(1)}, y se tiene la propiedad. @A continuacién, suponer que
|Sp| = n! para cierto n y consideremos el conjunto S,yi. Sea k € I,

y Ar = {o = (a1,...,an41) € Sp+1 | ax = n+ 1}. Ahora, dado que se tiene
una biyeccién Ay, <~ S, dada explicitamente por

o (a1, .. Qk—1, k11, ant+1) € Sp
(b1, ybg—1,m+ 1, b, ..., by) <= (b1,...,by) €S,
se tiene que |Ag| = |S,| = n!, y entonces
n+1 n+1

Snrtl =D Al =) nl=(n+1)
k=1 k=1
L]

Definicion 2.1.3 (Transposicién). — Sea 7 € S,,. Se dice que 7 es una
transposicién si tinicamente cambia dos elementos de I,,, es decir, existen
i,j € In tal que 7(i) = 5,7(j) =4,y 7(k) =k Vk #1i,j.

La transposicién que cambia los elementos i, j se denota como 7 = (i, j).
Ademds, se dice que T invierte los elementos 4, j, sii > jy 7(2) < 7(j).

Ejemplo 2.1.4. —
1. La permutacién id = (1,2,...,n) € S, no posee inversiones.
2. La tranposicién (1,2) € S, tiene una tnica inversion.
3. Las permutaciones (2,3,1),(3,1,2) € S5 tiene 2 inversiones.

Definicion 2.1.5. — Sea o € S,. Se define como signatura de ¢ al nimero
e(o) := (—1)™ donde m es el nimero de inversiones de o. Se dice que o es par
si €(0) = 1. En caso contrario se dice que o es impar.

Ejemplo 2.1.6. —
1. La permutacién identidad es par, ya que €(id) = (—1)° = 1.
2. Sio € S, es la transposicion (i, j), entonces €((i, j)) = (—1)2=91-1 = —1,
por lo tanto es impar.
3. En S5 hay 3 permutaciones pares y 3 impares.
o(j) —o(i)

Lema 2.1.7. — Sea 0 € S,,, entonces e(o) = H S
j—i

1<i<j<n
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Demostracion. — Notar que j —4 > 0 siempre que j > ¢, y luego el producto
[Li<; w y €(0) poseen el mismo signo pues o(j) — o (i) < 0 si y solo si

J,1 se encuentran invertidos. Por otra parte

2
. . . . 2 . .
[ 29-c0) _ [ (290} et w,
by J—1 by J—1 i
1<i<j<n 1<i<j<n i
(%) o es una biyeccién.
Luego el producto del enunciado es exactamente €(o). O

Proposicion 2.1.8. — La signatura e : S, — {£1} satisface que e(o1) = €(0)e(T)
para todos o, T € Sy,.

Demostracion. — Para demostrar esta propiedad basta notar que
_ o(7(j)) —o(7(d)
elor) = H T
1<i<j<n
- 11 (r()) —o(r(3) 11 7(j) —7(9)
1<i<j<n 7(7) (2) 1<icj<n  J T

La proposicién anterior motiva el hecho de descomponer permutaciones en
otras mds simples. De hecho, toda permutacién se puede descomponer, de
forma no tnica, como producto de transposiciones. Mds atin, toda permutacién
par (impar) se descompone en un numero par (respectivamente impar) de
transposiciones.

Ejemplo 2.1.9. — Para descomponer una permutacion, la idea es ir cam-
biando parejas de elementos hasta fijarlos en su posicién respectiva. Por ejem-
plo, consideremos la permutacién (2,4,1,5,3) € Ss, la cual se puede descom-
poner como:

o=(2,4,1,5,3) = (1,2)0 = (1,4,2,5,3) = (2,4)(1,2)0 = (1,2,4,5,3)
= (3,4)(2,4)(1,2)0 = (4,5)
=o0=(1,2742,4)71(3,4)7(4,5)

(2,4)(3,4)(4,5)

Notar ademds que si denotamos 0 =71 -7, = €(0) = €(11) - - - €(1y,) = (—=1)"

)"
)

=0=(1,2

y entonces o y n poseen la misma paridad.
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2.2. Formas multilineales alternadas

Definicion 2.2.1 (caracteristica). — Sea k un cuerpo. Se define la car-
acteristica de k, denotada por car(k) como el menor n € N22 en k tal que
n-1=14...41=0. Sino existe dicho n, entonces car(k)=0.

Ejemplo 2.2.2. — Los cuerpos de uso frecuente, vale decir Q, R, C, son de
caracteristica 0, sin embargo, car(F,) = p

En este curso, los cuerpos en los cuales se trabajard serén de car(k) # 2.
Definicion 2.2.3. — Sea V un k-espacio vectorial. —Una forma m-
multilineal es una funcién de la forma

F:V"=Vx---xV =k (X1y. ooy ) = F(T1,. 00, )
—_—
n veces
la cual es lineal en cada variable. Ademds, se dice que F' es alternada cuando
F(z1,...,zm) =0 sl z; = z; para algin par (, 7).

Ejemplo 2.2.4. — Sea F : R? x R? — R una forma bilineal, y (e, e2) la
base canénica de R2. Entonces:
F((x11,221), (T12,222)) = F(x11€1 + 22102, T12€1 + X20€2) =
x11F(e1, x12e1 + wo2e2) + wo1 F(ea, x12€1 + To2€2) =
)) 4+ x21(x12F (2, 1) + 22 F (€2, €2))
Ahora, si F es alternada y (x11,x21) = (212, x22) se obtiene que

F((z11,221), (z11,221)) =0 = F(e1,e1) = F(e2,e2) =0 A F(er,e2) = —F(e2,e1)

z11(z12F (€1, e1) + x22F (eq, €2

De esta forma
F((z11,221), (z12, T22)) = F(e1, e2)(x11222 — 12221)

Proposicion 2.2.5. — Sea V k-espacio vectorial y F : V™ — k multilineal.
Entonces F es alternada si y solo si:

F(ai,....%i ... x5, .., &xm) = —F(x1,...,25,...,Zi, ..., Tm)
para todos Ti,...,Tm € V.
Demostracion. — (<) Si x; = x; = = entonces por hipétesis
F(xy,...,2, ... @, ..,@y) = —F(x1,...,2,...,x, ..., Tp)

y considerando que car(k) # 2 entonces

F(zy,...,x,...,x,...,2p) =0
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y F es alternada.
(=) Suponer que F es alternada. Luego

F(xi,...,xi+xj,...,2+xj,...,2,) =0
y en consecuencia
F(xi, ...,z .. %y ) + F@1, ., 2o Ty o T )+

+F(x1, .. %, Ty ) (2,2, T, Ty) =0

delo cual se obtiene que F(x1,..., %, ..., &j, ..., &Tm) = —F(z1,...,25,..., 2, ...

O

Una forma de enunciar el resultado anterior, en términos del lenguaje de
permutaciones introducido en la seccién anterior, es que F' es alternada <=
para toda transposicién 7 € S, se tiene que

F(xT(l)" . 'ax’r(m)) = _F(:Ela--- al'm)

Proposicion 2.2.6. — Sea V' un k-espacio vectorial y F multilineal alternada.
Entonces:
1. Para toda o € Sy, se verifica F(zg(1), -, To(m)) = €(0)F (21, .., Tm)
2. F(x1,...,x,) permanece constante si se anade a una variable una com-
binacion lineal de las otras.
3. F(z1,...,2m) =0 si los z; son linealmente dependientes. En particular,
si m > dimg (V') entonces F' = 0.

Demostracion. — Para probar 1., basta descomponer ¢ en un producto de
transposiciones, es decir, ¢ = 71 --- 7. Dado que (—1)* = ¢(0) se obtiene 1.
por induccién en k.

Para 2., basta observar que

F 1‘1,...,.%1'+Z/\jwj,xi+1,...,xn) =
J#i
:F(wl,...,:zm)+Z)\jF(xl,...,a:j,...,xj,...,xm) =F(z1,...,%m)
J#i
Para la propiedad 3., notar que si los x; son linealmente independientes, alguno
de ellos es combinacién lineal de las otras variables, es decir, existe x; tal que

€Xr; = Z )\jl’j

JF#i



66 CAPITULO 2. DETERMINANTES

y por la propiedad 2., es posible adicionar —x;, obteniendo

F(zi,...,%iy...,x,m) =F (xl,...,xi—Z/\jmj,...,a:m)
J#i
=F(z1,...,0,...,2y) =0

2.3. Determinantes

Durante esta seccién el objetivo serd definir el invariante mencionado al
comienzo del capitulo, el cual es conocido como determinante. Para ello, el
primer objetivo es expandir la forma multilineal alternada F' : V™ — k como
en el ejemplo [2.2.4]

Comenzamos considerando una base & = (ey,...,e,) de V. Entonces, escri-
biendo los z; en términos de %, por la mutilinealidad se tiene que:

n

n n n n
Tiy1€i; 5 E T§92€iny - -5 § Tipn€i, | = = § E Ti1%iy2 - - TipnF (€5,
1

io=1 in=1 i1=1 in=1

F(zy1,...,2) :F<

1=

Como F' es alternada, los términos donde existen indices iguales se anulan.

De esta forma, los tinicos términos importantes corresponden a los que poseen

indices distintos, o dicho de otra forma, aquellos donde la aplicacién k — i

sea biyectiva, es decir, una permutacién. Entonces, por la proposicién [2.2.6]
se tiene que

F(z1,...,20) = Z To)1 " Tomnt (€s(1)s -+ €a(n))
O’GSn

=F(e1,...,epn) Z €(0)To(1)1 " To(n)n
gESy

Definicion 2.3.1. — Sea V un k-espacio vectorial de dimg(V) = n y
P = (e1,...,en) base de V. Se define el determinante de los vectores
T1,...,Tn € V en la base Z como
det<@<x17 ‘e 7-7571) = Z 6(0—>$0'(1)1 To(n)n
ocES
donde z; = > | wije; para todo j € I,.
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Observacion 2.3.2. — Notar que por la definicién anterior, para toda forma
n-multilineal alternada F', se cumple que

F(xy,...,xy) = F(e1,...,ey)detg(z1, ..., x,)

De esta forma, toda forma n-multilineal alternada (con n = dim (V")) es pro-
porcional a la funcién detgz : V™ — k.

Ejemplo 2.3.3. — Si # = ((1,0),(0,1)) es la base canénica de k2, entonces

detz((z11,721), (712, 722)) = T11722 — T21712
resultado que ya habfa sido encontrado en el Ejemplo

Proposicion 2.3.4. — Sea B = (e1,...,e,) una base de V k-espacio vectorial
de dimension dimg (V) = n. La aplicacion detg : V" — k es una forma n-
multilineal alternada, y ademds detg(eq, ..., e,) = 1.

Demostracion. — En primer lugar, es posible observar que la cantidad
€(0)To(1)1 " To(n)n €s multilineal para toda o € S,. Asi, la cantidad
detg(z1,...,x,) resulta ser también multilineal.

Veamos que es también alternada. Sea 7 = (i,j) transposicién. Luego se

observa que

detg(z1, ... s Ly ey Ty o e ,Ty) = Z 6(0)560(1)1 Zo(i)j To(h)it To(n)n =

O’ES’n
= Z _E(UOT):’UO'OT(I)I " Toor(4)i " Loor(i)j " Loor(n)n — — det%(xlv ce 733n)
oESy
y entonces detg : V™ — k alternada. Ademads, tomando (z1,...,2,) = (e1,...,€n),
la cantidad Z,(1)1 *** To(nyn 7 0 <= 0(i) =i para todo i € I,,, o sea, o = id.
Por lo anterior, detz(e1,...,e,) = 1. O
Teorema 2.3.5. — Sea V un k-espacio vectorial de dimg(V) = n y

B = (e1,...,e,) base de V. Entonces:
1. Si B' es base de V entonces

detg (z1,...,2,) = detg (e1,...,e,)detg(z, ..., x,)

2. detg(x1,...,xn) #0 <= (x1,...,2,) es base de V.
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Demostracion. — Notar que por la discusién previa toda forma multilineal
alternada es proporcional a a su determinante, es decir,

F(xy,...,xy) = F(e1,...,ey)detg(z1, ..., x,)

Entonces, en particular tomando F = detygs se demuestra la primera
proposicién.
Por otra parte, si ' = (x1,...,2,) es base de V, por la proposicién anterior

y la proposicién [2.3.4] se tiene que

detg (e1,...,en)detg(z1, ..., xn) =detg (x1,...,2,) =1 = detg(z1,...,2,) #0
Ademis, dado que detg es multilineal alternado, si detg(x1,...,x,) # 0, por
la Proposicién M(més especificamente, el reciproco de la propiedad 3.) los
x; son linealmente independientes. Luego, % es una base de V. ]

En dimensiones 2 y 3, el determinante tiene una interpretacién geométrica
muy particular. Si % es la base candnica de R™, entonces en particular, para
n = 2, el determinante de dos vectores (en valor absoluto) corresponde al drea
encerrada por el paralelogramo generado por dichos vectores. Asimismo, para
n = 3 el determinante corresponde al volumen del paralelepipedo generado
por dichos vectores. De forma méds general, en dimension arbitraria el deter-
minante de una familia de vectores puede ser interpretado como el “volumen”
del paralelepipedo n-dimensional generado. Asi, cuando dicha familia es
linealmente dependiente, detg(z1,...,x,) = 0 significa que no posee volumen
(el paralelepipedo es plano).

2.3.1. Determinante de un endomorfismo. —

Definicion 2.3.6 (determinante de un endomorfismo)
Sea V k-espacio vectorial tal que dimg(V) = n, Z = (eq,...,e,) base
de V y u € Endg (V). Se define el determinante de u como

det(u) = detg(u(er), ..., uley))

En primer lugar, en la definicién anterior se debe advertir que det(u) en
primera instancia puede no tener sentido, ya que perfectamente puede depender
de la eleccién de la base. Sin embargo, no es asi, hecho que se prueba a
continuacion.
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Teorema 2.3.7. — Sea u € Endg (V). Entonces det(u) estd bien definido.
Mads ain, para todos x1,...,x, €V y toda base B de V' se verifica que

detg(u(zy),...,u(z,)) = det(u) det z(z1, ..., xy)
Demostracion. — Debido a que u es lineal y detg es multilineal alternada, se
tiene que la composicién definida por
(T1,...,2pn) — detg(u(z1), ..., ul(zy))

es también multilineal alternada. Por ello, dicha composicién es proporcional
a su determinante, o mejor dicho, se tiene que

detg(u(zy),...,u(z,)) = detg(uler),...,uley)) detg(z1, ..., xy)

Ahora, solamente resta ver que dicha cantidad es independiente de la base %

escogida. Sea entonces &' = (€],...,e),) otra base de V. Luego gracias al
Teorema [2.3.5/1 y la Proposicién [2.3.4] se tiene que
detg (€],...,el,) =detg(e1,...,e,)detgle],... e,) =1

Entonces, haciendo uso de las igualdades anteriores, y el hecho de que det g
es alternada, se obtiene que

/

detg (u(e)),...,u(e),)) =dety (e1,...,e,) detg(u(e)),. .., u(e,))

)
=detg (e1,...,e,)detg(uler),. .. ule,))detg(e), ... el)
=detg(u(er),...,ulen))

Por lo anterior se puede concluir que det(u) es independiente de la base es-
cogida. Asi, el determinante de un endomorfismo estd bien definido. O

Ejemplo 2.3.8. — Un endomorfismo de la forma hy : V — V tal que x — Az
se conoce como homotecia, y A se conoce como factor de homotecia. Sea
%A = (e1,...,e,) una base de V, y calculemos su determinante:

det(hy) = detg(hr(e1), ..., ha(en)) = detm(1, ..., Ae,) = N'detg(er, ..., e,) = A"

En palabras sencillas, si 0 < A < 1, el efecto de la homotecia es “comprimir”
el espacio V' en todas direcciones en el factor A, mientras que si A > 1 el
espacio se “expande” en todas direcciones. Por lo discutido con anterioridad,
el determinante puede ser interpretado como el volumen del paralelepipedo
generado por los vectores de la base #. Como la homotecia “estira”’ dichos
vectores en un factor A, tiene sentido decir que dicho volumen serd de A\™ veces
el volumen original.

Teorema 2.3.9. — Sean u,v € Endg(V'). Entonces se tiene que
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1. det(uowv) = det(u) det(v) = det(v o u)
2. u € GL(V) <= det(u) # 0. Ademds, det(u~!) =1/ det(u)

Demostracion. — Para probar la primera propiedad basta notar que dada
P = (e1,...,en) base de V, entonces

det(uov) = detg(u(v(er)),...,u(v(e,))) = det(u) detg(v(er), ... ,v(e,)) = det(u) det(v)
Notar ademads, que el hecho de que u sea invertible, es equivalente a que u(%)

sea una base de V. Luego por la Proposicién y por la definicién de
determinante se tiene que

det(u) = detg(u(er),...,ulen)) #0 <= u(ZA) es base de V
Por tltimo, es claro que, gracias a la primera proposicién
wou t =idy = det(u)det(u™t) = det(idy) =1
concluyendo asi la demostracion. O

Es importante notar que la funcién definida por det : Endg(V) — k no es
lineal. Esto debido a que en general det(u + v) # det(u) + det(v), y ademés
det(Au) = A"det(u). Por esto, es fundamental hacer el contraste entre el
determinante de un conjunto de vectores (el cual es multilineal alternado) y el
determinante de un endomorfismo.

Ejercicio 2.3.10. — Sea m € NZ!. Se dice que el endomorfismo u : V — V
tiene orden m si u™ = wo...ou = idy. Probar que si u € Endg(V) es de
———

m veces
orden m entonces det(u) es una raiz m—ésima de 1 y por lo tanto u € GL(V).

2.3.2. Determinante de una matriz. — A continuacién, es de nuestro
interés, tal como se ha venido haciendo con los conceptos anteriores, extender
la nocién de determinante a matrices.

Definicion 2.3.11 (determinante de una matriz)
Sea A € M, (k) una matriz cuadrada. Se define entonces el determinante
de la matriz A, denotado por det(A) como

det(A) = Z 6(0’)(10(1)1 *Qg(n)n
gESy
La definicién anterior tiene una interpretacion clave. El determinante de
una matriz corresponde al determinante de sus columnas (vistas como un
conjunto de vectores), por lo que la definicién resulta ser la misma que la
estudiada en la seccién anterior. También es posible relacionar esto con el
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determinante de un endomorfismo notando que el determinante de A es el

determinante de cualquier endomorfismo u tal que Matg(u) = A para cierta
base £ de V.

Proposicion 2.3.12. — Sea A € M, (k). Entonces det(A) = det(*A).

Demostracion. — Denotemos A = (a;;) y ‘A = (bj;). En primer lugar, es
importante notar que para todo o € S, se cumple que e(c) = e(o™!) (la
demostracion de este hecho queda propuesta como ejercicio), y por ende se
cumple la igualdad

6(J)ba(l)l T bo(n)n = 6(U)ala'(l) ©Qpo(n) = 6(U_l)aa*l(l)l © Qo =1(n)n
Esto ltimo se puede hacer ya que todo o € S, es biyeccién. Entonces

det(tA) = Z 6(0_1)6%71(1)1 COe=1(p)n =
O'GS’VL

= Z 6(7—)0"1‘(1)1 T Or(p)n =

T—1leS,

*)
(: Z 6(7—)6”7'(1)1 o Qr(n)n = det(A)

TGSn
(*) Este paso es posible ya que S, es un grupo. O

Teorema 2.3.13. — Sea A € M, (k). Entonces se verifica que:

1. det(A) depende linealmente de sus filas y columnas.
2. det(A) =0 si sus filas o columnas son linealmente dependientes.
3. det(A) cambia de signo al intercambiar filas o columnas.

Demostracion. — Sea u : k™ — k™ un endomorfismo asociado a A (vale de-
cir, Matg(u) = A). Entonces det(A) = det(u), y las proposiciones de este
teorema se obtienen directamente de las demostradas anteriormente para el
determinante de un endomorfismo. Con respecto a las filas, es suficiente hacer
uso de la proposicion y aplicar estos resultados a “A. ]

Es importante notar que las propiedades enunciadas en el teorema anterior
nos indican cémo afectan las operaciones fila y operaciones columnas, vistas
en el capitulo 1, en el valor del determinante de una matriz.

Teorema 2.3.14. — Sean A, B € M, (k). Entonces se cumple que

1. det(AB) = det(A) det(B).
2. A€ GL,(k) <= det(A) # 0. Mds aiin, det(A~') = 1/ det(A).
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Demostracion. — Sean u,v : k™ — k™ los endomorfismos asociados a las ma-
trices A, B. Luego det(A) = det(u),det(B) = det(v), y entonces es suficiente
aplicar el Teorema [2.3.9| para observar que

det(AB) = det(uov) = det(u) det(v) = det(A) det(B)

El segundo punto viene directamente del hecho que u € GL(V) <= det(u) # 0
y det(A™1) = det(u™1). O

Recuerdo 2.3.15. — Durante el Capitulo 2 se definié el concepto de matriz
semejante. Si A, B € M, (k) son semejantes entonces 3P € GL,(k) tal que
B = P71 AP. Esto significa claramente, que dos matrices semejantes represen-
tan el mismo endomorfismo en bases diferentes del espacio en cuestién. Dicho
de otra forma, la semejanza de matrices implica la existencia de una matriz P
de cambio de base entre las matrices A y B.

Corolario 2.3.16. — Sean A, B € M, (k) matrices semejantes. Entonces
det(A) = det(B).

Demostracion. — Sean B = (e1,...,en), B = (€),...,¢€]) bases del espa-
cio k™ tales que A = Matg(u) y B = Matg (u) para cierto endomorfismo
u : k™ — k™. Entonces, dado que el determinante de un endomorfismo es

independiente de la base, se tiene que
det(u) = detg(u(er), ... ,u(ey)) = detg (u(e)), ..., u(e),))

n

De forma alternativa, se puede notar que si B = P~ AP, entonces

det(B) = det(P 'AP) = det(P~ 1) det(A) det(P) =

1
act(P) det(A) det(P) = det(A)

O

Asi como en la seccién anterior se hizo la acotacion acerca de la no-linealidad
del determinante de un endomorfismo, es también importante recalcar que
para el caso del determinante de una matriz, ocurre lo mismo. Esto es
claro pues det : M, (k) — k verifica que det(A + B) # det(A) + det(B) y
det(AA) = A" det(A) VA € k.

Ejercicio 2.8.17. — Una matriz A se dice antisimétrica si ‘A = —A. Sea
A € M, (k) antisimétrica. Probar que A no es invertible si n es impar.

Ejercicio 2.3.18. — Sea V un espacio vectorial real de dimensién
dimg(V) = n. Un edndomorfismo J : V. — V es una estructura com-
pleja si J2 = —idy. Demostrar que si V tiene una estructura compleja

entonces n es par y ademds J € GL(V).
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2.4. Calculo de determinantes

Para finalizar este capitulo, se presentardn algunas propiedades sobre los
determinantes, que resultan muy ttiles para el cdlculo de estos, y que resul-
tardn utiles también en las demostraciones posteriores.

Recuerdo 2.4.1. — Para comenzar, se recordaran algunos tipos especiales de
matrices, los cuales serdn importantes de aqui en adelante. Sea A € M, (k).
Entonces A se dice

1. triangular superior con términos diagonales A1, ..., A, sies de la forma:

Al ok % %

0 )\2 * *
0 O
0 0 0 X\,
2. triangular inferior con términos diagonales A1, ..., A, si corresponde a
una matriz de la forma:
A0 0 O
* )\2 0 0
A=
* %

3. triangular superior(inferior) por bloques si tiene la forma:

Al % % * A, 0 0 O
A 0 Ay * * B_ x Ay 0 0

o o . : x %

0O 0 0 A, x  x ok A,

donde las matrices A; € M, (k) y se cumple que ny + ...+ ny, =n. A
dichas matrices se les llamaran los bloques de A.

A" B
Proposicion 2.4.2. — Sea A = A € M, (k) matriz triangular su-
0

perior por bloques, con A" € My (k), A” € My(k). Entonces,
det(A) = det(A’) det(A”)
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Demostracion. — Denotemos A = (a;;). Entonces su determinante viene dado
por
det(A> = Z 6(0—)0’0(1)1 ©Qg(n)n

0ESH
Notar entonces que los términos no-nulos corresponde a aquellos en donde
o(l),...,0(p) € {1,...,p} (ie, que pertenezcan a la matriz A’), y entonces
necesariamente, o(p+ 1),...,0(n) €
{p +1,...,n}. De forma més precisa, los términos no-nulos son aquellos

relacionados con o € S, para los cuales existen o’ € S,,0” € S5, tales que
o(j)=0'(j)sil<j<pyolp+k)=p+0o’'(k)sil <k <gq. Sidenota-
mos o = (¢’,0") (haciendo un abuso de notacién), utilizando lo anterior en la
definicién del determinante se obtiene:

!/ / " "
det(A) = Z E(o-)a’o"(l)l s aa’(p)paa”(l)l e Clo.//(q)q
gESy
o=(c’,0")
Ademas, es posible notar, por la construcciéon de o y las propiedades de la
signatura, que €(o) = €(0’)e(0”). Finalmente, se obtiene

det(A) = Z 6(0'/)(1;./(1)1 st a;_/(p)p Z G(U//)a;/.//(l)l . ag”(q)q == det(A/) det(A//)

o’'€Sy 0"€S,
[
Corolario 2.4.3. — Sea A € M, (k) triangular superior (o inferior) por blo-
ques dados por A; € My, (k) tales que ny + ...+ n, = n. Entonces,
det(A) = det(Ay) - - - det(An)
En particular, si nqy = ... = ny, = 1 (ie, A es triangular superior

(respectivamente inferior) con términos diagonales Ai,...,\,) entonces
det(A) = A1\

Demostracion. — Se definen las matrices A’ = Ay y
| |
Azl e
/.
AT=10 x
S
0+0 1A,

Entonces la matriz A adopta la forma
A B
A=
O A/I
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y por la Proposicién [2.4.2) A = det(A’) det(A”). Luego, utilizando induccién
sobre el nimero de bloques de la matriz, se obtiene que

det(A) = det(Ay) - --det(A,,)

En el caso particular en que A es triangular superior, podemos consid-
erar sus términos diagonales como bloques de tamano 1 x 1, y se tiene que
det(A) = A1 -+ A\p.

Finalmente, si A es una matriz triangular inferior por bloques, entonces A es
una matriz triangular superior por bloques, cuyos bloques quedan traspuestos
y entonces por la proposicién

det(A) = det(*A) = det("Ay) - - - det(*A,,) = det(A;) - - - det(A,,)

‘@ilmportante! Se debe advertir que dada una matriz

A, B
A= € Moy (k)
C A,

con Ay, Ay, B,C € M, (k) no es cierto que det(A) = det(A;) det(Az)—det(B) det(C).

Ejemplo 2.4.4. — Considere el siguiente cdlculo de un determinante, uti-
lizando la proposicién anterior:

11 0 12 0 11 12 0 0 11 12 0 0
det(A) = 31 4 2|cmey |3 4 1 2 ok |9 1000
9 0 10 0 9 10 0 0 3 4 1 2
75 8 6 7 8 5 6 7 8 5 6
11 12 |1 2
= : = (110 — 108)(6 — 10) = —8
9 10| |5 6

Definicion 2.4.5. — Sea A = (a;j) € My(k) y denotemos por A;; € M, _1(k)
a la matriz cuadrada obtenida de eliminar la i-ésima fila y j-ésima columna de
A. Se define entonces

Cij = (=1)"*7 det(Ay)

cantidad a la cual nombraremos cofactor de indice (7, j) de la matriz A.

Teorema 2.4.6. — Sea A € M, (k). Entonces Vi,j € {1,...,n} se verifica
que:
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1. det(A) = a1;C1j + ... + an;Cyj (desarrollo de la j-ésima columna)
2. det(A) = anCi1 + ... + ainCip (desarrollo de la i-ésima fila)

Demostracion. — Para esta demostraciéon basta probar tinicamente la primera
propiedad, ya que la segunda se deriva directamente de esta por el hecho de
que det(A) = det("A). Denotemos por B;; a la matriz obtenida de reemplazar
las entradas de la j-esima columna de la matriz A por 0, a excepcién de a;;, es
decir,

ail . O .o anl
Bij = Qg
anl o e O N Ann
Si & = (e1,...,e,)eslabase canénicade k" y x1,...,x, € k™ son las columnas

de A, entonces x; = ajjer + ...+ apje, y se obtiene que
det(A) = detg(z1,...,2,) = det(x1,...,zj—1,a15e1 + ... + anjén, Tjt1, Tp)

® det(By;) + ... + det(By)

() Debido a la multilinealidad del determinante.

Ahora, el objetivo es calcular los determinantes B;;. Para ello, notar que si
cambiamos la j-ésima columna a la primera, sin alterar el orden relativo de las
otras columnas, se realizan j — 1 intercambios de columna, y el determinante se
multiplica por un factor de (—1)7~1. Asimismo, si se realiza la misma operacién
con las filas, el determinante se multiplica por un factor de (—1)*~!. Por endex

I
det(Bij) = (—1)i+j ) : A B = aij(—l)i+j det(Aij) = aijC’i'
o
I
I

Reemplazando esta igualdad en la expresion obtenida anteriormente, se obtiene
lo pedido. O

El teorema anterior se conoce como desarrollo por cofactores del determi-
nante, y otorga gran libertad en el cdlculo de estos, ya que el teorema anterior
considera el desarrollo a través de cualquier fila o columna. Notar entonces
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que la existencia de entradas nulas en una matriz simplifica en gran medida el
calculo de determinantes mediante este método.

Definicion 2.4.7. — Sea A € M,(k). Se define la comatriz de A por

com(A) := (Cy;) € My(k), ie, la matriz cuyas entradas son sus cofactores
respectivos.
1
Proposicion 2.4.8. — Sea A € GL, (k). Entonces A~ = ‘com(A).
det(A)
Demostracion. — Notar que la entrada (i,;) del producto A *com(A) corre-

n
sponde a Z a;;Cjk, Entonces, si 7 = j, por el Teorema [2.4.6
k=1

n

Z aixCik = 04;1C;1 + ... + ajnCyipy = det(A)

k=1
Si ¢ # j, entonces consideremos la matriz M;; obtenida de copiar la i-ésima
fila en la j-ésima fila. Luego, desarrollando la j-ésima fila de dicha matriz, se
obtiene:

det(Mij) = milel + ...+ mij = (Atcom(A))ij =0
Notar que lo anterior es igual a 0 ya que det : V™ — k es multilineal alternado,
y M;; por definicién posee dos filas idénticas. De todo esto se obtiene la
identidad
A'tcom(A) = det(A)I,
y si A € GL,(k), entonces
1

-1 _
AT = det(A)

‘com(A)







CAPITULO 3

REDUCCION DE ENDOMORFISMOS

3.1. Valores y vectores propios

La motivacién de esta seccién es, dado un endomorfismo u : V' — V', encon-
trar una base % “lo més sencilla posible”, e.g., una base la cual nos permita
calcular potencias faciles de u, hacer cdlculos “sencillos” de determinantes, entre
otros. En particular, las matrices diagonales cumplen con esta propiedad.
No obstante, no siempre se puede encontrar una base que cumpla con estas
caracteristicas. Con motivaciéon en base a la idea anterior, se introduce el
siguiente lenguaje.

Definicion 3.1.1 (valores y vectores propios). — Sea u : V. — V un
endomorfismo. Si existe A € k y existe v # 0 € V tal que u(v) = Av, diremos
que A es un valor propio de u (o eigenvalor) y que v es un vector propio
de u asociado al escalar A.

Observacion 3.1.2. — Todo multiplo no nulo de un vector propio es también
un vector propio asociado al mismo escalar, ie, los vectores propios no son
Unicos.
Ejemplo 3.1.3. — 1. Para V.= R?> y v, : V — V rotacién en T,
-1 0 . .
Ay = , ie, rr(xz,y) = (—x,—y). En particular, e; = y
0 -1 0
0 . : :
eg = son vectores propios asociados al valor propio A = —1.

1
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2. ParaV =R2y S :V =V, (z,y) = (—z,y) simetria respecto a la recta
L = Vectg(e2). En este caso, e; es un vector propio asociado a A\ = —1
y eg asociado a Ay = 1.

3. ParaV =€¢®(R,R) ={f : R — R|clase °} yu:V — V tal que
f+ f',1a funcién f(t) = e es un vector propio asociado al valor propio
A, pues, f' = \f.

4. V=¢R,R)yu:V =V, f— f+ f" Dados a,b € R (no ambos
nulos), la funcién f,;(t) = acos(t) + bsin(t) es un valor propio asociado
aX=0,1ie, fop € ker(u). En cursos de célculo en varias variables se verd
que ker(u) = Vectg{cos(t),sin(t)} = R2.

Terminologia Sea u : V' — V un endomorfismo. El conjunto (eventual-
mente vacio) de valores propios de u es llamado el espectro de u y es denotado
como o(u) C k, ie:

o(u) :={A € k|Iv+#0,u(v) = v}

Ejercicio 8.1.4. — Sea u € Endg(V) y v un vector propio de u asociado al
valor propio A € k. Pruebe que para todo @ € k[x] se tiene Q(u)(v) = Q(N)v.

Definicion 3.1.5 (subespacio propio). — Seau : V' — V un endomorfismo
y A € k un valor propio de u. Se define el subespacio propio asociado a A
como:

Vy :==ker(Nidy —u) C V.
Observacion 3.1.6. — Note que

u(v) = A = Xidy (v) <= (Nidy —u)(v) =0 <= v eV
En particular, por definicién de valor propio se tendré Vy # {0}.

iImportante! En todo lo que sigue, supondremos que V' es un e.v. de
dimensién finita. La teoria espectral de dimension infinita se estudiard en el
curso de Anélisis Funcional.

Proposicion 3.1.7. — Sea u : V — V un endomorfismo y A € k. Entonces,
A es un valor propio de u si y solo si det(Aidy — u) = 0.

Demostracion. — (=) Si A € o(u) entonces existe v # 0 € V), es de-
cir, Midy(v) — u(v) = 0, luego el ker(Aid, — u) es no trivial y por tanto
det(Aidy —u) = 0.

(<) Puesto que V es de dimensién finita, Aidy — u es automorfismo <= es
inyectivo. Como det(Aidy — u) = 0, entonces no es inyectivo, es decir, existe
v # 0 tal que Xidy (v) —u(v) =0, ie, u(v) = Av. O
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Definicion 3.1.8 (suma directa). — Si Vi,...,V, € V son sub-espacios

vectoriales, diremos que V' es suma directa de Vi,....,V} si todo elemento

v € V se puede escribir de manera tnica como v; + ... + v, con v, € Vj
En tal caso, escribiremos V = @ﬁzl Vi. En otra palabras, la aplicacién

g:Vix..xV,=V, (v1,..,vp) = v1 + ... + vp es una biyeccién.

Por otro lado, si la aplicacién g es inyectiva, diremos que Vi, ...,V estdn en

suma directa.

Proposicion 3.1.9. — V = V), &V, si y sdlo si se cumplen las siguientes
condiciones simultaneamente:

a) V = Vect(V1, Va)

b) Vi nVy = {0}

Demostracion. — (=) Por definicién, si V' = Vi @ V, entonces la aplicacién
lineal g : Vi@ Vo — V, (v1,v2) — v1+v2 es biyectiva. Puesto que g es sobreyec-
tiva, se tiene que V' = Vecty(V1, V). Por otro lado, si V3 N Va # {0}, entonces
existirfa al menos un elemento p; € V4 N Va, luego, ¢(0,p1) = g(p1,0) = p1 lo
cual contradice la inyectividad de g.

(<) SiV = Vecty(V1, Vo) entonces la aplicacion lineal g : Vi xVa, (v1, v2) — v1+vg
es sobreyectiva. Ademds, dado (vy,vy) € V1 x V4 se tiene que

g(v1,v2) =v1 +v2 =0 <= v = —v29
lo cual ocurre sélo si v1 = vo = 0, pues, por hipdtesis, los subespacios sélo

tienen interseccién nula, lo cual nos dice que g es inyectiva. Luego g es biyectiva
y por tanto V = V] @ V5. O

Ejercicio 3.1.10. — Para el mismo caso anterior, definimos V14V, := Im(g).
Pruebe que V14 V2 = Vecty(V1, V) y que ker(g) = ViNVa. Deducir (eg, usando
el teorema del rango) que

dlmk(vl + VQ) = dimk(VI) + dimk(VQ) — dimk(Vl N VQ).

Definicion 3.1.11 (suplementario). — Sean Vi, V5 sub-e.v. de V. Diremos
que V1, V5 son suplementarios si V = V; @ Vs,

Lema 3.1.12. — Todo sub-e.v. de V admite un suplementario.

Demostracion. — Supongamos que dimg(V) = n y sea W C V sub-ev. Si
W = {0}, entonces su suplementario serd V. En otro caso, si dimy (W) = p,
tomando una base (ep,...,e,) de W, la podemos completar en una base
(€1,-.s€py €pt1,...;en) de V. Definimos W' := Vecty(epii,...,en). Asi,
V = Vecty,(W,W') y WNn W' = {0}. O
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Ejemplo 3.1.13. — Sea f : V — k una forma lineal en V. Supongamos que
f # 0y definamos H := ker(f). Como f # 0, existe v € V tal que f(v) # 0.
En particular, si f(v) = A, entonces f(3) = 1, luego definimos w := ¥. Luego,
para todo u € V| se tendra

flu—=flu)w) = f(u) = f(u) f(w) =0=u— f(u)we H.
=1
Note que u = h+ f(u)w, con h :=u— f(u)w € H, es decir, V = Vecty(H,w).
Por otro lado, si Aw € H, entonces 0 = f(Aw) = Af(w) = A, ie,
H N Vectg(w) = {0}. Concluimos entonces que V.= H @& Vecty(w). Di-
remos (mds adelante) que H es un hiperplano en V, pues es un sub-ev de
codimensién 1, o en otras palabras, su suplementario es de dimensién 1.

Proposicion 3.1.14. — Sean V1,...,V, CV tal que V=V & ... ® V). En-
tonces:
1. dimg (V) = dimg (V1) + .... + dimg(V},).
2. Si B; es una base de Vj, con j € {1,...,p}, entonces (%, ..., Bp) es una
base de V.

Demostracion. — (1) Dado que g : Vi x...xV,, = V es un isomorfismo, tenemos
dlmk(V) = dlmk(‘/l X ... X Vp) = dimk(Vl) + ...+ dlmk(Vp)
(2) A es generadora, y por (1) tiene el mismo cardinal, dimg(V'), de una base

de V, luego & es base de V. O

Proposicion 3.1.15. — Sean Vi,...,V, CV subev. tal que V=V ®...0V,
y sea Bj base de V; para cada j € {1,...,p}. Sea u:V — V endomorfismo tal
que w(V;) CV; Vi € {1,...,p}. Probar que

A0 0
A= Matg(u) = 0, 0
004,
es una matriz diagonal por bloques, donde % = (%,...,Bp) y donde
Aj € My, (k) con nj = dimg(V})
Demostracion. — Dado que u(V;) C Vj, entonces, la imagen bajo u de cada

vector de la base, sigue perteneciendo a Vj. Supongamos %; = {b1,...,b,} es
de dimensiéon n. Notamos que la imagen de cierto vector b; se puede escribir
como combinacién lineal de los vectores de %;, esto es, el resto de coorde-
nadas de los deméds %, C % son 0, por lo cual su bloque asociado seria
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A; = (u(by),--- ,u(by,)). Si hacemos esto con cada una de las bases #; se
concluye. O
Proposicion 3.1.16. — Los sub-e.v. de un endomorfismo asociado a valores

propios distintos estdn en suma directa.

Demostracion. — Por induccién en el nimero p de valores propios del endo-
morfismo. Si p = 1 no hay nada que probar. Sean Ay, ..., A\, valores propios de
u:V — V endomorfismo, tales que \; # A; para i # j. Queremos probar que
la aplicacién g : Vi X ... x V, =V, (v1,...,vp) = v1 + .... + v, es inyectiva, ie,
nN+...+p,=0=uv=...=v,=0
Si aplicamos u a la ecuacién, obtendremos 0 = Ajv1 + ... + Apv, y restando
0= Ai(v1 + ... + vp) nos quedard
0= ()\2 — )\1)1}2 + ...+ ()‘p — )\1)Up

Por hipétesis inductiva, Vy,, ..., V), estdn en suma directa, luego (A\j—A1)v; = 0,

para j = 2,..,n. Como A1 # Aj, entonces v2 = ... = v, = 0. Sigue que
V1 = 0. O]
Observacion 3.1.17. — Sean \i,...,\, los valores propios (distintos) de
u:V — V. Entonces Vy, + ... + V}, 1= Vecty(V,,...,V,) = @iZIV)\k,
pero no necesariamente V = EBZle,\k. Es decir, V), ..., V), estdn en suma

directa, pero no necesariamente son suma directa.

Corolario 3.1.18. — El numero p de valores propios de u : V. — V es
< dimg (V).

Demostracion. — Sean Ay, ..., Ap los valores propios de u. Luego, ®}_; Vi, C V,
es decir

dimk(‘/}\l) + ...+ dimk(‘/}\p) = dimk(@zzl‘/)\k) < dlmk(V)

Puesto que dimy(V);) > 1 (pues existe v # 0 tal que v € V),), se tiene
p < dimg(V). ]

3.2. Endomorfismos diagonalizables

Definicion 3.2.1 (endomorfismo diagonalizable)
Un endomorfismo u : V' — V se dice diagonalizable si existe una base
de V formada por vectores propios de u.
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Observacion 3.2.2. — Si B = (vy, ..., v, ) es una base de V' formada por vec-
tores propios y Ay, ..., A, son los valores propios asociados (no necesariamente
distintos), entonces

Alj ojo
Matg(u)=| 0, .| 0
010 1A,

Reciprocamente, si existe una base Z tal que Matg(u) es diagonal, entonces
necesariamente los vectores de % son vectores propios ({Por qué?).

Proposicion 3.2.83. — Sea u : V. — V un endomorfismo y sean Ai,...,\p
valores propios distintos entre si. Son equivalentes:

1. u es diagonalizable.
2.V = V)\l D.... D V)\p.
3. dimk(‘/}\l) + ...+ dimk(V)\p) > dlmk(V)

Demostracion. — (3) = (2) : En la Proposicién se prob6 que
g:Vx X...xVy, — V esinyectiva. El hecho de que Zj dimg(Vy,;) > dimg (V)
implica que g es también sobreyectiva de lo que se concluye (2).

(2) = (1) : Si %; es una base de V), entonces & = {%1,..., B} es base de
V formada por vectores propios.

(1) = (3) : Sea A la base de vectores propios de u y sea n; el nimero

de vectores de % asociados a Aj. Luego dimk(V)\j) > nj y por tanto
dimk(V)\l) + ...+ dimk(V)\p) > dlmk(V) ]

Corolario 3.2.4. — Supogamos que dimg(V) =n y sea v : V. — V endo-
morfismo. Si u posee m valores propios distintos, entonces es diagonalizable

@

Demostracion. — En efecto, sean Aq, ..., A, los valores propios distintos de u,
luego dimy(V);) > 1y por tanto dimy(Vy,) + ... + dimg(Vy,) > dimg(V). O

Ejercicio 3.2.5. — Sea u : V — V un endomorfismo diagonalizable. Pruebe
que A € k es el tnico valor propio de u si y solo si u = Aidy .

WE] reciproco no es cierto, si considera la aplicacién u = Aidy, se tendrd Vy =V, pero su
tnico valor propio es A.
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3.3. Polinomio caracteristico

3.3.1. Polinomio caracteristico de una matriz cuadrada. — Si
A = (a;5) € My(k) es una matriz de orden n, entonces u := uy : k" — k",
n

ej — u(ej) = E a;je; es el endomorfismo de k™ asociado a A, con (e, ..., ep)
i=1
la base candnica de k™. Esta identificacién, como ya se ha hecho anteriormente,

nos servird para extrapolar los conceptos vistos previamente al contexto de
matrices, y a través de ellas se construird un nuevo objeto con el cual se
facilitard en gran medida el cdlculo de valores propios.

Definicion 3.3.1. — Sea A € .#,(k). Diremos que A € k es un valor
propio de A si lo es para el endomorfismo « : k™ — k™ asociado a A. En otras
palabras, A es un valor propio de A si y solamente si existe v € k™ tal que
Av = M. Ademas, diremos que v es un vector propio de A asociado al valor
propio A.

Ejemplo 3.3.2. — Para

1 1 1
A: y v =
2 2
1 1 1 3 1
Av = = =3
2 2 6 2

. Luego v es un vector propio de A asociado al valor propio A = 3.

Definicion 3.3.3. — Decimos que A € .#,(k) es diagonalizable si
ua @ k" — k" lo es, es decir, si existe P € GL,(k) tal que P~1AP es
una matriz diagonal.

Observacion 3.3.4. — En general, todas las propiedades discutidas en la
seccién anterior se extrapolan para matrices, como por ejemplo, que A € k es
un valor propio de A si y solo si det(Al, — A) = 0.

Ejemplo 3.3.5. — Sea

b
I
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v A € R. Luego,

A -1
det(\I,, — A) = =X -1=A-1)\+1)
-1 A
y asi A es valor propio si y solamente si (A — 1)(A+1) =0, ie, A = £1. Se
sigue que A es diagonalizable sobre R, pues posee dos valores propios distintos.
Alternativamente, notamos que u4(x,y) = (y,x), pues

0 1\ [z
1 0/ \y T

Geométricamente, A (o siendo estrictos, u4) es la reflexién respecto a la recta
y = z en R%2. Notamos que (geométricamente), v; = (1,1) y v = (1, —1) son
vectores propios de A asociados a los valores propios Ay = 1y Ao = —1 respec-
tivamente. En particular, 2 = (v1,v2) es una base de R?, pues det(vy,v2) # 0.

En el ejemplo anterior encontramos una forma muy 1til de encontrar los val-
ores propios de una matriz A € .#,(k), donde debiamos resolver una ecuacién
polinomial. Esto se puede formalizar de la siguiente manera:

A partir del anillo de polinomios k[X] se puede construir un cuerpo de frac-
ciones racionales (véase la construccién de Q a partir de Z) cuyos elementos
son de la forma 250 con P,Q € E[X] y donde se define la igualdad

QX)
P(X) _ R(X) _

Dicho cuerpo es llamado cuerpo de funciones racionales en la variable
X y se denota como k(X). Todo lo que hemos discutido hasta ahora es valido
para cualquier cuerpo k, en particular lo es para el cuerpo K = k(X). Note
que k C k(X) es un sub-cuerpo.

Lema 3.3.6. — Sea P € k[X]| dado por
PX)=(X-=X)(X=X)=X"+a, 1 X"+ . +az?+a1X +ag
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Entonces:
Ap—1 = —)\1 — )\2 — e — )\n
An—2 = MA2 + MA3 + oo + Aodg + oo + A1 A = Z Ai)j

1<i<j<n

a; = (—1)”71()\2)\3 A F AL A e A A2 A1)

SCSRD DI I B
i=1 jF#i
ag — (—l)n)\l)\g s An.

Demostracion. — Compare los coeficientes. O

Definicion 3.3.7 (Polinomio caracteristico). — Sea A € #,(k). Al
polinomio det(X I, — A) lo llamaremos el polinomio caracteristico de A y
lo denotaremos por Pj.

Teorema 3.3.8. — Sea A € M, (k). El polinomio caracteristico Py es un
polinomio unitario (ie, de coeficiente principal 1) y de grado n. Mds ain,
Py(X)=X"—tr(A)X" L. 4+ (=1)"det(A), donde tr(A) = ajy +.... + ann
es la traza de A, ie, la suma de sus términos diagonales.

Demostracion. — Escribimos X1, — A = b;; € M, (k(X)), ie.,

— a4y st 1 75]
bij = S
X —ay st 1=
Luego, P4(X) = Z €(0)big(1) " bno(n)- Puesto que b;; es un polinomio,
gESy
P4(X) lo es. Mds aun, el término maximal en X es aquel que corresponde al

producto de la diagonal de X I,, — A, es decir, para o = id, es decir, al término
G(U)bll"'bnn: (X—(IH)-“(X—ann) =X"+ ...

donde se observa que P4 es unitario de grado n. Por otro lado, el coeficiente
asociado al monomio X! se obtiene al multiplicar n — 1 términos diagonales,
es decir, para los términos en la sumatoria de la forma:

€(o)bi1 - bim1,i-1big(i)bit1,i+1* * bun.
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Puesto que o(j) = j para j # i, y que o € S, es biyeccién, necesariamente
o(i1) =1, ie, o = id, se sigue entonces que
€(o)bry - - bifl,iflbia(i)bi+l,i+1 “bpp = (X —a11) - (X — ann)
= X" — (a11 + a9y + ... + ann) Xt + ...+ (—1)”a11 c Q-

Lema 3.3.6
tr(A)
Finalmente, si escribimos Ps(X) = X" +a, 1 X" ' +....4+ a1 X +ag, notamos
que ag = P4(0) = det(0Id, — A) = (—1)"det(A). O
Ejemplo 3.3.9. —
1. Sea
01
A= € My(k)
10

reflexién respecto a la recta y = x € k2. Luego,

X -1
PA(X) =det(XI, — A) = =X2 - 1=(X-1)(X+1)

-1 X
tiene raices \; = 1y Ay = —1 sobre todo cuerpo k. Si car(k) = 2, entonces
A1 = Ag, pero si car(k) # 2, entonces A1 # A2 y A es diagonalizable sobre

k.
2. Sea 79 : R? — R? rotacién en un angulo # € R, cuya matriz asociada a la
base candnica es
cos(f) —sin(6
sin(d)  cos(6)

Se sigue que

X — cos(6 sin(0
Py, = (©) (©) = (X% — cos(6))? + sin?(6).
—sin(d) X — cos(6)
Entonces, A = b — 4ac = 4cos?(§) — 4 = —4sin?(A) < 0, donde obser-
vamos que P4, posee raices reales si y solamente si sin(d) = 0, ie § =0
(mod 7). No obstante, si pensamos Ay = .#>(C) (ie, con coeficientes en
C), observamos que las raices de P4, estardn dadas por
bt VA 2cos(f) £2isin(0) L
= — A
2a 2




3.3. POLINOMIO CARACTERISTICO 89

ie, \1 = € y Ay = e~ son los valores propios. Observe que dos vectores
1 1

propios de Ag son vy = [ | y vy = | (ejercicio), y luego A
7 —1

diagonalizable sobre C.

3. Si A = (ai;) € M (k) es una matriz triangular (superior o inferior), en-
tonces X1, — A también lo es, luego PA(X) = (X —a11) - (X — ann)
y por tanto sus valores propios son sus términos diagonales. En partic-
ular, si todos los términos de la diagonal son distintos, entonces A es
diagonalizable.

Recordando resultados vistos en un primer curso de algebra (cf MAT021 o
bien MAT060), enunciaremos el siguiente teorema, el cual es demostrado en
el apéndice de este apunte:

Teorema fundamental del Algebra(Argand, 1806): Todo polinomio

P € C[X] con coeficientes complejos de grado > 1 posee al menos una raiz en

C.

Corolario 3.3.10. — Toda matriz compleja A € M, (C) posee al menos un
valor propio en C.

Demostracion. — Pa(X) = det(X 1, —A) € C[X] es de grado > 1, luego posee
una raiz, ie, existe A € C tal que P4(\) = 0. Se sigue que \ es valor propio de
A. O

Observacion 3.3.11. — Si k es un cuerpo arbitrario, el Teorema de Steinitz
(1910), afirma que existe un cuerpo k tal que k C k y tal que todo P € k[X] no
constante posee una raiz en k. A k se le conoce como la clausura algebraica
de k.

3.3.2. Polinomio caracteristico de un endomorfismo. — Seau:V — V
un endomorfismo y sea % una base de V. Si denotamos A = Matg(u) € 4, (k),
entonces det(Aidy — u) = det(A\l,, — A) para todo A € k. En particular, los
valores propios de u son los valores propios de A respecto a cualquier base.
Mads atin, sabemos que A, B son matrices semejantes si y solo si representan
un mismo endomorfismo (ie, existe u : V. — V y bases %, € tales que
A = Matg(u) y B = Matyg(u)), es decir, A y B tienen los mismos valores
propios. El resultado siguiente generalizard lo recién mencionado:
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Teorema 3.3.12. — Matrices semejantes tienen el mismo polinomio carac-
teristico.
Demostracion. — Basta probar que si A, B € ., (k) son semejantes, entonces

loson XI,, — Ay XI, — B (;Por qué?). En efecto, si A y B son semejantes,

entonces existe P € GL, (k) tal que B = P~1AP, se sigue que

PYXI,-AP=P'XI,P-P'AP=XP'I,P- P 'AP=XI, - B.
O

Corolario 3.3.13. — Sea u : V. — V un endomorfismo, & una base de V
y A = (ai;) = Matg(u). Entonces, el polinomio caracteristico de u, dado por
Py(X) = X" —tr(u) X" ! + ... + (=1)"det(U) no depende de la base B, es
decir, estd bien definido. En particular, tr(u) no depende de la base.

Demostracion. — Es directo. OJ

Ejercicio 3.3.14. — Sean A, B € ./, (k). Pruebe que tr(AB) = tr(BA).

3.4. Divisiéon de polinomios

Los polinomios probarén ser de gran utilidad en las discusiones que estdn por
venir dentro del capitulo. Por tal razén, en esta seccién se recordardn algunas
de sus propiedades y se demostrardn lemas y resultados de importancia que
apareceran nuevamente en las demostraciones de algunos de los teoremas que
més adelante estudiaremos.

Recuerdo 3.4.1. — Sean A, B € k[X] polinomios. Decimos que B divide a
A (o0 que A es miiltiplo de B) si existe @ € k[X] tal que A = @QB.

Teorema 3.4.2 (Divisién euclideana). — Sean A, B € k[X]|. Si B # 0,
entonces existen polinomios () (cociente) y R (resto) unicos tales que

A=BQ+R con gr(R) < gr(B)
Demostracion. — Existencia: Usaremos induccién en n := gr(A4). Si A =0
basta tomar Q = R = 0. Si n < gr(B) consideramos @ = 0y R = A. En
caso contrario, definimos m := gr(B) < n y escribimos A = a, X" + A1(X) y
B =0, XM+ B (X) con a, #0, by, #0y gr(A1) <n, gr(B1) < m. Notemos

que el polinomio A — g—;X”_mB =A — g—;X”_mBl es de grado menor a n.
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Luego, utilizando la hipétesis de inducién, podemos encontrar dos polinomios
Q@ v R tales que

A— (;—n)X”_mB =QB+R con gr(R) < gr(Q)

m

y escribir A = (%X "M 4 Q)B + R, que es lo que se queria demostrar.

Unicidad: Si A = BQ + R = BQ' + R/, tenemos que R— R' = B(Q'— Q) y
por tanto B divide a R — R, pero como gr(R — R') < gr(B) necesariamente
R—R' =0. Finalmente, B# 0= Q' —Q =0yporende R=R' yQ=Q'. O

Ejemplo 3.4.3. — La divisién euclideana de A(X) = X3 + X + 1 por
B(X)=X+1:

X+ X+1: (X+1) = X*—X+2

—(X*+X?)

- X+ X+1

~(=X*-X)

2X +1

—(2X +2)

-1

= A(X)=(X2- X +2)B(X) +(-1)
Corolario 3.4.4. — Sea P € k[X]. Entonces, a € k es una raiz de P (i.e.,
P(a) =0) si y solo si P es divisible por (X — a).

Demostracion. — La divisién euclideana de P por (X —a)nosda P = (X —a)Q+R,
donde gr(R) < 1, ie, R € k. Al evaluar en a obtenemos P(a) =0+ R = R, de
donde se concluye el resultado. O

Recuerdo 3.4.5. — La multiplicidad de la raiz a de un polinomio P es el
mayor m € N tal que (X — a)™ divide a P. Si m =1 (resp. 2, resp 3, etc...)
decimos que a es una raiz simple (resp. doble, resp. triple, etc...).

Ejemplo 8.4.6. — Sea P € C[X] dado por P(X) = X" — 1 para n € N=1,
Entonces

27i

P(X)=(X-1)(X-w)(X—w?)...(X=w") conw =en (raices simples)

Ejercicio 3.4.7. — Sea P € C[X]y a € C. Probar que a es una raiz miltiple
de P (i.e., de multiplicidad mayor a 1) siy solo si P(a) = P’(a) = 0 (derivada).
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A continuacion, se introduce la definicién de ideal, concepto clave en teoria
de anillos, para el caso del anillo de polinomios k[X], el cual resultard de gran
utilidad en resultados préximos.

Definicion 3.4.8. — Sea I C k[X]. Decimos que I es un ideal de k[X] si:

1. I es un sub-e.v. de k[X].
2. para todo P € I y para todo @ € k[X] se tiene que PQ € I.

Ejemplo 3.4.9. — Sean Py,...,P. € k[X]|yseal = {PiQ1+---+P.Q,: Q; € k[X]}.

El conjunto I es el ideal mds pequeno que contiene a Py,..., P, y es llamado
el ideal generado por los polinomios P, ..., P;.
Definicion 3.4.10. — Decimos que un ideal I es un ideal principal si existe

P € k[X] tal que I = (P) i.e., si I estd formado por todos los miltiplos de P.

Teorema 3.4.11. — Todo ideal I de k[X] es principal. Mds ain, si I # {0}
es un ideal, entonces existe un unico polinomio unitario P € I tal que I = (P).

Demostracion. — I = {0} es generado por el polinomio nulo. Supongamos que
I # {0}. En este caso, el conjunto

{9r(Q), Qe I-{0}} SN

es un sub-conjunto no vacio de N y, como tal, posee un elemento minimal d.
Sea P € I—{0} con gr(P) = d. Podemos asumir que P es unitario (si no, basta
multiplicarlo por el inverso de su coeficiente principal) Vamos que I = (P).
Sea F' € I arbitrario. La divisién euclideana de F por P nos da F = PQ + R,
con gr(R) < gr(P) = d. Como I es un ideal, R € I ya que es la resta de dos
elementos en 1. Ademds, la minimalidad de d nos permite deducir que R = 0.
Asi, F = PQ € (P) y por lo tanto I = (P).

Ahora veamos que P es unico. Si I = (P) = (P’) con P’ unitario, entonces
existen Q, Q" € k[X] tales que P’ = PQ (pues [ = (P)) y P = P'QQ' (pues
I = (P')). Pero de esto se sigue que gr(Q) = gr(Q') =0, i.e., Q,Q" € k. Como
P y P’ son unitarios, la igualdad P’ = PQ implica que Q = 1 y por lo tanto
que P = P'. O

Definicion 3.4.12. — Sean A, B € k[X] polinomios no nulos. Decimos que
D € k[X] es un maximo comin divisor (mcd) de Ay B si D dividea Ay
a By si todo divisor comin de A y de B divide a D. Diremos que A y B son
primos entre sisi 1 € k esun med de Ay B.
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Observacion importante 3.4.13. — El mcd no es unico: si D es un mcd de
Ay B, entonces AD también lo es para todo escalar A # 0. Por maximalidad,
todos los med (si existen) se obtienen de este modo y, en particular, existe un
unico med de A y B que es unitario. De existir, denotamos a este polinomio
como mcd(A, B).

Proposicion 3.4.14. — Sean A, B € k[X]\ {0} no nulos. Entonces, existe
D € k[X] med de A y B. Mds ain, existen U,V € k[X] tales que D se escribe
como D = AU + BV. En particular, existe un unico med (A, B)e k[X].

Demostracion. — El conjunto I = (A,B) = {AP + BQ : P,Q € k[X]} es
un ideal distinto de {0}. Por lo tanto, existe un tnico polinomio unitario D
tal que I = (D). En particular, como D € I = (A, B), podemos escribir
D = AU + BV para algunos U,V € k[X], y asimismo, como A, B € [ = (D)
son ambos muiiltiplos de D. Escribiendo a D de esta forma podemos ver que

cualquier polinomio que divida tanto a A como a B también divide a D, de
donde D es un med de Ay B. O

Teorema 3.4.15 (Teorema de Bézout). — Sean A, B € k[X] no nulos.
Entonces, A y B son primos entre si si y solo si AU,V € k[X] tales que
AU + BV =1.

Demostracion. — A 'y B son primos si y solo si med(A, B)= 1. Gracias a la
proposicién anterior, podemos asegurar la existencia de U,V € k[X] tales que
AU + BV = 1.

Reciprocamente, si AU + BV = 1, entonces todo mcd de Ay B divide a 1y
es por lo tanto constante. ]

Teorema 3.4.16 (Lema de Gauss). — Sean A, B,C € k[X] polinomios no
nulos. Entonces:

1. med(A,B) =1 y A divide a« BC = A divide a C.

2. med(A4,B) =1 y med(A,C) =1 = med(A4, BC) = 1.

Demostracion. — Para (1), notamos que como med(A, B)= 1, por el Teorema
de Bézout U,V € k[X] tales que AU + BV = 1. Como A divide a BC, existe
P € k[X] tal que BC' = AP. Ast:

C = (AU + BV)C = ACU + BCV = ACU + APV = A (CU + PV)
KiX)
S

de donde A divide a C.
(2) Sea D = mecd(A, BC). Notar que mcd(B, D)= 1, pues todo divisor
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comin de D y B divide A y B, y estos ultimos son primos entre si. Como
mcd(B,D) =1y D divide a BC por (1), D divide a C. Luego, D divide A y
D divide C, de donde D = 1. O

Corolario 3.4.17. — Sean P, Py,..., P, € k[X] polinomios no nulos. En-
tonces:
1. Simed(P;, Pj) =1 para todo i # j y si P; divide a P para todo i, entonces
el producto Py - -- P, divide a P.
2. Si med(P, P;) =1 para todo i, entonces med(P, Py - -+ Py,) = 1.

Demostracion. — Las demostraciones de ambos puntos son solamente extender
el lema de Gauss usando induccién sobre m. O

El lema de Gauss extendido nos permite discutir la factorizacion de poli-
nomios. Ya vimos que para P € k[X] que a € k sea una raiz de P equivale a
que (X —a) divida a P. Ahora, si a no es una raiz de P entonces med(P, X —a)
= 1 pues el grado de (X — a) es 1 y, usando el corolario anterior (2), llegamos
a que Py (X —a)" son primos entre si para todo n € NZ!. Por otro lado, si
Al ..., Ap € k son raices distintas de P con multiplicidades my, ..., m, respec-
tivamente, entonces haciendo uso del corolario anterior (1) podemos concluir
que P es divisible por el producto

P
(X =)™ = (X = A)™H (X = Ag)™2 - (X = Xy)"™

7j=1

Definicion 3.4.18. — Sea P € k[X] un polinomio no nulo. Decimos que P

escinde sobre £ si se factoriza (sobre k) como un producto de polinomios de

grado 1:
p
P(X)=a]](X = X\)™ =a(X = A)™ ... (X = X)™
j=1

donde a € k'y A1,..., A, € k. En otras palabras, P escinde sobre k si y solo si
la suma S(P) = mi +...m, de las multiplicidades de sus raices en k es igual
al grado de P.

La palabra escindir significa cortar, dividir, separar y es traduccién de la
palabra en inglés split. Mads adelante trabajaremos extensamente con poli-
nomios que escinden. Por eso, introducimos aquf el siguiente lema, que nos da
un criterio para averiguar si un polinomio escinde.
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Lema 3.4.19 (Lema util). — Sean P,Q € k[X] no nulos. Si P escinde
sobre k y Q divide a P, entonces ) escinde sobre k.

Demostracion. — Escribiendo P = AQ), vemos que gr(P) = S(P) = S(A)+S5(Q).
Como gr(P) = gr(A) + gr(Q) También, siempre se tiene que S(A) < gr(A)
y S(Q) < gr(Q). Sin embargo, P = AQ = gr(P) = S(P) = S(A) + S(Q),
de donde se deduce que necesariamente S(Q) = gr(Q) y que, por lo tanto, @
escinde sobre k. O

Este nuevo término nos permite refrasear el Teorema Fundamental del
Algebra de la siguiente manera:
Teorema Fundamental del Algebra: Todo polinomio no nulo con coe-
ficientes complejos P € C[X] escinde sobre C.
Esto no es cierto para otros cuerpos. Por ejemplo:
1. P € R[X] dado por P = X3 —1= (X —1)(X?+ X +1) no escinde sobre
R ya que X? 4+ X + 1 no tiene raices reales.
2. Pequeno teorema de Fermat (1636): Sea a € N y sea p un nimero primo.
Entonces

a’? =a (mod p)
Como consecuencia, el polinomio P € F,[X] dado por P(X) = XP—-X+1
no posee raices en F), ya que P(a) = 1 para todo a € F),. Luego, P no
escinde sobre [F),.

3.5. Trigonalizacién de endomorfismos y matrices

En secciones anteriores estudiamos el caso de endomorfismos que son repre-
sentables mediante una matriz diagonal (endomorfismos diagonalizables). Las
matrices diagonales son muy cémodas de trabajar, pero no todos los endo-
morfismos son diagonalizables. Por eso, en esta seccién y en las que siguen
estudiaremos diferentes representaciones matriciales que tienen los endomor-
fismos. Estableceremos cuédles son estas representaciones, qué endomorfismos
las poseen y cémo encontrar las bases adecuadas para utilizarlas.

Definicion 3.5.1. — Sea u: V — V un endomorfismo donde dimy (V') = n.
Decimos que u es trigonalizable si existe una base £ de V en la cual
la matriz A = Matg(u) € M,(k) es triangular superior. Diremos que

una matriz A € M,(k) es trigonalizable si la aplicacién lineal asociada
ug k™ — k", x +— Az lo es, i.e., si existe P € GL,(k) tal que P"1AP es
triangular superior.
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Ejercicio 3.5.2. — Sea u : V — V un endomorfismo y & = (e1,...,en)
una base de V. Probar que Matg(u) es triangular superior <= Maty(u) es
triangular inferior, donde € = (e, ep—1,...,€1).

El ejercicio anterior significa que podemos reemplazar sin ningin problema
el término “superior” por “inferior” en la definicién anterior.

Muchos cédlculos resultan mads sencillos en matrices triangulares superiores,
como se observa en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.3. — Sea u un endomorfismo trigonalizable y sea % una base
de V tal que la matriz A = Matg(u) es triangular superior, i.e.,

ail * * % *

agy  *  * *

(1) A= %
Gnn

Luego Py(X) = det(XI,—A) = (X—a11)(X—a22) ... (X—an,) v los valores
propios de A (o, equivalentemente, de ) son los términos en la diagonal. En
particular, el polinomio caracteristico de u escinde sobre k.

El ejemplo anterior motiva el teorema presentado a continuacién, el cual
caracteriza los endomorfismos trigonalizables.

Teorema 3.5.4. — Sea dimg(V) = n y sea u : V. — V un endomorfismo.
Entonces, u es trigonalizable si y solo si su polinomio caracteristico P, € k[X]
escinde sobre k.

Demostracion. — El ejemplo anterior demuestra una de las implicancias. Para
probar la otra (escinde = trigonalizable) procederemos por induccién en la
dimensién de V. Si n = 1, toda matriz es triangular superior, lo que prueba
el caso base.

Ahora consideremos n > 2. La estrategia serd construir un subespacio de V
de dimensién n — 1 estable bajo u en el cual aplicar la hipétesis de induccidn.
Como el polinomio cracteristico de u escinde, podemos escribir

Pu(X) = f[(X—Aj) M, A €k

j=1
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donde Ay, ...\, son valores propios de u (no necesariamente distintos). Como
An € k es un valor propio, el endomorfismo u — A,idy no es inyectivo y, al ser
V' de dimensién finita, tampoco es sobreyectivo. Esto implica que el espacio
vectorial W := Im(u — A\pidy) C V es tal que r := dimg (W) < n. Si el espacio
propio de A, tuviese dimensién 1 podriamos aplicar la hipétesis de induccién
directamente en W porque este tendria dimensiéon n — 1 y su estabilidad bajo
u— Apidy permite demostrar facilmente su estabilidad bajo u. Este no siempre
es el caso y en general los siguientes pasos son necesarios:

Sea (€], ...,e.) una base de W que completamos en una base &' = (e, ..., e,)
de V. Definamos U := Vectg(e),...,e,,_;). Notar que W C U (y que

dimp(W) = n—1 = U = W). Veamos que U es estable. Para todo
j€e{l,...,n— 1} tenemos que
u(e}) = u(€) — An€j + An€; = (u — Apidy ) (€}) + Ane
—_————
ewcu cU
Luego, u(e;) € U al ser la suma de elementos en U y se concluye la estabili-
dad de este conjunto bajo u. Adicionalmente, notemos que podemos escribir
u(el) = (u — Apidy)(€l,) + Anel, por lo que la dltima columna (la que core-

sponde al vector u(e},)) de la matriz Matg (u) termina en A,. Esto nos permite
escribir

Donde A € #,_1(k) es una matriz cuadrada de tamafio n — 1. El polinomio
caracteristico de u se puede escribir como P,(X) = P4(X)(X — A,). Como
P, escinde, P4 también escinde sobre k y asf, por hipédtesis de induccién,
uly : U — U es trigonalizable, i.e., existe una base (eq,...,e,—1) en donde
A = Mat(€17-~-,5n—l)
angular superior en la base Z = (e1,...,en—1,€),), lo que demuestra el teo-

(u|r) es triangular superior. Finalmente, Matg(u) es tri-

rema. OJ

Corolario 3.5.5. — Sean A € #,(C) y A1,...,\, € C los valores propios
de A (no necesariamente distintos). Entonces,

det(A) = ﬁ Aoy () =)
=1 ‘

j=1
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Demostracion. — Como el polinomio P4(X) = (X — A1) --- (X — \,) escinde
sobre C (Teo. Fund. del Algebra) A es trigonalizable, i.e., existe P € GL,(C)
tal que B := P~ AP es triangular superior. Vimos anteriormente que Pg = Py

(13.3.12)) v entonces

Al ox ok k%

Ay ok * *

(2) B= x x = tr(d)=tr(B) =) )\
0 :
)\n
y también '

det(A) = det(B) = ﬁ Aj

j=1
O
Ejercicio 3.5.6. — Sea A € GL, (k) una matriz triagular superior invertible
con términos diagonales A1,...)\, € k. Probar que A~! es triangular supe-

rior y determinar sus términos diagonales. Deducir que si u : V. — V es un
automorfismo de V' tal que P,(X) = [_, (X — );) escinde sobre k, entonces

ool =1
det(u™!) = H SV tr(u™!) = Z o
j=1 7 j=1 "9

3.6. Polinomio minimal y teorema de Cayley-Hamilton

Recuerdo 3.6.1. — Dados u € Endg(V) y P € k[X] polinomio de la forma
P(X) = ap + a1 X + --- + agX? podemos definir P(u) € Endg(V) como
P(u) = apidy + aju + - + agu®. Miés atin, si V es de dimensién finita
sabemos que para todo u € Endg (V') existe P € k[X] — {0} tal que P(u) = 0.

La siguiente proposicién introduce el concepto de polinomio minimal, el
cual cobrard gran importancia de aqui en adelante.

Proposicion 3.6.2. — Sea u : V. — V un endomorfismo. Entonces, existe
un dnico polinomio unitario m,, € k[X] tal que para todo polinomio P € k[X]
se cumple que:

P(u) = 0 <= m,, divide a P.

Diremos que my, es el polinomio minimal de u.
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Demostracion. — Consideremos al conjunto I = {P € k[X]: P(u) = 0}. Este
conjunto es un ideal pues satisface:

1. SiAeky P,Q € I, \P+Q € I. Esto pues (AP+Q)(u) = AP(u)+Q(u) = 0.

Luego, I es un sub-ev. de k[X].

2.SiPelyQ € k[X], PQ € I. Estopues (PQ)(u) = P(u)Q(u) = 0-Q(u) =0
Msés atin, I # {0} pues sabemos que siempre existe algiin polinomio que anula
a u 'y, como vimos en la seccién de polinomios, esto es suficiente para concluir
que existe un unico m,, € k[X] unitario tal que I = (m,), lo que demuestra la
proposicién. O

Como ya es costumbre, definimos el polinomio minimal de A € ., (k) como
el polinomio mimimal m4 € k[X] del endomorfismo uy4 : k" — k™ definido por
x— Ax.

Ejercicio Importante 3.6.3. — Sea u : V — V un endomorfismo. Probar
que gr(m,) =1, i.e., my = X — X para cierto A € k, equivale a que u = Aidy,
esto es, u es una homotecia. En particular, m,(X) = X <= u = 0.

Ejemplo 3.6.4. — La matriz

A=
0 0
verifica A2 = 0. Luego, m4 divide a P(X) = X2. Dado que A # 0,ma # X
y entonces my = X°2.

Los siguientes teoremas relacionan al polinomio minimal con el polinomio
caracteristico. Ninguno de estos dos objetos depende de elecciones de base,
por lo que serdan de utilidad para saber cudndo un endomorfismo admite cier-
tas representaciones matriciales. Ya vimos un ejemplo de esto ultimo con la
trigonalizacién y pronto demostraremos més teoremas de ese espiritu.

Teorema 3.6.5. — Sea u : V — V un endomorfismo. Entonces, todo valor
propio de u es raiz del polinomio minimal m,, € k[X].

Demostracion. — Sea A un valor propio de u y sea v # 0 un vector propio
asociado. La divisién euclideana de m,, por (X — \) nos da
my(X) =Q(X)(X —A)+c dondecek

Luego,
0 =my(u) = Q(u)(u — Aidy) + ¢ - id, en Endg(V)
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Aplicando este endomorfismo a v:

0=Q(u)((u— Aidy)(v)) + cidy(v) = Q(u)(0) +cv = cv
—— — ——

=0 = =0
Como v #0, cv =0= ¢c=0. Asi, my(X) = Q(X)(X — A) y X es una raiz
de my, O

El reciproco de este teorema también es verdadero, lo cual implica que m,,
divide a P,. Sin embargo, es usual enunciar este resultado como un teorema
propio.

Teorema 3.6.6 (Teorema de Cayley-Hamilton)
Seaw : V — V un endomorfismo y P, € k[X] su polinomio caracteristico.
Entonces Py(u) = 0 o, equivalentemente, el polinomio minimal m,, divide a P,.

Demostracion. — Sea % una base de V' y sea
ail -+ Gin
A=Matg(u)=1 + . | €My(k).
anl1 - dnn

Usaremos que P4(A) =0 < P,(u) = 0. Consideremos:

X —ay sii=j
Bi=XI, — A€ Myk(X)),ie., B=(by) = g J
— Q45 si 1 75 j
Y sea C' := ‘com(B) su comatriz transpuesta. Dado que cada cofactor de
B es un polinomio de grado < n — 1 (al ser los determinantes de matrices de
tamafio n — 1) podemos escribir:
n—1
C=> XICj=Co+ XCi+X*Cot -+ X"'Cpy
j=0
Donde cada C; € #,(k) es una matriz. Por otro lado, sabemos que
B -'com(B) = det(B) I,
—— N —
=C =Pa(X)
Luego, si PA(X) = X" +a, 1 X" ' 4+ --- + a1 X' + agp entonces:
BC = (X1, — A)(Co+ XC, + X2Co+---+ X" 10, 1)
= X"Ch1 + X" HCpg — AC,_1) +--- + X(Cy — ACY) — ACy
= Py(X), = X"I, + X" Yap 11, + -+ Xai I, + agl,
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Y al igualar coeficientes:
aOI = —ACO ; (11] = (CO — ACl) 3 e (ln_l_[ = (Cn—Q - ACn—l) ;
anly = Iy, = Cp_1.

Por lo tanto, al evaluar A obtenemos:
Pa(A) =) Al(a;I,) = — ACy + A(Co — ACy) + A*(Cy — ACy) + ...
j=0

s An_l(Cn—2 - ACn—l) + Ancn—l

Finalmente, resta observar que lo anterior es una suma telescépica cuyo valor
resulta ser cero. O

Observacion 3.6.7. — Como m, divide a P, para todo endomorfismo u,
tenemos que P, escinde sobre k — m,, escinde sobre k.
Ejemplo 3.6.8. —

1. Sea

01
A= S MQ(R)
2 3

Entonces

X -1 )
Ps(X) = =X?-3X-2
-2 X-3

El teorema de Cayley-Hamilton implica que A2 —3A—21I5 = 0. En efecto,

2 0 1) (0o 1\ (2 3

2 3/ \2 3 6 11

2 3 0 1 1 0 00
= A% —3A-2I, = -3 —2 =

6 11 2 3 0 1 00

Un uso tipico de Cayley-Hamilton es expresar de forma sencilla
las potencias de una matriz. FEn este caso particular se verifica
A2 —3A -2, = 0 = A% = 3A + 2[5, y multiplicando por A se
obtiene

A3 =3A% + 24 = 3(3A 4 2L,) + 2A = 11A + 615, etc.

Notar que

01
2 3
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i.e., A es invertible. Al multiplicar por A~! se obtiene

1 _3
A=3L+24"1= A1 = 5(,4_312) —| 2

S =

1

Como A no es una homotecia pues gr(mga) > 2 = my(X) = Pa(X)
gracias al teorema de Cayley-hamilton.

2. Supongamos que dimg(V) = n. Entonces, para todo endomorfismo
u: V. — V se tiene gr(P,) = n. Por Cayley-Hamilton, m,, divide a
P, = gr(m,) < n. En particular, si u: V — V tiene n valores propios
distintos entonces, como todo valor propio es raiz de m,,, necesariamente
gr(my) > n y por lo tanto m, = P,.

3. Sean
010
A=10 0 1| € .#(R)
000
y
0 0 1
B:=A>=|0 0 0| €. #(R)
0 0 0

Tenemos Pa(X) = Pp(X) = X3 Como A y B mno son ho-
motecias, gr(ma),gr(mp) > 2. Como A = 0y A2 = B # 0,
ma(X) = Pa(X) = X3. Ademds B? = A* =0y asi

mp(X) = X # Pp(X)

~—

3.7. Reduccién de endomorfismos y descomposicién de Dunford
Comenzaremos por probar el siguiente resultado ttil:

Teorema 3.7.1 (Lema de los kernel). — Seau:V — V un endomorfismo
y sea P € k[X] un polinomio. Entonces:

1. El sub-e.v. ker(P(u)) es estable bajo u, ie,
u(ker(P(u)) C ker(P(u))
2. Si P=AB con A y B primos entre si (ie, med(A, B)= 1) entonces:
ker(P(u)) = ker(A(u)) @ ker(B(u)).
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Demostracion. — Para probar (1), notemos que u y P(u) conmutan, i.e.,

P(u)ou =wuo P(u). Asi, si v € ker(P(u)) entonces

P(u)(v) =0 = P(u)(u(v)) = u(P(u)(v)) = u(0) = 0 = u(v) € ker(P(u))
=0

Para (2) usaremos el teorema de Bézout y el hecho de que polinomios

evaluados en u conmutan. Como A y B son primos entre si, existen

U,V € k[X] tales que AU + BV = 1. En términos de endomorfismos, esto es
A(u) oU(u) + B(u) o V(u) = idy. Evaluemos v € ker(A(u)) N ker(B(u)):

idy (v) = v = (A(u)oU (u))(v)+(B(u)oV (u))(v) = U(u)(A(u)(v))+V (u)(B(u)(v)) = 0
=0 =0

De donde ker(A(u)) N ker(B(u)) = {0}. Al ser esto asi, ker(A(u)) y ker(B(u))
estdn en suma directa. Falta ver que generan a ker(P(u)).
Partamos viendo qué pasa si v € ker(A(u)):

P(u)(v) = (A(u) o B(u))(v) = B(u)(A(u)(v)) = 0 = v € ker(P(u))

=0

Luego, ker(A(u)) C ker(P(u))y, por razones analogas, ker(B(u)) C ker(P(u)).
Por lo tanto ker(A(u)) @ ker(B(u)) C ker(P(u)).
Ahora sea v € ker(P(u)). Si escribimos

v =idy(v) = (A(u) o U(u))(v) + (B(u) o V(u))(v)
bastaria probar que (A(u)oU (u))(v) € ker(B(u)) y que (B(u)oV (u))(v) € ker(A(u))
para concluir que ker(P(u)) = ker(A(u)) @ ker(B(u)). Para esto, notar que:

B(u) o (A(u) oU(u))(v) = (P(u) o U(u))(v) = U(u)(P(u)(v)) = 0.
=P(u) =0
Y por lo tanto (A(u) o U(u))(v) € ker(B(u)).
De manera similar, comprobamos que A(u)o(B(u)oV (u))(v) = 0y concluimos
el resultado. O

El lema de los kernel (2) se generaliza a factorizaciones de P que involucren
més de dos polinomios todos primos entre si. Esto se logra usando induccién
y se presenta en el siguiente corolario.

Corolario 3.7.2. — Seaw : V — V un endomorfismo y sean Py, ..., Py, € k[ X]
polinomios tales que mcd(P;, Pj) =1 si i # j. Si denotamos P = Py --- Py,
entonces:

ker(P(u)) = ker(Pi(u)) @ - - - @ ker(Py,(u))
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Demostracion. — Induccién sobre m.  Ya vimos el caso m = 2. Si
Py,...,P, € k[X] son dos a dos primos entre si (ie, med(P;, P;) = 1 si
i # j), entonces el (corolario del) lema de Gauss nos dice que Py y Po--- Py,
son primos entre si. Luego, podemos aplicar el lema de los kernel y obtener

ker(P(u)) = ker(Pyi(u)) @ ker(Ps - -+ Pp)(u))
Por hipétesis de induccién, tenemos que
ker(P(u)) = ker(Py(u)) @ - - - @ ker(Py,(u))
O]
Ejercicio 3.7.3. — Construir A € M>(R) tal que ma(X) = Pa(X) = X2 +1.

Este teorema permite encontrar mas facilmente subespacios estables bajo
u que se hallen en suma directa. Sabemos que estos son de particular utili-
dad porque dan paso a representaciones matriciales de u que son diagonales
por bloques, que son ttiles para hacer cdlculos pues podemos trabajar cada
bloque por separado al realizar operaciones como multiplicar, invertir o calcu-
lar determinantes.
El lema de los kernel es mejor empleado cuando trabajamos con polinomios
P € E[X] que anulan a u,puesto que en dichos casos el kernel de P(u) es todo
el espacio V. Ejemplos de estos polinomios ya nos son conocidos: tenemos
por ejemplo al polinomio caracteristico de u, P,(X) y también al polinomio
minimal m,, (X).

Recuerdo 3.7.4. — 1. Las raices del polinomio minimal m,, del endomor-
fismo v : V' — V son los valores propios Ai,..., A, (distintos) de w.
Luego, st suponemos que m,, escinde sobre k, entonces:

P

ma(X) = [T(X =A™

j=1
donde m; > 1 para todo j € {1,...,p}.
2. Si A € k es un valor propio de u: V — V| el sub-e.v.
Vi =ker(u — Nidy) CV
es llamado el (sub)espacio propio asociado a A.

Definicion 3.7.5. — Seau:V — V tal que P, € k[X] escinde sobre k, ie,
P

Pu(X) = JJ(x = x)m

J=1
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1. El entero multgy(N;) :=n; > 1 es la multiplicidad algebraica de A;.
2. El entero multgeom () := dimg(Vy,) es la multiplicidad geométrica
de )‘j'

Notar que el teorema de Cayley-Hamilton implica que m; < nj; = multqg (X)),
donde m; es la multiplicidad de A; como raiz del polinomio minimal.

Teorema 3.7.6. — Sea u:V — V un endomorfismo en V con dimg (V) =n
y sean A1, ..., \p € k sus valores propios distintos. Supongamos que P, escinde
sobre k. Entonces:

1. maultgeom(Xi) < multyg(Ni) para todo i € {1,...p}.

2. u es diagonalizable si y solo si multyg(N;) = multgeom(Ni) para todo

ie{l,...,p}.
Demostracion. — Para (1), amenicemos la notacién escribiendo
P
P,(X) = H(X—)\j)”ﬂ' y  dj = multgeom(N;) = dimg (V) para todoi € {1,...,p}.
j=1
Queremos probar que d; < n;. Sea € una base de V);. Dado que los V),
estdn en suma directa, tenemos que ¢ = (%, ..., %)) es una familia 1i. y por

ende se puede completar en una base 4 de V. Luego,

donde B € (k) conl =n — (di +--- +dp). En particular, A es triangular
superior por bloques. Por lo tanto:

Pu(X) = det(XIn — A) = PB(X) ﬁ(X . )‘j)dj
j=1

= d; < nj para todo j € {1,...,p}.
Para probar (2), notemos que u diagonalizable si y solo si se cumple que

=0 <= Pp(X)=1<=dj=n; Vje{l,...,p}
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Ejemplo 3.7.7. — Si un endomorfismo u : V' — V con dimg(V) = n, tiene
exactamente n valores propios A1, ..., A, distintos, entonces

n
Py(X) =my(X) = H(X —Aj)
j=1

= multye(Aj) =1 Vje {l,...,n}. Como ademads

0 < multgeom(A;) < multyg(A;) =1
tenemos que multgeom(Aj) = multaye(A;) = 1Vj € {1,...,n} y el teorema
anterior nos dice correctamente que u es diagonalizable.
Podemos llegar a este mismo resultado de otra forma considerando el polimonio
minimal de u:

my(X) = H(X — ;)™ con cadamj =1
j=1

y utilizar el lema de los kernel para concluir que ker(m,(u)) = ker(0) = V se
descompone como

V = ker(u — )\ﬂ'dv) G- P ker(u — )\n’idv) = V/\1 G- V)\"
i.e., que u es diagonalizable. La gracia de este enfoque es que podemos
usar la misma estrategia con cualquier endomorfismo cuyo polinomio minimal
escinda. La tinica complicacion es: jqué pasa si algin m; es mayor que 17

Definicion 3.7.8. — Sea u:V — V un endomorfismo y sean Ai,..., A\, € k
sus valores propios distintos. Si suponemos que m, € k[X] escinde sobre k
escribimos ,
my(X) = [(X=X)™  conm;>1
j=1
y definimos el sub-e.v.
V()\j) = ker[(u — )\jidv)mj] - \%4

como el (sub-)espacio caracteristico o el espacio propio generalizado
asociado al valor propio A;.

Observacion 3.7.9. —

1. El lema de los kernel implica que u(V(/\)) C Vi) ,es decir, que V()\) es
estable bajo u. Para observar ello basta notar que si P; := (X — X;)"
entonces ker(P;j(u)) = V(5

2.V, C V(,\) para todo valor propio A.
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3. Un wvector no nulo v € V \ {0} pertenece a V(5 si y solo si existe
ke {1,...,mx} tal que (u — \idy)*(v) = 0, donde my es la multipli-
cidad de A como raiz del polinomio minimal. En este caso, diremos que
v es un vector propio generalizado asociado al valor propio A € k.

Ejemplo 3.7.10. — Sea

2 1 0
A=10 2 0| c.#(R)
0 0 3

traingular superior. Por lo tanto Pa(X) = (X —2)%(X — 3) y del teorema de
=(X—-2"(X—-3)dondem=10

= 2. Si m = 1 entonces se tendria que (A — 2I3)(A — 3I3) = 0, pero con un
calculo rapido se puede verificar que dicha identidad no se cumple. Asi m = 2.

Cayley—Hamllton se desprende que m 4 (X)

De forma sencilla se puede obtener que los espacios propios de la matriz corre-
sponden a Vo = ker(A — 21I3) = (e1) y Va3 = ker(A — 3I3) = (e3). Sin embargo,
es claro que Va @ V3 no genera R3 y en consecuencia A no es diagonalizable.
Por otro lado, se pueden obtener los espacios propios generalizados los cuales
son V(3) = V3 (3 es rafz simple) y Vo) = ker[(A — 2I3)%] = (e1,e2) y en este
caso si se tiene R3 = Vig) @ Vi3).

Teorema 3.7.11. — Sea V un k-e.v. de dimension n, sea u : V. — V un
endomorfismo y sean A1, ..., \, sus valores propios distintos. Si el polinomio
caracteristico P, € k[X] escinde sobre k, i.e.,

P
P,(X)= H(X — ;)" con n; > 1
j=1
(y en particular my(X) = [[;_ P_ (X — Xj)™ también escinde), entonces:

1. V es suma directa de los espacios caracteristicos de u, ie,
p
V= @ Vi) en donde Viy,) = ker[(u — Ajidy)™]
2. dimg(Viy,)) = multag(Nj) =n; Vj€{l,...,p}. En particular, dado que
Vi, € V), setiene que multgeom(A;) = dimg (V) < dimk(V(Aj)) = multarg(Aj).

Demostracion. — (1) es consecuencia directa del (corolario del) lema de los
kernel:
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Sea Pj(X) := (X — X;)"™ para j € {1,...,p}. Como mecd(P;, Pj) =1sii#j
y my = Py --- Py, podemos concluir, gracias a que m,(u) = 0, que
ker(0) =V = ker(Pi(u)) @ - -- & ker(Ppy(u))
——— N——_———
Vian Vow)
(2) Como los espacios caracteristicos son estables bajo u y dado que
Vo= Vi @ - @ Vy,), podemos escoger una base %; de cada V(y,) y

formar una base # = (%i,...,%p) de V tal que Matg(u) es una matriz
diagonal por bloques:

A0 0
A= 0,.,0
01014,

donde A; € #,;(k), con s; = dimg(V(y,)). Queremos probar que s; = n;.
Como
Pu(X) = Pa(X) = det(X I, — A) = Py, (X) -+ Pa,(X)

y Pu(X) escinde por hipdtesis, vemos que cada Pa; escinde sobre k.
Ahora, para cualquier j € {1,...,p}, consideremos al endomorfismo
(Ajidy — u)h/(/\j) s Vi) = Vi) » que es la restriccion de (Ajidy — u) al
sub-espacio invariante bajo u (de ahi que sea en efecto un endomorfismo)
Vin;)- Matricialmente y en la base A, a esta aplicacion lineal le corresponde la
matriz (A;[;; — A;). Recordemos que por definicién V(y ) = ker[(Ajidy —u)™].
Luego, [(Ajidy — u)|v(kj>]mj =0, de donde

(Njls; — Aj)™ =0 = det(\jl;;, — Aj) =0 == )\; es valor propio de 4;.

Msds atin, este es el wnico valor propio de Aj. De tener otro, \; digamos,
cualquier vector propio no nulo asociado estarfa a la vez en V(y (que es el
dominio de A;) y en V(,,) (pues serfa también un vector propio de A), lo cual
es imposible pues estos dos espacios, al estar en suma directa, tienen como
interseccion al conjunto {0}.

Como Py escinde sobre k y gr(Pa;) = s;, concluimos que Py, (X) = (X—X;)%.
Asi,

P
Py(X) = Pay(X) -+ Pa,(X) = [T(X =A%
j=1
y por lo tanto s; = n; para todo j € {1,...,p}. O
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Observacion 3.7.12. — La demostacion anterior también demuestra que
toda matriz cuyo polinomio carcteristico escinda sobre k es semejante a una
matriz diagonal por bloques

A0 10
0, ., 0
010 4,

donde cada bloque A; posee solo un valor propio \; y verifica (Aj—A;I,;)™ = 0.

Los resultados anteriores exploran la estructura de endomorfismos con vec-
tores propios li. asociados a un mismo valor propio. Para esto relacionamos
los espacios propios de un endomorfismo con sus polinomios caracteristico y
minimal (si escinden) por medio de las multiplicidades geométricas y alge-
braicas, que nos permiten “medir” el grado en que un endomorfismo falla para
ser diagonalizable (si coinciden no falla, si no coinciden, falla). El siguiente
teorema cierra el tema al darnos condiciones necesarias y suficientes para la
diagonalizacion.

Teorema 3.7.13. — Sea u:V — V un endomorfismo. Son equivalentes:

1. u es diagonalizable.

2. Elpolinomio caracteristico de u, P, escinde sobre k y multgeom(N) = multyg(X)
para todo valor propio .

3. Vi = V() para todo valor propio A de u.

4. FEl polinomio minimal de u, m,, escinde sobre k y solo tiene raices sim-
ples.

Demostracion. — Primero, observemos que la implicancia (2) = (1) ya fue
probada. Ademds, podemos probar rapidamente que (2) <= (3) pues por
definicion multgeom(A) = dimg(Vy) y multyy(A) = dimg(V(y)) y por con-
struccion Vy C V).

Supongamos (1). Sea % una base de V en la que A = Mat»(u) es diagonal y
en donde los valores propios repetidos estdn agrupados:
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Como P,(X) = ?:1(X —Aj)"™ y nj = dimg(V},), obtenemos (2).

Suponiendo también (1), si consideramos el polinomio Q(X) = ?Zl(X —Aj).
se tiene que Q(A) = 0: cada factor anula uno de los bloques de A y al mul-
tiplicar todos los (A — A;I,) bloque a bloque terminamos con la matriz nula.
Ahora, Q(A) = 0 = m, divide a @), pero como las raices de m,(X) son

exactamente \q,. .., \,, necesariamente m, = @) y concluimos (1) = (4).

Finalmente, si asumimos (4), i.e., si my,(X) = ?ZI(X —\;j), entonces se tiene
la igualdad V(y,) = ker(u — Ajidv) = Vy;, j € {1,...,p}, obteniendo (3) y por
lo anterior u es diagonalizable. O

Terminamos esta seccién con una consecuencia importante de los resultados
previos: la descomposicién de Dunford. Este resultado nos asegura que siempre
podemos expresar un endomorfismo u como la suma de un endomorfismo diag-
onalizable y otro “nilpotente”, los que ademds conmutan entre ellos. Partiremos
por introducir el concepto de endomorfismo nilpotente y luego demostraremos
resultados sobre endomorfismos que conmutan:

Definicion 3.7.14. — Sea u : V — V un endomorfismo. Diremos que u es
nilpotente si existe r € N=! tal que " = 0. En tal caso, el menor r con esta
propiedad serd llamado el indice de nilpotencia de u.

Ejemplo 3.7.15. —

01 0 0 0 1
B=]|00 1|le#®R)=B>=|0 0 0|=B>=0
0 0 O 0 0 0

y asi B es nilpotente con un indice de nilpotencia igual a 3.
Lema 3.7.16. — Sea u : V. — V un endomorfismo donde dimg(V) = n.
Entonces:

1. u es nilpotente si y solo si my(X) = X" para algin r € N1, Mds aiin, r
es su indice de nilpotencia y satisface r < n.

2. El dnico valor propio de un endomorfismo nilpotente es el 0.

3. St u es nilpotente y diagonalizable, entonces u = 0.

Demostracion. — Para (1) veamos que

u" =0= my(X) divide a X" = my(X)=X" conm <r
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Si r es el indice de nilpotencia de w, my(u) = u™ = 0 = m = r por
minimalidad de r. Reciprocamente, m,(X) = X" = u" = 0 y luego u es
nilpotente. Dado que m,, divide a P, r = gr(m,,) < gr(P,) = n.

De lo anterior deducimos (2) facilmente pues los valores propios de u son las
raices de m,(X) = X".

Finalmente, sabemos que un endomorfismo es diagonalizable si y solo si m,,
escinde sobre k y tiene solo raices simples. Bajo estas condiciones, m,(X) = X
(pues r =1) y my(u) =u=0. O

Definicion 3.7.17. — Seanu : V — V y v : V — V endomorfismos. Deci-
mos que v y v conmutan si 4 ov = v ou.

Observacion 3.7.18. — Si u y v conmutan, el teorema del binomio de New-
ton implica que para todo n € N=1

(u+v)" = zn: (Z) u"k o o

k=0
Esto es falso si 4 y v no conmutan.

Proposicion 3.7.19. — Seanu :V — V yv : V — V endomorfismos que
conmutan. Entonces:

1. Si A € k un valor propio de u, entonces Vy y V() son estables bajo v, i.e.,
v(Va) € Vi yo(Viy) € V-

2. St u y v son diagonalizables, existe una base B de V formada por vectores
que son vectores propios de u y de v simultaneamente. En particular, u+v
y uov son diagonalizables.

3. St u y v son nilpotentes, entonces u + v y uo v también son nilpotentes.

Demostracion. — (1) Sea x € V). Entonces
u(v(z)) = v(u(z)) =v(Ax) = w(z) = v(x) € V)
Del mismo modo, v y P(u) = (u — Aidy)™* conmutan, por lo que
reVy <uzx¢€ ker(P(u)) = P(u)(v(z)) =v(P(u)(z)) =0 = v(x) € Vi
=0

(2) Sean Aq,...,A\, € k los valores propios distintos de u y escribamos
V=Vy® @V, Fijemos j € {1...,p} y denotemos A\ = A;. Esto simpli-
fica el problema a demostrar que V) admite una base %) formada por vectores
propios de v. Para ello, sean uq, ..., 1, € k los valores propios distintos de v y

realizemos la demostracién por induccién en r (i.e., en el numero de valores pro-
pios de v). Sir = 1, v es una homotecia (pues es diagonalizable) y el resultado
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se sigue de que todo vector en V' es vector propio de v. Para r > 2, definamos
al subespacio estable W :=V,,, @&---® V), _,, esto es, la suma directa de todos
los espacios propios de v exceptuando a V), . Recordemos que v también es
diagonalizable y por lo tanto todo x € V' (y en particular todo x € V)) se es-
cribe de manera tinica como x = 1 + - -+, xj € V,,;. Ahora, consideremos
al endomorfismo (v — p,.Idy) : Vy — V). Notar que (1) nos asegura que esta
aplicacién lineal es en efecto un endomorfismo, ademds de que es diagonaliz-
able y por lo tanto podemos escribir V' = Im(u — p,Idy) & ker(u — pridy ).
Ahora, escribiendo z € V) como x = z1 + -+ z,, z; € V), tenemos que:

(v=pridv)(z) = ) (v—pridy)(zj) = ) (v(zj)—prrj) = (g1 — pr)rrte - +(pr—1 — pir)Tr—
wridy ; pridy ; 7 m#Oul Mﬂ)ﬂ 1

pues el término j = r se anula. De esto se desprenden dos cosas importantes.
La primera es que ker(u — p,Idy) = V,, NVy y que una base (z1,...,2;) de
ker(u — p,-Idy) contiene solo vectores propios v asociados a u,. La segunda
es que (v — pIdy)(z) € W y por lo tanto Im(v — p,.Idy) € W. Note-
mos ahora que, sobre el subespacio Im(v — p,Idy), w conmuta con v|y, que
tiene r — 1 valores propios pues W no contiene vectores propios asociados a
wr. Luego, podemos aplicar la hipdtesis de induccién y construir una base
B\ = (y1,--.,Ys) de Im(v — p,Idy) formada con vectores propios de v asocia-
dos a alguno de los valores propios p1, ..., tur—1. Juntando esta base con la de
ker(u — prIdy) obtenemos una base de V' del tipo

@)\ = (yl,... s Ys, W1y vt ,’U)k)
formada por vectores propios de v
Haciendo esto para cada \; podemos formar una base % = (%,,,...,%),)
de V formada de vectores propios de u y de v simultdneamente. En esta base,
las matrices de u y de v son diagonales. En particular, u+v y uov = vowu son
también matrices diagonales, por lo que los endomorfismos que representan
(i.e., u+ vy uow) son diagonalizables.

(3) Supongamos que u” = 0 y que v* = 0 para ciertos r, s € NZ!. Como u
y v conmutan, (uov)"™ =0=u"ov" si n = max(r,s). Por otro lado,

(u+v)" = zn: (Z) uk oy

k=0
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para todo n € N2, Luego, u* = 0 (resp. v" % = 0) si k > r (resp. n—k > s).
Asi, si tomamos n = r + s+ 1 en cada sumando tenemos una potencia de u o
de v que es igual a 0, de donde (u+ v)" =0y u + v es nilpotente. O

Ejercicio 3.7.20. —
1. Encuentre dos endomorfismos (o matrices) A y B tales que ambos son

diagonalizables, pero su suma A + B y su composicién A o B no lo son.
2. Haga lo mismo, pero esta vez con endomorfismos nilpotentes.

Teorema 3.7.21 (Descomposiciéon de Dunford)
Sea u : V — V un endomorfismo tal que su polinomio caracteristico Py,
escinde sobre k. Entonces, u se descompone de manera tinica como:

U = Ug + Up

donde us es diagonalizable (o “semi-simple”) y u, es nilpotente. Mds ain, wus
Y Uy conmautan.

Demostracion. — Existencia: Vimos que todo endomorfismo u : V. — V
cuyo polinomio caracteristico escinde sobre k admite una base % de V tal que
A = Mat»(u) es diagonal por bloques:

Aljo jo
A= 0,".,0
01014,

donde cada bloque A; posee un tinico valor propio \; € k. Sabemos ademads
que se verifica que (A; — Ajlp;)™ = 0 para m; € N=! (n; y m; representan lo
usual).

Sea ug : V' — V el endomorfismo tal que S = Matg(us) es la matriz diagonal

Allnu‘ 0 L 0
S
0 0 1 Ay,

por lo que us es claramente diagonalizable. Sea u, = uw — us, cuya matriz
N = Matg(u,) vendria dada por

Ai=ML, 000

N= 0 .0
,,,,,,,, o0
0 101 Ay— Ay,
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Dado que (A;j — \;jI,;)™ = 0, se tiene que u;, = 0 para r > max(m,...,m,)

y asi u, es nilpotente.

Probemos ahora que conmutan. Como U8|V(,\,) = )\jidV(A.) se tiene que si
J J

v € V(y;) = u(v) € V). Luego, para v € V[,
u(us(v)) = u(Ajv) = Aju(v)  yque  us(u(v)) = Au(v)
~—~
EV(%]')
es decir, u y ug conmutan si tomamos vectores en V( Aj)- Dado que
V =@}_, Vi), tenemos que u y us conmutan en todo V. Asf,

Unts = (U — ug)us = Uty — ug = UgU — ug = us(u — us) = usup
Unicidad: Sea u = u), + u], otra descomposicién con las mismas propiedades.
Como u), y u), conmutan, uiu = uul y ul,u = wul,. En particular, por las

: /
propiedades de endomorfismos que conmutan, tenemos que US(V()\].)) < Viay
y U%(V(Aj)) C W), 1-e., el espacio caracteristico V() de u es estable bajo

uy y bajo u,. Dado que usly, | = Ajidy, , es una homotecia (y por lo
J J

tanto conmuta con cualquier endomorfismo) y que V = @?:1 V(Aj), nece-

sarlamente ugul, = ulus y usu,,. = ulus. A partir de esto podemos con-

cluir que u), y u), conmutan con u,. Finalmente, como us y ul, (resp. wu, y

!

/) conmutan y son diagonalizables (resp. nilpotentes), tenemos que us — ul

U
es diagonalizable y que u), — u, es nilpotente. Pero también tenemos que
U= us + up = ul, +ul, = us —u, = u), — up. es un endomorfismo diagonal-
izable y nilpotente a la vez, y en consecuencia debe ser nulo. Asi, us = ul, y

Up = Ub,. O

3.8. Calculos de descomposicién de Dunford

Caso particular importante: £ =R
Sea A € #,(R) y P4 € R[X] su polinomio caracteristico. Las raices comple-
jas de P4 pueden separarse en raices reales (valores propios reales) y en pares
de raices complejas no-reales conjugadas: 1, i1, - - -, fhs, ils- La multiplicidad
de p; y {1 es la misma y los espacios propios V,; y Vg7, asi como los espacios
carcateristicos V(. .y y V(z;), son conjugados, ie, VTL] =V y V(TJ) = Vim
Esto permite reducir célculos.
Consideremos los polinomios:

1. Minimal real: m4 € R[X] definido como el polinomio real unitario de
grado més pequeno tal que my(A) =0 en #,(R).
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2. minimal complejo: M,y € C[X] definido como el polinomio complejo
unitario de grado més pequenio tal que M4 (A) =0 en .#,(C).

Proposicion 3.8.1. — my = My € R[X] (y entonces no necesariamente
escinde sobre R).

m

Demostracion. — Sabemos que My divide ama. Sea Ma(X) = 0", a;jX’, a; € C.
Dado que M4(A) = 0 debe cumplir que Re(M4)(A) =0, i.e.,

Re(Ma)(A) = Re(aj) A/ =0
=0

de donde m4 divide a Re(My) y luego:
m = gr(Ma) <
~~

M4 divide a m 4

gr(ma) gr(Re(Ma)) =m

<
~—
my divide a Re(My4)

Se concluye que M4 = m4. O
Ejercicio 3.8.2. — Sea A € #,,(R). Suponer que existe P € GL,(C) tal que

P~'AP es diagonal con coeficientes reales. Probar que existe Q € GL,(R)
tal que Q1 AQ es diagonal.

01 00
. 0010 .
Ejemplo 3.8.3. — Sea A = € #4(C) (matriz de per-
0 0 01
1 0 0 O
mutacion).
X -1 0 0
0 ) X -1 0 -1 0
= Py(X) = det - =Xdet| 0 x —1]|-(-1det| x -1
0 0 X -1
0 0 X 0 X
-1 0 0 X

Luego los valores propios de A son \;y = 1, As = —1 A3 = i. \y = —i. Dado
que los 4 valores priopios de A son distintos, A es diagonalizable sobre C y
Py(X) =ma(X).

Para calcular los espacios propios:

)\1 =1:
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-1 1 0 0
A-\I; = 0 -1 — para encontrar una base de Vi = ker(A—1,)
0 0 -1 1
1 0 0 -1
usamos . operaciones columna:
-1 1 0 0 -1 0 0 0
0o -1 1 0 0o -1 1 0
0 0 -1 1 0 0 -1 1
L 0 0 —Ilagsa+a |1 1T 0 1l goato
1 0 0 o] 1 1 0 o0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 O 1 0 O 0 1
-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 -1 0 0 -1 0
0 0 -1 1 0 0 -1 0
L 1 1 1l gmeaqre [T 10 :>V1:Vect(c<
1 1 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 O 1 0 0 0 1
Similarmente,
1 1 1
V_1 = Vectc < -1 > , Vi = Vectc < ! > , V_; = Vectc < - >
1 -1 -1
-1 ) )

Importante: Gracias a la discusién anterior, basta calcular V; para obtener
V; = V_;, pues son conjugados y A € .#Z;(R) tiene coeficientes reales.
Finalmente, dado que A es diagonalizable, su descomposicién de Dunford es

—_ = =
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A=S5+Ndonde S=Ay N =0.

2 -1 2
Ejemplo 3.8.4. — Sea A= |10 -5 7| € #3(R).
4 -2 2
X -2 1 —2 X 1 -2
= Py(X)=det| -10 X+5 -7 = det | 2X X +5 -7
—4 2 X -2 CIHCLQCQ 0 2 X-2
1 1 -2 1 1 -2 1 -1 -2
=Xdet|2 X+5 —7 =Xdet|0 X+3 -3 =Xdet|0 X -3
0 2 X -2 0 2 X -2 0 X X-2
= Ps(X) = X% X +1). Luego, los valores propios de A4 son A\ = —1

(rafz simple) y Ay = 0 (raiz doble): multyg(A) = 1, multgeom(A2) = 2.
Dado que multgeom(A) < multqy(A) tenemos que dimg(V_1) = 1 y que
dimg(Vp) =1 6 2. Ahora buscaremos bases para los espacios propios.

A1 = —1: Ya sabemos que su dimensién es 1, por lo que basta encontrar solo
un vector v; € R3 solucién del sistema (A + I3)(v1) = 0. Basta resolver:

3r—y+22=0
10z —4y +72 =0
dr —2y+32=0
Tomando = = 1 y, realizando operaciones fila convenientemente, llegamos a los
1
valores y = -1y z2=-2 = v = -1 genera a V_j.
-2



118 CAPITULO 3. REDUCCION DE ENDOMORFISMOS

Ao = 0: V = ker(A). Haciendo operaciones columna:

2 -1 2 1 2 2 1 0 0
10 =5 7 5 10 7 5 0 3
4 =2 2 _ 2 4 2 _ 2 0 =2
2o —C G G = 2Ch = ker(A) = Vectr(v2)

1 0 0] @ec¢ |0 1 0] @G=G-20 [0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 2 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1

Con vy = | 2 | € R% En particular, multgeom(0) < multyy(0) y A no es
0

diagonalizable. M4ds aiin, comoen este caso su polonomio minimal no escinde
en raices simples deducimos m4(X) = X23(X + 1).

2 -1 1
Veamos el espacio caracteristico V() = ker(A2%). Calculamos A2 = | —2 1 -1
-4 2 =2
Ahora:
2 -1 1 0 -1 0
-2 1 -1 0 1 0
-4 2 =2 0 2 0
L et 2 = ker(A?) = Vectg (v, v3)
1 0 0 grreste |10 0
0 1 0 2 1 1
0 0 1 0 0 1
1 0
Con vy = 2 un vector propio y v = 1 un vector propio general-
0 1
izado.
1 10
, L A1 ] O
Sea B = (v1,v3,v3) yP=1—-1 2 1. Vimosque P~ AP =
2 0 1 014

Donde A; € M;(R) posee solo a \; = —1 como valor propio y Ay € Ms(R)
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posee solo a Ay = 0 como valor propio

Notar que Av; = (—=1)v; = A = ) € M;(R). También:
2 -1 2 1
Avo =0y Avs= |10 =5 7 1 2 | =2 = A=
4 =2 2 0 !
-1 0 0 2 -1 1
Ast, PT'AP=| 0 0 1[.Midsaun, al invertir: P~1=|-1 1 -1
0 00 4 -2 3

Finalmente, para encontrar la descomposicién de Dunford A = S+ N procede-
mos como en la demostracién del Teorema de la descomposicién de Dunford:

-1/0 O
) Al O
A la matriz por bloques A = = 00 1 la
0 | Ao
010 O
descomponemos en
-1 0 O 00
AN Ai-ML| 0
A = + =10 0 O0]+]0O0 O
0 | Aolo 0 ‘Az—)\21—2
0O 0 O 00
S’ N’
Al revertir el cambio de base:
1 10 -1 0 O 2 -1 1 -2 1
S=PSPt=|-12 1|10 ooff|-1 1 —-1]=]2 -1 1
-2 0 1 0 0 O 4 -2 3 4 -2 2
1 10 0 00 2 -1 1 4 -2 3
yN=PN'Pl=[_-12 1|]0o0 1]]-1 1 -1]=[8 -4 6
-2 0 1 0 00 4 -2 3 0 0 0

Ejercicio 3.8.5. — Verificar que A = S+ N, que S es diagonalizable, que N
es nilpotente y que S y N conmutan.

3.9. La forma candnica de Jordan

Incluso sobre C, no toda matriz es diagonalizable. Sin embargo, vimos en
la seccién anterior que al descomponer el k-espacio vectorial V' como suma
directa de sus espacios caracteristicos V() entonces toda matriz M, (k) cuyo

S = O
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polinomio caracteristico escinda sobre k es semejante a una matriz diagonal
por bloques

Ar| 0] o0
A=1 0" |0
004,

Donde cada bloque A; posee un tinico valor propio A; y A; —A;In; es nilpotente.
Una consecuencia de esto es la descomposicién de Dunford.

En esta seccién, veremos un resultado imortante debido a Camille Jordan
(1838-1922) que describe de manera més precisa a los bloques A;.

Definicion 3.9.1. — Seam € NZ! y X\ € k. Un bloque de Jordan de tamaiio
m asociado a A es una matriz en M,,(k) dada por

A1 0 0

0 X 1 0

0 0 A 0
Jm()‘):

0O 0 0 --- 1

00 0 -+ A

Un caso particular importante es el bloque de Jordan nilpotente de tamano m
que denotaremos por Jy,, = Jp,(0).

Observacion 3.9.2. — El indice de nilpotencia de una matriz J,, es m.
Ademis, Jp, + A\, es la descomposicién de Dunford de J,, ().

Definicion 3.9.3. — Sean € NZ1. Una particion de n es una sucesion finita
no decreciente de enteros positivos n = (ny,...,ns) tales que

n=mny+--+ng

Definicion 8.9.4. — Sea A € k, m € NZ! y m = (myq,...,m,) un particién
de m. La matriz de Jordan de tamano m asociada a A y a m es la matriz
diagonal por bloques dada por
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Teorema 3.9.5. — Sea u : V — V un endomorfismo nilpotente y sea v € V.
tal que u” (v) = 0, pero u"~1(v) # 0. Entonces los vectores de la sucesion

v, u(v), ©?(v), ..., u""*(v)
son todos linealmente independientes.

Demostracion. — Sean Aq,..., A, escalares tales que

Mo+ -+ Mu" ) =0
Aplicando u r — 1 veces obtenemos la igualdad A\ju"~!()v = 0, de donde
concluimos que A\; = 0 (ya que v # 0). Usando esto, la suma se reduce a

Aou(v) + - 4+ M H(w) = 0.
Similarmente, al aplicar u r — 2 veces llegamos a que Ao = 0. Iterando
este proceso concluimos que todos los A son iguales a cero y por lo tanto estos
vectores son L.i. O

Corolario 3.9.6. — Si dimy (V) = n y el indice de nilpotencia de un endo-
morfismo u : V — V es n, entonces existe una base de V' en la cual la matriz
de u es un bloque de Jordan nilpotente de tamano n.

Demostracion. — Basta tomar un vector v € V tal que u"!(v) sea distinto
de cero y considerar la base & = (u"~!(v),u""2(v),...,u(v),v) O

En el caso de un endomorfismo nilpotente con un indice de nilpotencia k < n,
también es posible obtener “cadenas” de la forma

(1) u"(v), u" " (v), ... u(v),v

Compuestas de vectores no nulos Li. donde r es a lo mas k—1 (ya que u*(v) = 0
siempre).

Inspirdndonos en el corolario anterior y haciendo la importante observacion de
que los sub-espacios generados por los vectores en estas cadenas son invariantes
bajo u, vamos a buscar la manera de encontrar representaciones matriciales
para u compuestas por bloques de Jordan nilpotentes a lo largo de la diagonal.
La idea es formar cadenas como en y luego armar una base de V' con los
vectores en ellas, ordenados igual que en el corolario. Una de las complicaciones
que se presentan es la de evitar que estas cadenas terminen en un vector v tal
que v € Im(u). De ser este el caso, podemos hallar w € V tal que v = u(w) y
la cadena de v estaria contenida en la cadena mas larga

u T (w), u"(w), ..., u(w), w
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Una manera no obvia de solventar esta cuestion es utilizando un resultado, que
juega un rol importante en la demostracién del teorema del rango y que ahora
recordaremos como un lema.

Lema 3.9.7. — Si (u(v1),...,u(vp)) es una base de la imagen del endo-
morfismo v : V.= V y (ki,...,kq) es una base de su kernel, entonces
(V1,...,Up, k1,...,kg) es una base de V.

Teorema 3.9.8. — Sea V un k-ev de dimension n y sea u : V. — V un

endomorfismo nilpotente de indice k < n. Entonces existe una base % de V
tal que Matz(u) = J,, = J,(0) para una dnica particion n de n completamente
determinada por u.

Demostracion. — Por simplicidad notacional, definamos u; := iy yiy. Con-

k=2) " es decir, al

sideremos la restriccién de u al sub-espacio invariante Im(u
endomorfismo nilpotente de grado dos uy_s : Im(u*~2) — Im(u*~2).

Sea

(1) (W Har), ... ;" (ap))

una base de Im(u*~!) = Im(uy_3). Observemos que cada uno de estos vectores
pertenece al conjunto ker(uy_s) debido a que u*(v) = 0 para todo v en V' y
a la inclusién Im(u’) C Im(u?) si i > j. Al ser esto asi, podemos completar
(1) en un base de ker(ui_2) vy, gracias al lema, utilizar algin conjunto de sus
preimdgenes para hallar una base de Im(u*~2). Elijamos como preimégenes a

k72( k72(

los vectores w ay),...,u a,) y ordenemos asi la base resultante:

(2) (W (ar), u*2(ar), ..., u" N ap), "2 (ap), wi, . . ., wy)

Donde cada w; pertenece a ker(uy_s). Explicitamente, esto significa que
w; = uF72(b;) para algin b; € V (recordar que el dominio de up_o es
Im(u*~2)) y ademds que u(w;) = u*~1(b;) = 0.

La intencién es que los vectores ai,...,a, formen las cadenas de largo
k —1 (el maximo posible) y los vectores by, ...,b, las de largo k — 2. No es
posible incluir la cadena de algin b; en una mds grande pues b; ¢ Im(u). Silo
estuviese, existirfa ¢ € V tal que u(c) = b;. Luego, u*~2(b;) = u*~1(c) = wj,
de donde w; € Im(u*~1), lo cual es imposible porque usamos a w; para
completar una base de Im(u*~1) en una base ker(uj_o).

El siguiente paso es considerar la restricciéon de u al subespacio invari-

ante Im(uf3), es decir, a ug_3 : Imu*3 — ImuF3. Como base de
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Im(u*~2) = Im(ug_3) usaremos a (2), pero reescribiendo los w;:
(3) (" ar), w2 (ar), o ut T (), T (ap), u TR (b)), TR (D))

En este caso no todos estos los vectores se anula si aplicamos u otra vez. Tan
solo lo hace uno por cadena: el de exponente més alto. Podemos completar el
conjunto de tales vectores en una base de ker(uy_3) y unirla a un conjunto de
preimégenes de (3) para obtener una base de Im(u*~3) (Lema). Para recuperar
las cadenas, elegimos u’/~!(v) como preimdgen u/(v) para todos los vectores.
Obtenemos una base con la siguiente estructura:

(4) (uk_l(al), uk_Q(al),uk_?’(al), . ,uk_2(b1),uk_3(b1), oSy fr)

Donde cada f; pertenece a ker(ug_3). Reescribimos fi = u*~3(¢;), donde
u*=2(¢;) = 0y ¢; ¢ Im(u) por las mismas razones que utilizamos para argu-
mentar que b; ¢ Im(u) en el paso anterior. Teniendo ya las cabezas de las
cadenas de largo k-3 (los f; = uk*3(ci)), repetimos los mismos pasos hasta
hallar una base de Im(u) con esta misma estructura. En ese punto solo hay
que repetir el proceso una vez mds para obtener una base de V de la forma:

B = (uk_l(al), ceey u(al),al, e ,uk_2(b1), e ,u(bl), bi,...... ,u(dl), di,...,e1,...

Donde los e; pertenecen a ker(u).

Como los sub-espacios generados por cada cadena son invariantes bajo u, cor-
responden, cada una, a un bloque nilpotente de Jordan sobre la diagonal de
Matg(u) (ver corolario). Asi, Matg(u) = J, donde la particién n viene deter-
minada por la cantidad de cadenas de un cierto largo que existen dentro de Z.
Como cada cadena empieza con un vector que se anula si aplicamos u una
vez mas, el entero dim(ker(u)) nos da el nimero total de cadenas. Similar-
mente, el entero dim(ker(u?)) nos dice el niimero de vectores que se anulan
al aplicar u una o dos veces mas. Por lo tanto, dim(ker(u?)) — dim(ker(u))
es la cantidad vectores en % que se anulan al aplicar u exactamente 2 veces
o0, equivalentemente, la cantidad de cadenas de tamafio mayor o igual a 2 que
existen dentro de 9. En general, la cantidad de cadenas de tamano mayor o
igual a 7 viene dada por el entero dim(ker(u")) — dim(ker(u"~!)). Como estos
valores dependen exclusivamente de u, la particién n viene completamente de-
terminada por u también y es tnica al seguir la convencién de que sus términos
son no decrecientes. O

Teorema 3.9.9 (Jordan, 1870). — Sea V un ke.v. con dimy(V) =n y sea
u:V =V un endomorfismo tal que su polinomio caracteristico escinde sobre

,63)
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P
Pu(X) = JT(x = A
j=1
Conmn; > 1y XN # N\ sii# j. Entonces, existe una base de B de V en la
cual la matriz Matz(u) es de la forma

Jn (A1) | 0 0

J = 0 0
0 0 | Jn,(Ap)

Donde Jp;(\) € My, (k) es una matriz de Jordan de tamano n; asociada a A;
y a la particion n;, que es tunica exceptuando permutaciones de los blogues.

Demostracion. — Paracadai € {1,...,p} denotemos u; := u|(VAj) t V= Ve
Ya que por definicién V), = ker((u — A;jId,)™), tenemos que u; — )\deVAj
es un endomorfismo nilpotente de grado m;. Ahora, el teorema anterior nos
asegura la existencia de una base %; de V), tal que Matg, (u; — ;1 dV)\j) =Jn;
para una tnica particién n; de n; = multqg(A;).
Finalmente,
Mat:@j (u]) = Jﬂ-i- )\jIn]- = JE(AJ>

Dado que V = ED?ZI Vy,, si consideramos la base # = (%1,..., %)) obten-
emos para Matg(u) una matriz diagonal por bloques de Jordan.
Veamos la unicidad médulo permutaciéon de bloques: supongamos que existe
una base %’ de V tal que

Iy (1) | 0 0

0 0 Jn’s(ﬂs)

Calculando su polinomio carcateristico obtenemos P, (X) = [5_; (X fmuj)";'.

Como el polinomio carcateristico es invariante ante cambios de base, debe

3» = ny(;) paratodo j € {1,...,p} (recordar

que S) es el grupo de permutaciones para un conjunto de p elementos). Resta

existir o € 5 tal que puj = Ay yn

probar que las particiones n; Y Ng(j) son iguales. Podemos reordenar los f1; y

suponer que o = Id en S, para simplificar.
Sea %’; el conjunto de vectores de &’ que corresponden al bloque de Jordan
Ju (Aj). Sea Wj = Vecty(%)). Se verifica que W es invariante bajo u y

_J
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que dimg(W;) = n; pues nj = n/. Ademds, si Matg; (ulw;) = Jur (A;) por

/.
.]. 7‘]

construccion.
Como J,s (A;) es triangular superior con ceros en la diagonal y de tamano
J

nj X nj, tenemos que
J:Z = (g (X)) = XjIn,) )V = 0 = (ulw—g = Alduy,)"™ =0
De donde W; C V{; ). Como tienen la misma dimensién (n;), concluimos que

en realidad W; = V).
Luego, %' y % son bases del mismo sub-espacio y verifican

Matgg]. (u]‘ — )\deV(Aj)) = J& y Mat%} (u]‘ — /\jfdvo\j)) =J,

o~

La unicidad de la particién en el caso nilpotente implica que n; = n ]

S~

Observacion 3.9.10. — En términos matriciales: Sea A € M, (k) tal que
P4(X) € k[X] escinde sobre k. Entonces, existe P € GL, (k) tal que

I, (A1) | O 0

PlAP = 0 0 =J “Forma candnica de Jordan”
0 0 J’Lp()\p)

Més atin, J es tnica médulo permutacion de los bloques de Jordan Jy,, (Aj)-
Del teorema anterior y de la unicidad en el caso nilpotente obtenemos:

Corolario 3.9.11. — Sean A, B € M, (k) tales que Pay Pp € k[X] escinden
sobre k. Son equivalentes:

1. A y B son semejantes (i.e., existe P € GLy(k) tal que P"1AP = B).

2. A y B tienen el mmismo polinomio caracteristico P4(X) = Pp(X) = ?Zl(X—)\j)”j
(con N\i # Nj si i # j) y dimyker[(A — A,)™] = dimy ker[(B — A,)™]
para todo valor propio X y m € N21,

3. Ay B tienen la misma forma candnica de Jordan (mddulo permutacion).

Ejercicio 3.9.12. — Sean Ai,...,)\, € C dos a dos distintos. Sea
P(X) = ?ZI(X —Xj)% con nj € N2l y ny + ... +n, = n. El coro-
lario anterior implica que el nimero de clases de semejanza de matrices
A € M,(C) con Py = P es igual a p(n1)---p(np), donde p(n;) es el nimero
de particiones de n;.

1. Sea P(X) = X7 —3X6 +3X°% — X% ;Cudl es el niimero de clases de

semejanza de matrices en M7(C) con polinomio caracteristico P?
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2. Sea P(X) = ?Zl(X — X))y C(A) ={A e M,(C): Ps(X)=P(X)}.
(Bajo qué condicién sobre P el conjunto C'(A) estd formado por una sola
clase de semejanza?

Importante : Presentamos ahora una manera algoritmica de calcular la
forma canénoca de Jordan:
Sea A € My (k) tal que Pa(X) = [[%_;(X — ;)" escinde sobre k. Para cada
)‘j:
1. Calculamos d, := dimy ker[(A — X\;I,)™] para m = 1,2,... hasta un
entero r; tal que drj =n; = dimy, V(Aj).
Observaciones: Si conocemos m4 = ?Zl(X—/\j)mJ' entonces r; = m;.
Ademss, el teorema del rango establece que d,,, = n—rg[(A—\;1,)™], por
lo que el resultado de hacer esto es una secuencia 0 :=do < dy < --- < drj =n;.
2. La secuencia dy,...,dy; determina cudntos bloques de Jordan Im (X))
hay en la matriz de Jordan J,,;(A;): di = di — do = dimy, ker[(A — \;1,,)]
es el nimero de bloques de Jordan de tamano mayor o igual a 1 que hay
dentro de Jy,;()\;) (observacién: si d; = 1, entonces Jp;(\j) = Jn, (Aj)
pues consiste de un tdnico bloque). dy — dy es el nimero de bloques de
Jordan de tamafio mayor o igual a 2 que hay dentro de Jy,;();). d3 — d2
es el nimero de bloques de Jordan de tamano mayor o igual a 3 que hay
dentro de Jy,,(A;), etc...

Como conocemos la estructura de los bloques de Jordan, esta informacién es
suficiente para obtener la matriz de Jordan J,,;(\;) € My, (k) asociada a A;.
Finalmente, o

Ty (M) | 0 0
J = 0 0 € My (k).
0 |0 [Jn\)

Tp.
Veremos en ejemplos como obtener P € GL,, (k) a partir de A y de J.
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0 1 -1 0
, 3 -1 3 1
Ejemplo 3.9.13. — Sea A = € My(R). Calculemos
-2 1 1 1
0O 0 0 2
Py(X):
X -1 1 0
X -1 1 X -1 0
3 X+1 -3 —1
=(X-2)|3 X+1 -3 |=X-2)|3 X+1 X-2
2 -1 X+1 —1
2 -1 X-1 2 -1 X -2
0 0 0 X -2
X -1 0 X -1 0
2 2 2 | X —1 2 2
=(X-2"3 X+1 1|=(X-2*1 X+2 0/=(X-2) = (X—-2)(X+1)
1 X+2
2 —1 1 2 -1 1

Sea A\ = =1y Ay =2y seany = multyy(—1) =2y no = multyy(2) = 2.

11 -1 0
-3 0 3 1 .
M=—-1:SeaB=A-\MI4,=A+1, = . Nos interesan
-2 1 2 1
0 0 0 3
ker(B) y ker(B?).
I 0
) 9 0
Para calcular una base de ker(B) = V_; resolvemos el sistema B =
T3 0
Ty 0

Obtenemos ker(B) = Vectg(v1) con vy = (en particular multgeom(—1) =1

O = O

y A no es diagonalizable).

Como dimg ker(B) = 1, Jp, (—1) posee 1 bloque de Jordan Jy,, (1) = Jo(~1) =
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Maés atin, Jp,(—1) nos dice cémo escoger una “buena” base de Vicu:
P = (v1,v2) con Avy = (—1)vy, ie., (A+1y)v; =0y Avg = v1+(—1)ve <= (A+14)ve = v;.

1
Esto es, tomamos v; = y v tal que Bvy = v1. Por ejemplo, resolvemos
1
0
0
_ 1
el sistema y escogemos vy =
0
0

(Otra forma: calcular B2 y una base de ker(B?) dada por %; = (vi,vs) con
ker(B) = Vectg(vy) v ker(B?) = ker(B) @ Vectg(v2). Ejercicio)

-2 1 -1 0
-3 -3 3 1 .
M=2:SeaC=A—-Xoly=A-2I, = . Nos interesan
-2 1 -11
0 0 0 0
ker(C) y ker(C?).
Verificamos mediante operaciones columna que ker(C) = Vectr(vs) con
0
1
vz = . Dado que dimgker(C) = 1, J,,(2) posee 1 bloque de
1 nz
0
Jordan J,,(2) = J2(2) = y luego al calcular una solucién de
7 2
0
. 0
(A — 2I4)vy = v3 <= Cvy = v3 como por ejemplo vy = obtenemos una
0
1

base ,%)2 = (Ug, 1)4) de V(Q)
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[ao N T R )
- o o O

1
0
Sea B = (v1,v9,v3,v4) y P =

1
0

-1 1 1|0

B 0 -11]0

PAP  =J=
0 0|2
0 010

Ejercicio importante: Sea v :

129

(forma candnica de Jordan de A)

V un endomorfismo tal que P, escinde

sobre k y sea u = ug + u, su descomposicién de Dunford. Sea % una base de

V tal que

J =Matg(u) =

J@(/\l) 0 0
0 0
0 0 J@(Ap)

la forma canénica de Jordan de u. Probar que S = Matg(us) y N = Matg(uy,)

estdn dadas por:

M, | 0] 0
0 | 0 [N,

Juy | 0] 0
0|0
0 [0 |y,






CAPITULO 4

EXPONENCIAL DE MATRICES Y SUS
APLICACIONES

4.1. Espacios vectoriales normados

Recordemos que una sucesion (z,),en de naturales converge a L si para
cada € > 0 existe un N € N tal que para n > N se tendrd |z,, — L| < e. Esto
iltimo nos dice que existe un instante de tiempo tal que la sucesién estd tan
cerca del limite L como queramos.

La idea de esta seccién es extender esta idea a sucesiénes (vp)nen donde
Um € V es un vector, y para ello necesitamos una nocién de “distancia”.

A modo de ejemplo, podemos considerar V. = R?% Si v = (21,71) ¥
ve = (x2,y2) definimos la distancia euclidiana entre vy y vy por |v; — val|2,

donde
Iz, yl)2 := Va2 +y>  V(z,y) € R

Es natural decir entonces que una sucesién de vectores (vy, )nen en R? converge
a L si para cada e > 0 existe N € N tal que si n > N, entonces ||v, — L||2 < €.
Por otro lado, si escribimos las coordenadas v, = (Zn,yn,) € R? y
L = (a,b) € R? es natural también decir que (vy,)neny converge a L si
(Tm)nen converge a a e (Ym)nen converge a b. No es dificil notar que esto
es equivalente a decir que para cada € > 0 existe N € N tal que sin > N,
entonces ||v, — L]« < €, donde

Iz, y)lloo = max{la], [y} V(z,y) € R

,Cémo comparar ambas nociones de convergencia?

Ejercicio 4.1.1. — Probar que para todo (z,y) € R? se tiene

;i”@,y)ug < @ y)llso < (2, )]l2-
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Deducir, por lo tanto, que las nociones de convergencia anteriores coinciden,
es decir, si (v, )nen s una sucesion de vectores en R? y £ € R?, entonces

o Ill2, o HENy

Conclusién: Necesitamos una nocién de “distancia” y, aunque no haya una
Unica manera de medir distancias, la nocién de convergencia es la misma si
podemos compararlas como en el ejercicio anterior.

En esta seccién consideraremos k = R o C, y | - | denota al valor absoluto o
médulo, ie, |z| = max(z, —x)sik =Ry |z| = V2Z = Va2 + b2 siz = a+ib € C
y k=C.

Definicion 4.1.2. — Sea V un k-espacio vectorial. Una norma de V' es una
funcién ||-|| : V x V — R2? tal que para todos z,y € V' y A € R se cumplen
las siguientes proposicones:

1. ||z =0 < z=0.

2. [[Az] = [A[l]]].

3. lz+yl| < |zl + [ly|| (“desigualdad triangular”).

En tal caso, decimos que (V, ||-]|) (o que V') es un espacio vectorial normado

Ejemplo: Sea V = R" o C", definimos las normas:
L (@1 s @)1y = 2] 4 o+ foal.

2. |(1, ooy Tall2 = VT2 + oo+ |7

3. 1(@1ys ey @m) oo = max{|x1] + ... + 2]}

Las propiedades 1,2,3 no son dificiles de probar para [|-[1 v ||'||s, pero la
desigualdad triangular para la norma |-||2 es méds sutil y la admitiremos de
momento (aunque més adelante veremos que es una consecuencia de la “de-
sigualdad de Cauchy Schwarz").

Ejercicio 4.1.3. — Probar que
[#]loe < llzll2 < [zl < nllzloo,

para todo z € V =R" o C".

Definicion 4.1.4. — Sea V un k—espacio vectorial y sean ||||q, ||| dos nor-
mas sobre V. Decimos que las normas anteriores son equivalentes si existen
c1, ¢ € R>Y tal que

cillzlla < |lzflp < c2l||a; Vo e V.
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Hecho (Sin prueba): Si la dimensién de nuestro espacio es de k-dimensién
finita, es decir, si dimg (V') < 400, jtodas las normas son equivalentes! (Andlisis
I).

En todo lo que sigue, supondremos que V es un espacio vectorial de dimensién
finita. En particular, la siguiente definicién no depende de la norma escogida.

Definicion 4.1.5. — Sea V un k-espacio vectorial y sea (vm)men una
sucesion de elementos de V. Diremos que (vp,)men converge a £ € V si
Para todo € > 0 existe un N € N tal que para cualquier n > N se tiene que
lvn — 2] < e.

Observaciéon importante: Si % es una base de V, todo v € V se escribe
de manera dnica como v = xjv; + ... + v, donde (z1,...,z,) € k™ son las
coordenadas de v respecto a la base B = (v1,...,v,). En otras palabras, la
aplicacion ¢z : k" — V, (z1,...,x,) — 2101 + ... + Tpvy, €s un isomorfismo.
Luego, toda norma |[|-|| en V define una norma en k" de la siguiente forma:
Si z € k", se puede definir ||z|[xn := ||¢2()|| 2, donde |||z es la norma que
posee V. El proceso anterior es reciproco.

En particular, si escogemos la norma ||-||» en k" tenemos que una sucesién

((®m,1y s Tmom))men de elementos en k™ convergea a ¢ = ({1,...,0,) € k"
si y solo si la sucesién converge en cada componentes, ie, (L k)meN — Lk
(ejercicio).

iImportante!: La observacion anterior implica que la mayoria de los resulta-
dos sobre sucesiones de niimeros reales o complejos son también vilidos para
sucesiones vectoriales. Por ejemplo, una sucesién convergente es acotada, el
limite de la suma es la suma de los limites, aunque esto no funciona con el
producto, ya que atin no hemos definido un “producto” en espacios vectoriales
de dimensién mayor.

Por otro lado, es importante notar que la definicién de convergencia tiene el
inconveniente de requerir conocer a priori el valor del limite £ € V. Es por ello
que es util conocer criterios de convergencia que puedan verificarse solamente
analizando la sucesion (vp,)men-.

Definicion 4.1.6 (Sucesion de Cauchy). — Sea (V) ||-||) un espacio vecto-
rial normado. Decimos que una sucesion (v, )men €s una sucesiéon de Cauchy
si para cada € > 0 existe un N € N tal que para cualquier p,q > N se tiene
que v, —v4l| <e.
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Ejemplo: Si (v, )men €s una sucesién convergente, entonces es de Cauchy.
En efecto, si £ € V es el limite de la sucesién anterior, dado ¢ > 0, por la
convergencia sabemos que para cada €/2 > 0 existird un N € N tal que para
cualquier m > N se tiene que ||v, — ¢|| < €¢/2. Por lo tanto, si p,q > N, de lo
anterior tendremos que

[op=vgll = [[(vp—0)+ (L= )| = [op—Ll[+[€=vqll < €/2+€/2 =€,
Desigualdad triangular

verificando asi la desigualdad deseada.

Conclusién: Toda sucesién convergente es de Cauchy. En general, el

reciproco no es cierto, aunque existe un resultado muy importante en el cual

si se cumple el reciproco (Anélisis I):

Hecho (Sin prueba): Si dimg (V') es finita, toda sucesién de Cauchy es conver-

gente.

Caso particular importante: Sea (v )men una sucesion en V. Definimos

la sucesién de sumas parciales (Sp,)men mediante:

m
Sm:ka =vg+vi+ .. +v, eV
k=0
Decimos que la serie vectorial ZZO:O vg es convergente si (S, )men converge.
Gracias al criterio de Cauchy, la serie > ;- converge si y solo si para cada
e > 0 existe N € N tal que para p,q > N se tiene

HSp - SqH = H% + Vg2 + ... + UpH <€

Definicion 4.1.7 (convergencia absoluta de series)

Sea V' un k-espacio vectorial (con k = R o C). Decimos que una serie
vectorial )7 ;vj, es absolutamente convergente si la serie real Y . ||vg|
converge.

Proposicion 4.1.8. — Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracion. — Sea Y ;- vr una serie absolutamente convergente y sea
¢ > 0. Usaremos el criterio de Cauchy: Dado que > ;2 ||vg|l es convergente
(hipétesis), esta es de Cauchy, por lo que existe n € N tal que parap > g > N
se tiene que » h_ g1 llvell < €. Aplicando la desigualdad triangular podemos

obtener que
P

n
D owl| < D llull <e

k=q+1 k=q+1
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Por tanto, la serie (37} ),y s de Cauchy, y luego es convergente. O

Caso particular importante: Si V = .#,(k) (k =R o C), podemos con-
siderar normas sobre ., (k) = k"Q, sucesiones de matrices, series de matrices

Y reo Ak, ete.

Ejercicio 4.1.9. — Sea (Ap)men la sucesion de matrices en .#5(k) dada por

4 msin(1/m) P
mo 2m+43 4
m

Calcular (en caso de existir) li_r)n Ap,.
m—0o0

iImportante!: Notar que el producto en .#, (k) no es conmutitativo, y por
lo tanto vale la pena redemostrar propiedades del limite del producto en este
contexto.

Lema 4.1.10. — Para todas A, B € My (k) se tiene que ||AB|1 < || A]|1]|B]1-

Demostracion. — Si A = (a;;) y B = (bij), entonces
IABIn =D 1Y ambs| <Y lawllongl < | D laikl | | Do ousl | = [1AILIB]L-
Y] k des. triang. 4,0k i,k Lj

O]

Observacion 4.1.11. — Dado que .#,(k) es de dimensién finita, todas la
normas son equivalentes, y por tanto podemos probar resultados de convergen-
cia utilizando (sin pérdida de generalidad) la norma |[|-||1, la cual es ttil por el
lema anterior.

Lema 4.1.12. — Sea (V,||-||) un espacio vectorial normado. Entonces, si
(Tn)nen €s una sucesion convergente, esta es acotada, es decir, existe un real
M tal que ||z,|| < M para cada natural n.

Demostracion. — Sea (x,)nen una sucesion convergente a x. Tomando € = 1,
sabemos que existe un N € N tal que para cualquier m > N se tiene que
|z — x| < e =1. Esto nos dice que si m > N, entonces

[2mll = [ (@m — ) + 2| < flzm =zl + o] <1+ ]

Finalmente, tomando M = max{||z1],..., |zn]|,1 + [|z]|} tendremos que si
n = {1,..., N} entonces ||z,|| < M (pues M es mayor al méximo entre los
x1,..,TN), y sin > N, entonces ||x,|| < M ya que M > 1+ ||z|| y este tltimo
término es una cota superior para los naturales mayores a N. ]
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Proposicion 4.1.13. — Sean (Am)men ¥ (Bm)men dos sucesiones de matri-
ces convergentes a A, B respectivamente. Entonces, la sucesion (ApyBm)meN
converge a la matriz AB.

Demostracion. — Sea € > 0. Por el lema las sucesiones (A;;)men ¥
(Bm)men son acotadas, y luego existe un real M que acota simultdneamente a
(Am)m Y (Bm)m. En particular, dado que ||A,,|1 < M, tomando m — oo se
obtiene que ||Al|; < M. Asi, por la convergencia de (A,)n, hacia Ay (Bpm)m
hacia B, existe un natural N tal que si m > N, entonces

[Am = AllL < 557 2M y  ABm =Bl <537 2M
(esto tomando € := 557 en la definicién de convergencia). Luego, observe que
si m > N, entonces

[AmBm — AB|[1 = [(AmBm — ABp) + (ABpn = AB)[lL - < [[(Am = A)Bmlly + [[A(Brn — B)h

~—~

des. triang
< N[ Am = Al Bmll1 + [[All1[[ Bm — Bllx
v

ma

—||B A

IN
DN ™
+
N ™

=e.
0

Ejercicio 4.1.14. — Sea (Ap)meny una sucesion de matrices tales que
Ay, € GL,(k) para todo m € N. Supongamos que (A;,)men converge a
A€ My(k)y que (A, men converge a B € #,(k). Probar que A € GL, (k)
yque A=l =B

El producto de series convergentes de matrices es més delicado:

Proposicion 4.1.15. — Sean Y Ay y Y By series de matrices absolutamente
convergentes con limites respectivos A y B. La series Y, Cj de término general

Cy:=AyBr + A1B_1+ ... + A By

es absolutamente convergentes con limite AB.
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Demostracion. — Notar que para m € N se tiene:

m m m

MGkl < D7 1B < > 1Al Byl < [ DAl ) { Do IBslh

k=0 1,j>0 3,j>0 k=0 k=0
i+j>m i+j>m

o0 (o]
< (DAl | (DB ) < oo
k=0 k=0

Es decir, las sumas parciales de la serie real Y ;' ||Ck||1 de términos posi-
tivos son acotados, y por tanto Y~ ||Cy|| es convergente, y luego Y 7>, Cj es
absolutamente convergente. Finalmente, observemos que

2m m m
DG DA DB = D) AB| < D> lAilllBlh
k=0 i=0 Jj=0

1 i>m 6 j>m i>m 6 j>m
i+j>m 1 i+j>m

2m 2m m m
< (Sl ) (08500 ) = (S04 ) { S1Bs0
=0 7=0 =0 7=0

Como el tdltimo término tiende a 0 cuando m — oo, y como el limite de la
sucesion

((ZZO Ai) (7% Bj))mEN es AB, deducimos que Yy ;> Cj, = AB.

4.2. Exponencial de matrices

En cédlculo en una y varias variables la exponencial juega un rol fundamental,

sobre todo gracias a las propiedades de ser invariante bajo la derivada, es
: d kt _ 1.kt : dot oot
decir, que Z;e" = ke™, o bien, que Ce" = Ce". Es por ello que se busca

generalizar la exponencial a otro tipo de espacios vectoriales, para asf intentar

obtener propiedades similares a las que ocurren en R o C. No obstante, ; Qué

B

significiarfa efectuar la operacién e” con B una matriz? A “priori” esto no

tiene mucho sentido, pero haciendo uso de la serie de Taylor de la exponencial
0z
n=0 n!
rescatar propiedades interesantes que veremos a lo largo de la seccién.

(recordando que €* = ) ) se puede generalizar esta nocién, para asi

En lo que sigue, consideraremos k como el cuerpo de los niimeros reales o
complejos.
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Definicion 4.2.1 (exponencial de matrices). — Sea A € ., (k). Defini-
mos la exponencial de la matriz A mediante la serie
exp(A) = e’ = T € (k).
k=0
Observe que la exponencial de una matriz estd bien definida, pues para todo

k € N se tiene que
Ak
%

IA[I} $ A¥ 3 BN
< k;] — ﬁ < T = e 1
1 . P 1 — .
=0 k=0

y luego la serie es absolutamente convergente.

Ejemplo 4.2.2. —

A0
1. Si A= 0 : : 0 es una matriz diagonal por bloques, entonces
01014,
AbLogo Moo
AF=1 o !0 VEeN = et = 0., 0
0 0ab 0 10 et
A1
En particular, si A = O es una matriz diagonal, en-
0 .
M0 0
tonces e = 7 7()7 : 77 : 707 7
010 et

2. Si A € .#,(k) es nilpotente de indice de nilpotencia p € NZ!, ie, AP =0
pero AP~1 £ 0, entonces e = Zi;é ‘2—? = In+A+%A2+....+WAP_1.

1
p—1
01 1 0 01
Por ejemplo,si A= [0 0 1| cumplecon A2= |0 0 0] yA®=0,
000 0 00
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1 1 3/2
porloqueeAzlg—FA%—%A?: 01 1 |.-Siz,y e RoC, en-
00 1
tonces €Y = e%e¥. Esto tltimo no es cierto en general para matri-
ces: Si eATB = e4eB entonces e vy ef deberian conmutar (Pues la
suma A + B = B + A es conmutativa). Sin embargo, considerando
0 1 11 00 10
exp = y exp = no conmutan.
0 0 0 1 10 11

Proposicion 4.2.3. — Sean A, B € M, (k) dos matrices que conmutan, ie,
AB = BA. Entonces,

Demostracion. — Dado que A y B conmutan, es valido el Teorela del Binomio
de Newton, con lo que tenemos que

e R
A Bk: Ak‘szz: 71414: sz
sy =3:(;) 2 =
Luego,
00 k k—i i 00
wn (At B Ak gl
Aer =y AL BT 2\ G ) m 2O
k=0 = ( k=0
=C}
Visto (seccién anterior): Y2 Cj converge al producto (Z?io %) <Z;’i0 %) :

Corolario 4.2.4. — Sea A € M, (k). Entonces e € GL, (k) y (e?)™! = e 4.

Demostracion. — Basta aplicar la proposiciéon a Ay B := — A (que conmutan),
y notar que
I, =€ = A4 — A g o4
O
Proposicion 4.2.5. — Sean A, B € My, (k) dos matrices semejantes, ie, ex-

iste P € GL,(k) tal que B = P~YAP. Entonces, e* y B son semejantes.
Mds precisamente, e? = P~1eAP.
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Demostracion. — Mediante induccién no es dificil probar que (P71 AP)* = P~1AFP.

-1 k
Por lo tanto, > j°, % = p! (ZZ;O Ak—:c) P y tomando m — oo se
tendra que e? = P71AP. O

Observacion 4.2.6. — La proposicién anterior implica que para todo endo-
morfismo u : V' — V de un k-e.v. de dimensién finita (k = R o C) pode-
mos definir exp(u) = e € Endg(V), el cual es el endomorfismo asociado a
exp(Matg(u)) donde A es cualquier base de V.

Ejercicio 4.2.7. — Sea A € My(k).

1. Probar que exp(*A) = ‘exp(A4).
2. Probar que det(e?) = (4

01
Ejemplo 4.2.8. — Sea A = ,entonces Py (z) = X%2—1 = (X—1)(X+1).
10
Luego, A es diagonalizable ccon valores propios Ay = —1 y Ay = 1, y con vec-
) 1 1 ) 1 1
tores propios Yy U2 = respectivamente. Ademds, P =
-1 1 -1 1
1 1/2 —1/2 -1 0 1 o
y P~ = y luego A = P P~*. Esto implica, por la
/2 1/2 0 1
discusién anterior, que
-1 -1 -1
e 0 1 1 e 0 1/2 —1/2 1fe+e
A =P pl= / 2} _ 1
0 e -1 1 0 e \1/2 1/2 2\e—e!

jAtencion! — Incluso si A € #,(C) no es diagonalizable, su polinomio car-
acterfstico escinde sobre C, y por tanto admite una tnica descomposicién de
Dunford A = S + N con S diagonalizable, N nilpotente y tal que SN = NS
(jconmutan!). Luego, e = 9N = %N donde e se calcula como en el

ejemplo anterior y donde eV = I,, + N + %N2 + ...+ ﬁN”_l.

Caso particular: Si A posee solamente un valor propio A, entonces su
descomposicién de Dunford es A = AI,, + (A — AI,), de donde obtemos que

N N——
S N
A—\,)? A=\, !
CA — e)\IneA—)Jn _ 6)‘ In"’ (A— )\In> + ( n) I ( n)
2 (n—1)!

Caso general: A es semejante a una matriz diagonal por bloques, donde cada
bloque posee solo un valor propio. Basta aplicar el procedimiento anterior en
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cada bloque.
—4 1 1
Ejemplo 4.2.9. — Sea A=| 1 -1 —2| € .#,(R). Notar que
-2 1 -1
X+4 -1 -1 X +2 -1 0
Pa(X)=| -1 X+1 2 |9792 /9% 11 X4+1 —X+1
c3—>C3—C2
2 -1 X+1 0 -1 X+2
X+2 0 —(X+2)
IC P G ' 3
For>Fo+F3
0 -1 X +2
1 0 -1
=(X+2)|2X+1 X 3
0 -1 X+2
= (X +2) [1(X? +2X +3) + (—1)(—2X —1)]
X244X 44
= (X +2)°.
Se sigue que A = —2 es el tnico valor propio de A. Por tanto,
1
e = e 2B eAYs — 2 <13 + (At 2D) + 5 (A+ 213)2> :
-2 1 1 3 0 -3
Calculamos A+2I3=]1 1 1 —-2|y (A+213)2 =13 0 -3, dedonde
21 1 30 -3
12 1 -1/2
obtenemos e =e"2 | 5/2 2 —7/2
~1/2 1 1/2
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2 -1 2
Ejercicio 4.2.10. — Sea A = |10 -5 7| € #3(R). Calcular e (c.f.
4 -2 2
seccion [3.8)).
0 1 0 0
0 0 1 0
Lema 4.2.11 (util). — Sea J,, = | : o | e A (K) blogue
0 0 1
0 --- -~ 0 0
de Jordan nilpotente de tamano m x m y sea t € k. Entonces:
I A ]
0o 1 ¢t .- (::7:22)'
exp(tJm,) = :
0 -+ .- 1 t
0 -+ -+ 0 1
Demostracion. — Sea B = (e1,...,em) la base canénica de k™. Entonces

Jeg = 0y JE; = e;—1 para i € {2,..,m}. Se sigue que para cada
ke {1,..,m— 1} tenemos que

. 0 si  i=1,..,k
Jmei:

e St t=k+1,...m
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0 0 1 0
En otras palabras, J2, = | : o1 eIt =
0 0 0
0 0 0
Esto nos dice que
1 1 _
mmwm::m+wh+§wmﬁ+m+xm_”ﬁwmml
0 t 0
1
= + -
t
1
0 0

Proposicion 4.2.12. — Sea m € NZ! y \.t € k. Si consideramos

A1l 0

0 A 1
de Jordan de tamano m asociado a X, ie, Jyu(\) =

0

0

Entonces:

t2 tm—l
tdmO\)) =eM (L, +tJy, + —J2 + o ———— g1
exp(tJm(N) =e ( + +2 m T +(m—1)!m

):eAt

143
0 1
0
0
tmfl
(m—1)!
0
0
O
el bloque
0
0
0
0 A
1 ¢
0 1
0
0

t2/2
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En particular, para toda matriz de Jordan J = 0 : 0 se

tiene que
Mtexpl) | 00
exp(tJ) = 0 o 0
0 0 M)

Demostracion. — La descomposiciéon de Dunford de J,,(A) es J(A) = Mo +Jim.-
Luego exp(tJm(N\) = exp(Atl,)exp(tJ,) = eMexp(tJy), por lo que la
primera parte se obtiene gracias al lema 1til. La iltima parte se obtiene al
considerar cada bloque de Jordan por separado y ocupar lo anterior en cada
uno de ellos. O

Terminaremos esta seccién estudiando la continuidad y diferenciabilidad de
la exponencial, lo cual serd ttil en aplicaciones de ella.

Recuerdo: Sea 2 C R un subconjunto no vacioy f: Q — R, t — f(t) una
funcién real. Decimos que f es continua en ty € §2 si “Para cada € > 0 existe
un 6 >0 tal quesit € Qy |t —to| <6, entonces |f(t) — f(to)] < €.

Si consideramos 2 C Ry f : 2 — V una funcién con valores en el espacio
vectorial normado (V||-||), entonces la definicién anterior se puede adaptar
facilmente de la siguiente manera:

Definicion 4.2.13 (funcién continua). — Sea {2 C R un sobconjunto no
vacio y (V,||-||) un espacio vectorial normado. Diremos que f :  — V es una
funcién continua en £y C € si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal quesit € Qy
|t —to] < 0, entonces || f(t) — f(to)] < e.

Diremos que f es continua si lo es para cada ty € V.

Ejercicio 4.2.14. — Sabemos que si dimg (V') es de dimensién finita entonces
todas las normas son equivalentes. Pruebe, en tal caso, que la definicién de
continuidad no depende de la norma escogida en V.

Ejercicio 4.2.15. — Sea V.= R™ 6 C". Pruebe que f : Q — V,
t — f(t) = (fi(t), fa(t),..., fn(t)) es continua si y solamente si cada una
de las funciones componenetes f; lo es.

Sugerencia: Utilice la norma ||| co-
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Observacion 4.2.16. — 1. SeaV = R3. Entonces la funcién f(t) = (t2,t3,sin(t))
es continua en todo R.
4 t t?+1 _
2. Sea V = #>(R) = R*. Entonces f(t) = es continua en

VZE
= [0,400).

Observacion 4.2.17. — La nocién de limite es completamente andloga: Sea
QCRnovacioy f:Q — V yty€ Q. Decimos que limy_, f(t) = ¢, para
cierto £ € V si: “Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que sit € Qy |t —to| < 6,
entonces || f(t) — /|| < €.

Al igual que en el ejercicio sitV=R"6C"yl=(l,..,1~), al escoger
la norma ||-||oc se puede probar que si f: Q — V)t — f(t) = (f1(t),..., f(1)),
entonces lim;_, f(t) = ¢ si y solamente si limy_y, fi(t) = £;.

Este tltimo hecho permite probar directamente que el limite de la suma es la
suma de los limites.

Proposicion 4.2.18. — Sea Q@ C R, y sean F : Q — Mpumxn(C) y

G : Q — Myxp(C) funciones con walores matriciales tales que para

to € Q los limites lim F(t) y lim G(t) ewisten. Entonces la funcion
t—to t—to

FG : Q = Munxp(C), t — F(t)G(t) tiene un limite en ty € Q y ademds
tli%(F(t)G(t)) = <th$2) F(t)) (35% G(t)) .

Demostracion. — La demostraciéon es andloga a la hecha en la proposicion

LI.13 O

Definicion 4.2.19 (diferenciabilidad de funciones)

Sea 2 C R no vacio y (V,||-||) un espacio vectorial normado. Decimos
que f es diferenciable (o derivable) en tg € Qsi f: Q — V es tal que el limite
()~ f(to)

t—to t—1o
existe. En tal caso, el valor del limite anterior lo denotamos como f’(tg) € V:
la derivada de f en tg.
Si f es diferenciable en cada punto, diremos simplemente que f es diferenciable.

SiV=R"6C'y f:Q =V, t— f(t) = (fi(t),..., fu(t)), entonces la
eleccién de la norma ||-||c permite demostrar que f es diferenciable en ty €
si y solamente si las funciones fi, ..., f,, son diferenciables en t3. En tal caso,

F'@) = (f1(B), -, fu(2)).
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Ejemplo 4.2.20. —
1. Sea V =R3y f(t) = (t2,13,sin(t)), entonces f es derivable en todo R y
f'(t) = (2t,3t%,cos(t)).

2. Sea V = #(R) =Ry f(t) = t B+l . Entonces f es derivable
vt
en (0,400)y P=| - 2
1V
Observacion 4.2.21. — Gracias a las propiedades de limites, se puede veri-

ficar directamente que la derivada de una suma es la suma de las derivadas.

Proposicion 4.2.22. — Sea Q C R no vacio y sean F : Q — Mpyxn(C) y
G : Q = Myxp funciones con valores matriciales, definidas en un intervalo
abierto en torno a tyg € Q y derivable en tyg. Entonces FG es derivable en
to ey

(FG)'(to) = F'(to)G(to) + F(to)G'(to)-

F()G(t)—F(to)G(to)
t—to
lo haremos de la siguiente forma: Escribimos

5(t) = F(t)G(t) = F(to)G(t) + F(to)G(t) — F(to)G(to)

= (F(t) — F(t0)> G(t):_]f‘(Zt
B t—to 0) (

y luego, gracias al producto de limites de matrices obtenemos que tlir? 5(t) = F'(to)G(to)+F(to)G (to).
—to
O

Demostracion. — Sea 0(t) = . Basta calcular lim;_, 0(¢), y

G(t) — G(to)>

t—to

Cgg;Muy importante! Dado que el producto de matrices no es conmuta-
tivo, hay que prestar atencién al orden de las matrices en la férmula anterior.

Para estudiar la funcién exponencial haremos uso de la siguiente desigual-
dad:

Lema 4.2.23. — Sea A € My (k), entonces ||e* — I, — A|| < ||A||3elAll.
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Demostracién. — Tenemos que e —I,, — A = Y ore, Ak—f. Considere el siguiente
célculo:
A IIA’“Ill A2y IIAHk HAH
o 1o < S U = ST < 3 ol < a1
_ g,
O

Teorema 4.2.24. — Sea A € My(k). La funcion f : R — #,(k),
t — f(t) = e es derivable en todo R, y ademds f'(tg) = Aetod = eloAA,
En particular, f(t) = et
fM)(tg) = AmetoAd = etoA 4,

es de clase €*° y su derivada m-ésima es

(:‘tA—E

A toA tgA
racion. — . toA _ —e'0 (t—to)Aeto
Demost acion. Queremos probar que A(t) = 715 n A€ 0 —to

tiende a 0 cuando t — ty. Dado que tgA y (t — tp) A conmutan, tenemos que
et = e(t—to)At+tod — o(t—to)AgtoAd Geg fp =t — to, entonces,

etA_etoA_(t_tO)AetoA — e(t—to)AetoA_etoA_(t_tO)AetoA — (ehA—In—hA>€t0A.
El lema anterior aplicado a hA implica que
et — et — (¢ — to) AeoA |y < [leh4 — I, — hAllyfle Ay < B2 [A|eMIAI et

Esto implica que [|[A(t)]l1 < hl|A[2elMIAlr|| oA, — 0 cuando h — 0, ie
f'(to) = AefoA. Por induccién obtenemos que f(™)(ty) = A™e'4 para todo
m € N. Finalmente, notamos que

N N
A™ (Z (t‘:')k> — (Z (t‘]j')k> A™ N—roo AmetA — etAAm'

k=0

4.3. Sistemas y EDOs lineales con coeficientes constantes

Las ecuaciones diferenciales son una de las ramas de la matemética més
amplias y con grandes aplicaciones fisicas. Algunos ejemplos de ellas son
la ecuacién del péndulo: 6 + 9sin(f) = 0, la ecuacién de descarga de un
condensador: Q — %Q = 0, la ecuacién de caida libre: 4 = g, etc.

Es por ello que siempre se han buscado métodos para resolver ecuaciones
diferenciales y, aunque esto no es siempre posible (de hecho, existen pocos
casos en los que si lo es), existen casos particulares muy importantes.

Por ejemplo, si a € C, resolver la EDO z’ = ax significa encontrar una funcién
diferenciable f : R — C tal que para cada ¢t € R se cumpla que f'(t) = af(¢).
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En este caso, si f(t) = Ce™ con C' € C, entonces f'(t) = a(Ce®) = af(t).
Por otro lado, si g(t) es una solucién de ' = azx, definimos la funcién
F(t) = g(t)e", luego, F'(t) = g'(t)e~ — ag(t)e~ = (g/(t) — ag(t))e~ =0
para cada t € R. Esto dice que F(t) = C con C € C constante, y luego
g(t) = Ce®. El objetivo de esta seccién es generalizar el cdlculo anterior para
dimensiones mas altas.

Definicion 4.3.1 (sistema diferencial lineal). — Un sistema diferencial
lineal (homogéneo) con coeficientes constantes es un sistema de la forma

/1(t> = anxl(t) + a12:1:2(t) + ...+ alnxn(t)
x’z(t) = aglxl(t) + aggwg(t) 4+ ...+ agnxn(t)

() = an1(t) + anaza(t) + ... + apnTn(t)
donde los a;; € C son constantes y las funciones derivables z; : R — C son las
incognitas.
‘@ Elsistema (5) es equivalente a X'(t) = AX (t), donde A = (a;;) € #,(C)
z1(t)
yX@)=1] :
Zn(t)
Teorema 4.3.2. — Las soluciones de (S) son las funciones de la forma

X (t) = et Xy, donde Xg € C™. El conjunto de soluciones es un C-e.v. de
dimension n.

Demostracion. — Veamos que toda funcién de la forma X (t) = e X, es
solucién de (S): La férmula para la derivada de un producto de matrices
implica que

X'(t) = Ae Xo + e - 0 = At Xy = AX (1),

concluyendo lo deseado. Por otro lado, si X () es una solucién de (.5), definimos
la funcién F(t) := e 4 X (t). Luego,

F'(t) = —Ae "X (t) + e X' (1)
= —eMAX (1) 4+ e X (1)
= e (AX(t) - X'(¢))
=0.
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Se sigue que F(t) = C € C". En particular, C = F(0) = X(0), por lo que
e X (t) = X(0). Puesto que e~ € GL,(C) y (e7*4)~! = ¢4, obtenemos
que X(t) = 4 X(0).

Finalmente, sea V := {X : R — C" derivable tq X’ = AX} conjunto de solu-
ciones de (S). Entonces, la aplicacién ¢ : C* — V dada por ¢(Xo) = e X es
lineal es inyectiva, con inversa dada por X — X (0) € C". Luego V = C". O

Corolario 4.3.3. — Sean Xy € C" y tg € R. La funcion X(t) = elt=to)A X,
es la inica solucion de (S) que verifica X (ty) = Xo.

Demostracion. — La funcién X (t) = et (e %4 X)) es solucién de (S) gracias
al teorema anterior, y ella verifica que X (tg) = e Xy =I1,X0 = Xo.

Por otro lado, si Y(t) es una solucién de (5) tal que Y (tp) = Xo, entonces
la funcién Y (t + to) es solucién de (S) y vale Xy en t = 0. La demostracion
anterioir implica que Y (t + tg) = *4 Xy, es decir, Y (t) = e("10)4 X, O

Nos gustaria tener una descripcién més explicita de las soluciones de (.5).
Veamos primero el caso mds simple: A es diagonalizable.

Teorema 4.3.4. — Supongamos que existe una base (v1, ...,v,) € C" formada
por vectores propios de A asociados a valores propios A1, ..., \p, (no necesaria-
mente distintos), ie, A es diagonalizable. Entonces las soluciones de (S) son
de la forma

X(t) = creM! + e’ 4 .+ cpettoy,

donde cy,...,c, € C" son constantes.

Demostracion. — Toda ‘“condicién inicial” Xy € C™ se escribe como
Xo = X7 ¢vj. Luego, si P € GL,(C) es la matriz de cambio de base

C1

de la base canénica a la base (v1,...,v,), entonces Xo = P | : |. Por otro
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A1
lado, P"'AP =D = matriz diagonal. Se sigue que
An
c1 cleAlt n
Xy =PetPP 1 Xg=PetP? | 1 | =P : => ¢eMhy;.
=1

Cn cpetnt !
(otra forma: En la base (vi,...,v,) el sistema (S) se reduce a y; = \jy;;
j=1,..,n). O

Ejemplo: Consideremos el sistema

¥y = 2x9—2x3 x) 0 2 =2\ [z
xhy = 2r+x3 = |2 ]|=]1-2 0 1 To
xTh = 2m — a9 xh 2 -1 0 T3
A
Ejercicio P4(X) = X3 +9X = X(X + 3i)(X — 3i) y los vectores propios
1 4 4
vp = |2, v2=|-1+3i| yvs =73 = | —1—23i| estdn asociados a
1 —1-3 -1+ 3
M =0, =3iy A3 =Xy = —3i. Luego, las soluciones complejas del sistema,
son
z1(t) = c1 + 4cgedt + deze 3
zo(t) = 2c1 + (=1 + 3i)c2e3 + (=1 — 3i)cge 3%
z3(t) = 2c1 + (=1 — 3i)caed + (=1 + 34)e 3%
donde c1, co,c3 € C, ie, una base del espacio de soluciones estd dada por
1 4 4
Xi(t)= 2|, Xot)=|-1+3i | X3(t)=Xa(t)= | -1 -3 [ 75
9 —1-—3i -1+ 34

c% Para encontrar soluciones reales del sistema, notamos que las soluciones

X1(8), (Xa(t) + X3(1))/2 = R(X) (1) v (Xa(t) — X3(t))/2i = I(X2)(t)
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son reales y linealmente independientes. Luego, toda solucién real es combi-
nacion lineal con coeficientes reales de

1 4 4
Xt = 12|, R =|-1]cos3t), S(X2)(t)=| 3 |sin(3t).
2 -1 -3

Veamos ahora el caso general. Como siempre, si A\; es un valor propio de
A entonces n; es su multiplicidad como raiz del polinomio caracteristico P4 y
m; su multiplicidad como raiz del polinomio minimal m 4, es decir,

P P
ma(X) = [[(X=n)™ y Pa) =[] =2
j=1 j=1
Mas dun, 0 < m; < n; (Cayley-Hamilton).

Teorema 4.3.5. — Sean A1, ..., A\, los valores propios (distintos) de A y sean
mi,...,my sus multiplicidades como raices del polinomio minimal ma. En-
tonces, las soluciones de (S) son de la forma

X(t) = eMPy(t) + ... + I Py(t),

donde Pj(t) es una funcion (vectorial) polinomial de grado < m;j con valores
en el espacio caracteristico V(y,y asociado al valor propio A;.

Demostracion. — Recordemos que V() ) = ker[(A—A;I,)™] y que C" = V() )&
Por otra parte, toda solucién X (t) de (S) es de la forma X (t) = e!4X( para
cierto Xg € C". Escribamos X¢ = v1 + ... + v, para unicos vectores v; € V()\j).
tA teA=XjIn)t

Notar que e*“v; = e vj y luego, dado que (A — \;I,)™ anula a

todo vector v; € V{,,), deducimos que:

tA, At —~ ((A- )‘jIn)t)k
eu; = e Z ol 5
k=0
m;—1 tk
por lo que X (t) = >°F_, eN'P;(t), donde Pj(t) = E(A ~ Nk O
k=0
Observacion 4.3.6. — A es diagonalizable ssi m; = 1 para todo j. En part,

Vix;) = Va; v Pj(t) es un polinomio constante con valores en Vy; (cf. [4.3.4)).

...EBV(AP).
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Ejemplo: Consideremos el sistema

¥y = 2w — o+ 213 @) 2 -1 2 1
zh = 10z —bxe+Tzsg < |ah | =110 -5 7 9
zh = 4z — 2mg + 213 xh 4 -2 2 Z3
—_———
=A

Vimos enque P4(X) = X%(X+1) yluego A\; = —1y Ag = 0 son sus valores
propios. Ademds, Vi, = V(5,) = ker(A+1I3) = Vectg(v1), con v; = (1, -1, -2)*
y Va, = ker(A) = Vectr(va) y V(5,) = ker(4?) = Vectg(vi,v2), con
vy = (1,2,0)" y vg = (0,1,1)%.

Método 1: Gracias a la demostracién del lema anterior, tenemos que una
base para el espacio de soluciones del sistema estd dado por:

1 1
Xi(t)=eMto = | -1 | e, Xo(t) = Moy = | 2 Yy X3(t) = etog
—etAy, _9 =etAvy 0

Luego, la solucién del sistema es

x1(t) = cre b+ co + cat
xo(t) = —cre7t+2co + c3(2t + 1)
x3(t) = —2ciet +c3

Método 2: Calcular explicitamente X (t) = ¢4 X(: Dado que & = (v, v2, v3)
C1

es una base, escribimos X = c1v1 + cava + c3vs, por lo que Xg = P | ¢y |, con
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de Jordan. Se sigue que

(=Dt | et
et = pet’ P71, donde et = - 73 Ot oty | = | 73 1 ¢ | cfE2Id
0 e 01
c1 cre™t
Luego, et4 X, = Pet/P-1X,, Pet’ ca| = P|cy+est| v la solucion del
c3 c3
sistema estard dada por
x1(t) = cre b+ ey + st
xo(t) = —cret+2co +c3(2t + 1)
x3(t) = —2c1e"t + ¢
Ejemplo: Consideremos el sistema
] = —dxi+aza+as @) -4 1 1 x1
Th = zp—19—213 <= |[2h|=]1 -1 -2 o
xh = —2x1+x9 — X3 xh -2 1 -1 3
=A

Vimos en 4.2 que Pa(X) = (X +2) y luego A = —2 es el tnico valor propio
de A. Las soluciones del sistema estén dadas por X (t) = e4X,. Dado que
(A + 2I3)3 = 0 (Cayley-Hamilton), tenemos que:

etA _ efQIste(AJrQIs)t

1
S = e (15 + (At 20)t + 57(A+205)%).
Dunford
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-2 1 1 3 0 -3
Dado que A + 23 = 1 1 —2|yA+ 2]3)2 = |3 0 —3| obtenemos
-2 1 1 3 0 -3
que la solucién del sistema estd dada por
r(t) = e 2 [((1 — 2t + %) c1 +teg + < - %) 03}
I‘Q(f) = B_Zt [(t + %) c1 + (1 + t)CQ — <2t + %) 63}
{ r3(t) = e 2 [(—Qt + %) c1+tea+ (1 +t— %) 03}

‘@ Consejos practicos: Para resolver el sistema diferencial X’(t) = AX (¢):

1. En primer lugar, calculamos los valores y vectores propios de A. Si los
vectores propios forman una base (ie, A es diagonalizable) entonces el
teorema [£.3.4] da la solucion.

2. Si A no es diagonalizable pero sélo posee un valor propio A, entonces

n—1 tk
etA — e)\tet(A—)\In) — e)\t Z(A _ AIn)ky
Dunford k=0 ’

3. Si A no es diagonalizable y posee varios valores propios Ap, ..., A, con
multiplicidades algebraicas nq,...,n, entonces:
a) Podemos buscar para cada A; un polinomio de grado < n;j, P;(t), tal
que €Y' P;(t) sea solucién del sistema (obtendremos al reemplazar
un sistema lineal en los coeficientes de P;).

Observacion 4.3.7. — De hecho, el teorema nos dice que
basta considerar P; de grado < mj, la multiplicidad de A; en el
polinomio minimal m 4.

b) Podemos buscar una base (v},vjz, o) de Vin) = ker [(A — A\;1,,)™]

de tal suerte que vf € ker [(A - )\jln)z] y luego calcular etAvf €como
en (2).
Observacion 4.3.8. — Un caso particular tipico es n; = 2, en

cuyo caso hay que encontrar v; vector propio y v} vector propio
generalizado en ker [(A — )\jIn)Q] tal que v; y v;- sean l.i. En este
caso obtenemos soluciones

X;i(t) = eMlo; gy Xi(t) = e)‘jt[v} + (A = NIV
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¢) Podemos calcular la forma canénica de Jordan de A = PJP~ 1y

tJ

obtener e’ usando lo visto anteriormente.

Observacion 4.3.9. — Vale la pena senalar que no es necesario
calcular la inversa P~! para encontrar la solucién general (c.f. |4.3)).

4. Si la matriz A € #,(R) tiene coeficientes reales, sus valores propios
pueden agruparse en valores propios reales Ay, ..., A\, € R y en pares con-
jugados de valores propios complejos pi1, i1, ..., fig, ftqg € C. Es importante
(para ahorrar cdlculos) recordar que espacios proﬁos/ caracteristicos de
valores propios conjugados son también conjugados. Luego, las soluciones
del sistema serédn del tipo X1 (), ..., X;,(t), Y1 (), Y1(t), ...., Yq(2), Yy (t), con
X(t) real. Asf, una base de soluciones reales es:

X1 (), oo Xp(1), (RY1)(2), (SY1)(), ..., (RY) (1), (SY) (#)-

Ejemplo 4.3.10. — Resolver el sistema diferencial
¥ =  x+y
y = —4dx—3y

Definicion 4.3.11. — Una EDO homogénea lineal de orden n con coefi-
cientes constantes es

(B) 2@ + an_12™ V@) + ..+ 12’ (8) + apx(t) = 0,

donde los a; € C son constantes y  : R — C es una funcién n-veces derivable.

Si definimos zg = x, =1 = 2/, 3 = 2”,...x,_1 = 2" 1) entonces
(E) <= X'(t) = AX(t) donde
(iiPodemos aplicar todos los resultados anteriores!!)

0 1 0 0

o) 0 0 1 - 0

X(t) = : y A= Co

Tp—1(t) 0 1

—ay —ajp --- P

Luego, el conjunto de soluciones de (E) es un C-e.v. de dimensién n. Més aun,
vimos en que Pao(X) =ma(X) = X"+ a1 X" 1 + ... + a1 X + ag, por
lo que Py es el “polinomio caracteristico de (E)” y “P4(A) = 0” es la ecuacién
caracteristica de (E).
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Teorema 4.3.12. — Sean A1, ..., \, las raices (distintas) de la ecuacion car-
acteristica y sean ni,...,n, sus multiplicidades. Entonces, las soluciones de
(E) son todas las funciones de la forma

X(t) = Qr(t)eM + ... + Qp(t)e,
donde Q; € C[t] es un polinomio de grado < nj;.

Demostracion. — Toda solucién de X’ = AX es de la forma
X(t) = eMPy(t) + ... + M Py (1)

donde Pj(t) es un polinomio de grado < m; = n; (pues my = P4). Al consid-
erar la primera componente del vector X (t), obtenemos que toda solucién de
(E) es de la forma z(t) = eM! Py (t) + 2t Py (t) + ... + e ! Py (t), donde Pjy (t)
es un polinomio de grado < m;. En otras palabras, el espacio de soluciones estd
contenido en el espacio vectorial generado por los n = ny + ... + n, funciones
t — theMit para 0 < k < njy j={1,...,p}. Como el espacio de soluciones es
de dimensién n, ambos espacios son iguales. ]

Ejemplo:
L 2" 432" +32' + 2 =0 = P()\) = (A +1)3 y luego las soluciones son
todas las funciones x(t) = (at? + bt + c)e™t, con a,b,c € C.

2.2 422" + 2 =0 = P(\) = (A2 +1)? y luego las soluciones son
todas las funciones x(t) = (at + b)e + (ct + d)e™* con a,b,c,d € C. En
particular, las soluciones reales son x(t) = (at +b) cos(t) + (¢t + d) sin(t)
con a,b,c,d € R.

Ejercicio: Encontrar todas las soluciones de la EDO z(™ = z.
Hint: Tratar por separado el caso n par y el caso n impar.



CAPITULO 5

DUALIDAD Y FORMAS BILINEALES

5.1. Espacio vectorial cociente

Uno de los objetos matemdticos méds importantes de este curso, el cual se
ha venido estudiando desde el comienzo, es el de aplicacién lineal. Esto de-
bido a que corresponden a los morfismos de k-espacios vectoriales, es decir, a
las funciones entre espacios de este tipo, que preservan su estructura propia-.
Entonces, dada una aplicacién lineal f : V. — W vimos que ker(f) C V es
un sub-espacio vectorial. Luego surge la interrogante, ;jserd cierto que para
todo sub-espacio vectorial existe una aplicacién lineal cuyo nicleo sea dicho
sub-espacio?

Sea entonces f : V. — W lineal y denotemos K = ker(f) € V. Con-
sidere w € (f) € W. Entonces por definicion Jv € V tal que f(v) = w.
Si v/ € V es otro vector tal que f(v') = w, por linealidad se tiene que
fw) = f(v') <= v -2 € K. Esto motiva definir la siguiente relacién
de equivalencia:

vt = (b)) eK
Asi, se tienen las siguientes clases de equivalencia:
W={eV]v~d}={eV]|v-veK}=v (modK)
={vt+z|zeK}=v+K

Notar que las notaciones introducidas son bastante intuitivas. Primero, la
notacién de médulo viene a indicar que v € K <= [v] = [0], y por otro lado,
la notacién v + K viene del hecho que si v’ € [v] = 3z € K tal que v/ = v+ 2z
(de alguna forma estamos sumando a cada vector todos los elementos de K).
En conclusion, cada w € (f) € W se identifica con una unica clase de
equivalencia [v] donde f(v) = w.
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La idea es extender esta construcciéon a cualquier sub-espacio U C V. Para
ello, comenzaremos por la construccion en grupos abelianos (ver , para
luego extenderla. Sea entonces A grupo abelianoy B C A sub-grupo. Se define
en A la relacién de equivalencia ~p como sigue: © ~py < = —y € B.
Entonces Va € A se tienen las clases

a]| ={be A|b—ae€B}={a+z}rep=a (mod B)=:a+ B
Entonces, denotamos por A/B al conjunto cociente por la relacién de equiva-

lencia descrita anteriormente. M4ds atin, es posible definir una funcién, llamada,
la proyeccién canénica como la funcién

n:A— A/B a—la]=a+ B

Proposicion 5.1.1. — Sea A un grupo abeliano y B C A sub-grupo. En-
tonces el conjunto cociente A/B admite una tnica estructura de grupo tal que
la proyeccion canénica w: A — A/B es un morfismo de grupos, es decir,

m(a+b) = w(a) + 7(b) Va,be A

Demostracion. — Debido a la condicién que se desea obtener sobre m, bus-
camos que

[a] + [b] = (a+ B) 4+ (b+ B) =7w(a) + 7(b) = w(a+b) = (a+b) + B = [a + b]

por lo que nos interesa definir [a]4[b] := [a+b]. Pero, esto no es necesariamente
cierto (no tiene por qué ser cierto para todo a’ € [a]). Asi, se debe probar
que [a] + [b] := [a + b] no depende de los elementos escogidos. En efecto,
sean a’,b' € A tal que @’ ~p a,b ~p b. Luego existen z,y € B tales que
a =a+x, =b+y. Debido a que (A, +) es grupo abeliano, entonces:
a+b=(@+z)+(b+y)=(+b)+(x+y) = (a+b) ~p(d +V)
——
€B

De esta forma, [a + b] =: [a] + [b] = [a] + [V/] := [a' + V'] estd bien definida.
También es posible notar que la suma en A/B hereda la asociatividad y con-

mutatividad directamente de la suma en A, y posee un neutro dado por
[0] = 0+ B = B. Ademis, el opuesto aditivo corresponde a [—a] (ya que

[—a] + [a] = [0]). Todo lo anterior, dota al conjunto A/B de una estructura de
grupo abeliano. O
Observacion 5.1.2. — Dado que Va € A se tiene que a € [a], claramente se

tiene que la proyeccién canénica m : A — A/B es siempre sobreyectiva. Sin
embargo, esta funcién no siempre (de hecho, rara vez) es inyectiva, por lo que
se invita al lector a reflexionar sobre esto.
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Ejercicio 5.1.3. — Determinar cuando la proyeccién canénica m: A — A/B
es inyectiva.

Teorema 5.1.4. — Sea V un k-espacio vectorial y U C 'V subespacio. FEn-
tonces:

1. Es posible dotar al grupo abeliano V/U de una unica estructura de k-
espacio vectorial tal que la proyeccion 7 : V. — V/U sea lineal, ie, YA € k
yv €V se tiene que m(Av) = Ar(v). El espacio V/U se dird espacio
vectorial cociente de V por U

2. Si'V es de dimension finita, entonces dimy(V/U) = dimy (V') — dimg(U)

3. Si V es de dimension finita y W C V es el suplementario de U (ie,
V = U@ W) entonces wtlw : W = V/U es un isomorfismo. En par-
ticular, si € = (wi,...,wq) es una base de W, entonces w(€) es una

base de V/U.

Demostracion. — Gracias a la Proposicién ya sabemos que V/U es un
grupo abeliano (pues (v + v') = 7(v) + 7(v"). Entonces, basta verificar que
VA € k,v €V la expresién

A(v) =ANv+U) = v+ U :=7(\v)

estd bien definida: sea v’ € V tal que v ~y v’ (ie, v —v' € U), y z € U tal
que v =v +x = M = X + Az. Como U es subespacio Az € U y se tiene
que Av ~y Av'. Entonces la expresion A[v] := [Av] = [A] =: A\[v/] estd bien
definida.

Claramente, la proyeccién canénica 7 : V' — V/U es sobreyectiva, y por otro
lado se tiene que

ker(m) =n H([0) =710+ U)={v eV |v-0€U}=U

Entonces, suponiendo que V' es de dimensién finita, se puede aplicar el teorema
del rango para obtener
dimy (V) = dimy, ker(7) + rg(7) = dimg(U) + dimg(V/U)
= dlmk(V/U) = dlmk(V) — dimk(U)
Sea W el subespacio suplementario de U y denotemos por myy = 7|y : W — V/U
la restriccién de m a W. Notar entonces que ker(my ) = ker(m)NW = UNW = {0}
(dado que V = U @ W), y entonces 7y resulta ser inyectiva. Nuevamente,
debido a que V = U @ W para todo v € V existem tnicos u € U,w € W tales
que
v=u+w=7(v)=mr(u)+r(w) = w(w) = T (w)

~—~
=0
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y asi 7y es sobreyectiva, y entonces my es un isomorfismo. Por lo anterior,
claramente la imagen de una base de W resultard ser base de V/U. Ul

Ejercicio 5.1.5. — Sea V = R? y U = Vectg(e1) (ie, el eje x). Describir los
elementos del cociente V/U.

Con respecto al teorema anterior, es importante notar que el suplementario

W C V no es tnico, por lo que el isomorfismo W = V/U descrito resulta ser
"no candnico".
El teorema siguiente, conocido como la propiedad universal del cociente,
serd una tonica recurrente en el estudio del algebra, ya que muchos espacios
que se construirdn basardn gran parte de su importancia en alguna propiedad
universal.

Teorema 5.1.6 (propiedad universal). — Sea V k-espacio vectorial,
UCVyf:V = W una aplicacion lineal tal que U C ker(f). Entonces
Jf V/U — W tal que f = fom, donde 7w :V — V/U es la proyeccion
canonica. Es decir, el siguiente diagrama

vl . w

| 4

VU

es conmutativo.

Demostracion. — Notar en primer lugar que si existiera la aplicacién f,
entonces ésta cumplirfa que f(v) = f(m(v)) = f([v]). Entonces, tnicamente
es necesario verificar que lo anterior estd bien definido. Sea entonces v,v' € V
tales que 7(v) = 7w(v') (le, v — v € U), y sea ademds x € U tal que
V=v+xz = f() = fv)+ f(x) = f(v), dado que x € U C ker(f). Asi,
f:V/U = W tal que [v] = f(v) esté bien definida. Mss atin, para todos
v,v" € V, X € k se cumple que

FOR]+ ) = f(Po+0]) = fFOw + o) = Af () + f(0) = A ([o]) + F([])
y entonces se observa que f corresponde a una aplicacién lineal. ]

De la propiedad universal se deduce un teorema conocido como Teorema
del Isomorfismo (mds especificamente el Primer Teorema del Isomorfismo)
de Emmy Noether, el cual se demuestra a continuacion.
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Teorema 5.1.7 (Noether (1927)). — Sean V,W k-espacios vectoriales y
f:V = W una aplicacion lineal. Entonces la aplicacion f induce un isomor-
fismo:

f:V/ker(f) = Im(f)

Demostracion. — Es posible reemplazar la aplicacion f : V. — W por
f:V = Im(f), la cual resulta ser trivialmente sobreyectiva. Luego, se puede
aplicar la propiedad universal del cociente sobre U = ker(f), lo cual implica
la existencia de una tnica f : V/ker(f) — Im(f) lineal tal que f([v]) = f(v
para todo v € V. Claramente, como f es sobreyectiva = f sobreyectival!)
Veamos que f es inyectiva. Sea entonces x € ker( f) y sea v € V tal que
(W) =[] =z = 0= f([v]) = f(v) = v € ker(f), y asi, z = [0] (es 0 en el
cociente), y por ende f es un isomorfismo. ]

A continuacion, se establecerda una importante relacion existente entre los
espacios cocientes, y la matrices triangulares por bloques.

Proposicion 5.1.8. — Sea V' k-espacio vectorial tal que dimg(V) = n,
u:V =V endomorfismo y U C V subespacio estable por w (w(U) C U). Si
denotamos por uy : U — U la restriccion uly y m : V. — V/U la proyeccion
candnica, entonces se verifica que:
1. w induce un endomorfismo . : V/U — V/U tal que u(w(v)) = w(u(v)) Vv e V.
2. Sea B = (e1,...,ey) base de V tal que € = (e1,...,e,) es base de U.

Entonces la matriz

A B
Matg(u) =
0 D
donde A = Maty(uy), B € Myp—r(k) y D € M,_.(k) corresponde a la
matriz de 4 respecto a la base 9 = (w(ery1),...,m(en))-
3. Py(X) =P, (X)Pu(X)

Demostracion. — Dado que u(U) C U, se tiene que (w o u)(U) = {0}, y
entonces por la propiedad universal del cociente se tiene la existencia de
w:V/U — V/U tal que mou = t o (ie, se considera f = 7w ou). Esto se

Wgi (g o f) es sobreyectiva entonces g es sobreyectiva también (f no nocesariamente lo es,
en este caso si, ya que 7 es sobreyectiva).



162 CAPITULO 5. DUALIDAD Y FORMAS BILINEALES

puede observar en el siguiente diagrama:

V—2 v

| |

V/U ——V/U

Dado que U = Vectg(eq,...,e,) es estable por u, la matriz M = Matg(u)
tiene la forma indicada (es triangular superior). FEntonces, si escribimos
B = (bij),D = (dijj) coni=1,...,ryjl=1,...,n—r,se tiene que

u(erys) =Y bijei+ > dijers = a(r(erty)) = m(ulerss)) = Y diym(ers;)
=1 =1 =1

por lo que D resulta ser la matriz de @ respecto a la base 7 = (7(ep41), ..., m(en)).
De lo anterior, se tiene que facilmente que P,(X) = Py (X) = Pa(X)Pp(X) = Py, (X)Pu(X).
O

Ejercicio 5.1.9. — Sea F : V — W lineal y U C V subespacio. Sea ademds
T := u(U) subespacio de W. Probar que f induce una aplicacién lineal
g:V/U—W/T

y describirla en términos de f: V — W,y : V — V/U,mp : W — W/T (més
aun, basta que u(U) C T para obtener este resultado).

5.2. Espacio dual

Dado V un k.e-v, se dice que una forma lineal es una aplicacién lineal de V'

a k.

Definicion 5.2.1 (Espacio dual). — Sea V un k—espacio vectorial. Se
define el espacio dual (o simplemente dual) al conjunto

V* :=Homy(V,k) ={f:V — k| f es lineal }

Por otro lado, si dimg(V) = n, dada una base & = {ej,....,e,} de V, se
define su base dual de la base % donde, para cada e; se le asocia la forma

e; = el € V* tal que

0 si k#j

ej(ex) =
! 1 si k=j.
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Lema La familia #* = {e],....,e}} es efectivamente una base. Ademds
dimg (V') = dimg (V*).

Demostracion. — Note que la familia, efectivamente, es 1.i. pues, si existen

ALy -eey Ap tales que
n
Z Aker, =0
k=1
entonces, para cada j € {1,....,n} se tendrd
n
0= Acile)) = A
k=1
luego cada Ag es nulo. Por otro lado, considere f € V*, luego, note que

=Y flee;
j=1

pues ambas expresiones son iguales para cada eg. Luego f se puede escribir
como combinacién lineal de los elementos de %*, y por tanto#* es base. En
particular dimg (V') = dimg (V*). O

Definicion 5.2.2 (Bidual). — Se define el bidual de V como V** = (V*)* = Homy(V*, k)
y se define la evaluacién canénica ¢ : V. — V** donde x — 9 (x) que cumple

con, para cada f € V*, (¢(z)) (f) = ¢ (2)(f) = f(=).

Teorema 5.2.3 (Reflexividad). — La evaluacion candnica ¢ : V. — V** es
lineal y biyectiva.

Demostracion. — Veamos que ¥ es lineal. Sean v,w € V, A € ky f € V*,
considere el siguiente calculo:

(v +Aw)(f) = f(v+Aw) = f(v) + Af(w) = L) () + Mp(w)(f) = ((v) + Ap(w))(f)-

sigue que 1) es lineal. Por otro lado, como dimg (V') = dimg(V*) = dimg (V**),
basta probar que v es inyectiva. Asi, para z € V' \ {0} existen eg,...,e, € V
tales que & := {z, eq, ..., e, } es base de V (teorema de la base incompleta). En
particular, para x* € V* se tendrd ¢ (z)(z*) = 2*(x) = 1, luego ¥(z) #0. O

Definicion 5.2.4 (Anulador). — Sea V un k-e.v. y U C V un conjunto no
vacio. Se define el anulador u ortogonal de U como

U:={feV*|f/U=0}={f Vx| f(u)=0,vucU}
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Observacion 5.2.5. — 1. Notar que U° C V* es un sub espacio vectorial,
pues, para f,g € Uo y A € k se tendrd, para todo x € U, que

(f +Ag)(x) = f(z) + Ag(x) =0
es decir, (f + \g) € U°.
2. Importante: Si W C V*, es no vacio, entonces W° C V**. En particu-
lar, siz € V entonces ¢ (x) € V**, donde, ¥(x) € W* siy solo si para todo
f € W se tiene 0 = ¢(z)(f) = f(x). En particular, si identificamos V'
y V** mediante la evaluacién ¢ se tendra

Wes="{z eV |VfeW f(x)=0}*C"V.

Teorema 5.2.6. — Sea V un k-e.v. de dimg(V)=n yU CV un sub espacio
vectorial. FEntonces:

dimg (U) + dimg (U°) = dimg (V).
Demostracion. — Si U = {0}, entonces U° = V* teniéndose la igualdad. Si

U # {0}, considere {ey,...,e,} una base de U (con r > 1), completada en
(e7,...,e}) la base

una base B = (e1,...,er,€r41,..,6n) de V. Sea XB*
dual de V* relativa a #. Note que si f € V* pertenece a U° si y solo si
fler) = o = fler) = 0.

Luego, si escribimos [ = Z?Zl Ajej con Aj = f(e;), lo mencionado anterior-
mente nos dice que Ag,..., A\ = 0, es decir, U° = Vectg(e;,..., e}, es decir,
dimg(U°) =n —r. O

Definicion 5.2.7 (aplicacién traspuesta). — Sea u : V — V lineal. Se
define la aplicacién traspuesta de u como la aplicacién ‘u : W* — V* dada
por

‘u(g) = gou.

Observacion 5.2.8. —

1. Notar que ‘u: W* — V* es lineal (ejercicio).
2. Si se considera ‘(*u) : V** — W** y si identificamos V = V** W = Jy**

mediante la evaluacién canénica, entonces *(*u)“ = "u, pues:
)Wy (@))(a) = v (@) (ulg)) = (@) (gou) = (gou)(x) = g(u(z)) = vuw (u(x))(g)
(%e(z{ ;i)e detfude glf/f ((3136))

es decir, ‘(*u) (Vv (2)) = Yw (u(z)).
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Teorema 5.2.9. — Sea u : 'V — W lineal entre k-e.v. de dimension finita.
Entonces:

ker(*u) = (Im(u))°.
en particular, v y u tienen el mismo rango.

Demostracion. — Dada g € W*, esta pertenece a ker(‘u) ssi ‘u(g) = 0, es

decir, para todo x € V', g(u(x)) = 0, lo que es equivalente a que g/ Im(u) =0,

ie, g € (Im(u))°. Sigue que ker(*u) = (Im(u))°.

Por otro lado, por teorema del rango se tiene dimy (W*) = dimy (ker (‘) )+dimg (Im(*u))
y por teorema anterior se tiene dimg(W) = dimg(Im(u)) + dimg(Im(u)°®).

Luego, como W,V son de dimensién finita, se tiene dimy (W) = dimg (W),
ademds, por lo visto anteriormente también tenemos dimy,(ker(‘u)) = dimy (Im(u)°),
obteniéndose la igualdad rg(u) = rg(tu). O

Corolario 5.2.10. — Seaw : V — W lineal entre k—e.v. de dimension finita.
Entonces:

1. tu es inyectiva ssi u es sobreyectiva.
2. tu es sobreyectiva ssi u es inyectiva.

Demostracion. — (a) Es consecuencia del teorema anterior y (b) es consecuen-
cia de (a) aplicado en ‘u. O

Proposicion 5.2.11. — Sean V,W k- espacios vectoriales, = (e1, ..., en)
base de V., € = {f1,..., fn} base de W. Sea, ademds, v : V — W una
aplicacion lineal. Entonces, la matriz de *u : W* — V* respecto a las bases
duales €* y B* es:

Mat g+ ¢+ ("u) =" Matey 5(u) (matriz traspuesta)
m
Demostracion. — Sea A = Maty g(u) € Mmxn(k) dada por u(e;) = Z aij fi,
j=1
donde induce a A = (a;j). Sigue que
m
u(f)(eg) = fi(ules)) =Y ari fi (fu) = aij
k=1
asi, para cada j = 1,....,m se tendrd

u(ff) = Ztu(fi*)(ej)e; = Zaije; eV
j=1 J=1
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Finalmente, la matriz B = Matp« o= (‘u) € Mpxm(k) estd dada por B = (b;;)
tal que
n
tu(fz*) = ijie; = bj; =a;j = B = tA
=1

Corolario 5.2.12. — Sea A € Myxn(k), entonces rg(A) = rg(*A).

Demostracion. — Considerar v = uyg : k" — k™, x — Az. Si A (resp.
%) es la base canénica de k" (resp. k™), entonces Maty z(ua) = Ay
Mat g« ¢+ (‘ug) = *A. Mds atin, sabemos que

rg(ua) = rg(tua) <= rg(A) =rg(‘A).

5.3. Formas bilineales y formas cuadréaticas

En esta seccién introduciremos el concepto de forma bilineal (el cual no
es mas que un caso particular de las formas multilineales estudiadas en el
capitulo 2), y su forma cuadratica asociada los cuales resultardn de vital im-
portancia en todos los tépicos que restan. Supondremos de ahora en adelante
que car(k) # 2.

Definicion 5.3.1. — Sea V un k-espacio vectorial. Una forma bilineal
sobre V es una forma 2-multilineal, ie, una aplicacion B : V x V — k que
verifica

1. La aplicaciéon BY : V' — k, x+ B(x,y) es una forma lineal Vy € V.
2. La aplicaciéon *B : V — k, y+— B(x,y) es una forma lineal Va € V.

Observacion 5.3.2. — De forma maés explicita, la aplicaciéon B : V xV — k
es bilineal si Vz,y,z € V, XA € k se tiene que

B(Az,y) = B(z,\y) = AB(z,y), B(z+y,z2) = B(z,2)+B(y,z2), B(z,y+z)= B(x,y)+B(z,z2)

Ejemplo 5.3.3. — La aplicacién
B((:Ela"'7xn)7(y17‘°'7yn)) = I1Y1 + ... +$nyn

es una forma bilineal sobre k™.
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Veremos ahora que, asi como ocurria con las aplicaciones lineales, es posible
asociar una representaién matricial a las formas bilineales, lo cual nos permitira
estudiarlas desde una nueva perspectiva.

Consideremos B : V x V — k bilineal. Sea % = (e1,...,e,) base de V| y

z,y € V vectores. Entonces podemos escribir x = Y " | zi€;,y = 2?21 yje; y
luego

n n
Bla,y) =B > miei,» yje; | = > Bleiej)ay;
i=1 j=1

1<i,j<n

y de esta forma B estard completamente determinada por la matriz
(B(ei, €5))ij
Definicion 5.3.4. — Sea X = (e1,...,en) basede V 'y B:V xV — k una
forma bilineal. Se define la matriz de la forma bilineal B respecto a la
base 4 como

Mat,%(B) = (B(ei,ej))ij S Mn(k})

Si es claro de qué forma bilineal estamos hablando, escribiremos simplemente
Ag = Matg(B).

625 Denotemos por

1 Y1
X = , Y= ck”
T, Yn
Luego
!
B(z,y)= Y Blew,ej)wiy; = (xl wn) Ag | | ='XAzy
1<i,j<n

Yn

Ahora, si &' es otra base de V' 'y P = Matg(#') es la matriz de cambio de
base y X', Y’ € k™ son los vectores de coordenadas de = e y respectivamente,
respecto a la base %’ entonces X = PX',Y = PY’ y luego

B(z,y) = '‘XAzY = 'PX'Ag(PY') = ‘X" 'PALPY' = 'X'ApY’
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y entonces hemos obtenido una férmula para el cambio de base de formas
bilineales, la cual resulta ser

Ay = ‘PAZP

Notar ademaés que
det(A,) = det(P)?* det(Az)
de lo que se deduce que det(Ay) si depende de la base escogida.

Definicion 5.3.5. — Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y
B : V xV — k una forma bilineal. Definimos las siguientes aplicaciones
lineales

B:V 5 V* BV 5 V*
y+— BY = B(-,y) x+—*B = B(x,-)

Lema 5.3.6. — Sea B : V xV — k una forma bilineal. Si identificamos V
y V** mediante la evaluacion candnica @ : V. — V** entonces la aplicacion

~ ~

t~ t~ ~
traspuesta B : V** — V wverifica que B = B. Ademds rg(B) = rg(B)
Demostracion. — Sean x,y € V. Luego basta notar que

Blw)(@) = wy)(B(x) = Bla)(y) = Ba.y) = B(w)
Ademds, dado que 1 es un isomorfismo, y rg(u) = rg(*u) (ver corolario

~ ~

se tiene que rg(B) = rg(B). O
Definicion 5.3.7. — Sea B :V x V — k forma bilineal. Se define el rango

~ ~

de B, denotado rg(B), como rg(B) = rg(B) = rg(B). Diremos que B es no
degenerada si rg(B) = dimg(V), ie, B, B son biyectivas.

Si B es una forma bilineal no degenerada, también se dice que B : VxV — k
es un emparejamiento perfecto, pues dicha forma bilineal induce un iso-
morfismo V' = V* al fijar un vector x € V. Sobre esto, podemos enunciar el
siguiente resultado.

Proposicion 5.3.8. — Sea B : V XV — k forma bilineal, B base de V' y
PB* su base dual asociada. Sea Az € My, (k) la matriz de B en la base B y
B :V — V* su aplicacion lineal asociada. Entonces

~

Mat g« »(B) = Az
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Demostracion. — Escribamos £ = (ey1,...,ey), B* = (ef,...,e}) vy

~

M = Matg- z(B) = (b;;) € M, (k). Luego basta observar que

n

Blei, ej) = Blej)(ei) = (; blj€7> (ei) = ZZ; by 6?6(;%) = bij

‘@ Notar que rg(B) = rg(Ay) para toda base % de V. Entonces
B es no degenerada <= Ay € GL, (k) para toda base A
<= det(Ay) # 0 para toda base #
< Vy € V\ {0},3z € V tal que B(z,y) #0

Un tipo muy particular (y especialmente importante) de formas bilineales
son las llamadas “simétricas”, las cuales se definen a continuacién, y nos
acompanaran durante un buen tiempo a lo largo de nuestro estudio.

Definicion 5.3.9 (forma bilineal simétrica). — Sea B: V x V — k una
forma bilineal. Entonces B se dice simétrica si

B(z,y) = B(y,x) Ve, yeV
Ademds, una matriz A € M, (k) se dice simétrica si A = "A.
Ejemplo 5.3.10. — La forma bilineal B : R" x R" — R definida por
(1, oy zn), (Y1, oo Yn)) M T1Y1 + - o« + Tnln

es simétrica.

Observacion 5.3.11. — Si B : V xV — k es simétrica entonces
B = B : V — V* En dicho caso definimos el kernel de % como
ker(B) := ker(B) = ker(B) C V, ie,

ker(B) ={x € V:B(xz,y) =0 VyeV}
Proposicion 5.8.12. — Sea B:V xV — k una forma bilineal. Entonces
B es simétrica <= Ag = Matg(B) es simétrica para toda base B de V

Demostracion. — (= ) Suponer que B es simétrica. Luego Az = (B(e;, €5))ij
verifica que ‘Ag = (B(ej, ;) = (B(ei,ej)) = Ag y entonces Ag es simétrica.
(<) Sea # = (e1,...,ey,) base de V de tal forma que Ap = (B(e;, e;)) es una
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matriz simétrica. Entonces B(e;,ej) = B(ej,e;) para todos 4,5 € {1,...,n}.
Luego para todo z,y € V
B(z,y)= Y Blesejriy;= Y, Blejeymi = Bly,x)
1<ij<n 1<ij<n

y B es simétrica. O

Definicion 5.3.13 (forma cuadratica). — Sea V un k-espacio vectorial.
Una aplicacién @ : V — k se dice forma cuadratica si existe B: V xV — k
bilineal de tal forma que Q(x) = B(x, ) para todo x € V.

Observacion 5.3.14. — Considerar B = (e1,...,e,) base de V y
x =) " wje; € V. Entonces
Q(z)= Y Blei¢j)u;
1<i,j<n
y podemos notar que las formas cuadrdticas se comportan de la misma forma
que las funciones polinomiales homogéneas de grado 2, puesto que verifican

que Q(\z) = A\2Q(x) para todo x € V, X € k. Por tanto vemos claramente que
las formas cuadraticas no son lineales.

Teorema 5.3.15 (férmula de polarizacién). — Sea Q : V — k una forma
cuadrdtica. Entonces existe una unica forma bilineal simétrica B : V XV — k
de tal forma que Q(x) = B(x,z) para todo x € V. Aun mds, B estd dada
explicitamente por la férmula de polarizacién

B(x,y) = 5(Q +1) ~ Q) ~ Q)

Decimos que B es la forma bilineal simétrica asociada a Q.
Demostracion. — Sea B : V xV — k bilineal tal que Q(x) = B(x, z). Entonces
Qz +y) = Bz +y,x+y) =B(x,2) + B(x,y) + B(y,z) + B(y,y)
=Q(z) + B(z,y) + B(y,z) + Q(y)

y luego si B es simétrica B(z,y) = B(y,z) y se obtiene directamente el resul-
tado. O

Ejemplo 5.3.16. — A continuacién veremos algunos ejemplos de formas
cuadrdticas:
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1. En general, si @ : V — k es una forma cuadrética existen infinitas formas
bilineales B tal que Q(z) = B(z,z). Como ejemplo, sea V = R? y
Q(x1,x2) = 2x129. Su forma bilineal simétrica asociada es

1
B((w1,72), (y1,92)) = 5(2(x1 +41) (22 + o) = 20122 = 2y192) = T1y2 + T20
No obstante, para todo A € R la forma bilineal By((z1,2 ), (y1,¥2)) = Az1y2+(2—X)z2y1
verifica By(z,x) = Q(z). Matricialmente, si Z = (e1,e2) es la base
canénica de R? entonces
By(e1,e By(e1,e 0 A
Maty(By) alerer) Balen,e2) |
B)\(eg,el) B)\(eg,ez) 2—X 0
que resulta ser simétrica si y sélo si A = 1.
2. Consideremos @ : k™ — k forma cuadritica definida por
Q(x1,...,xpn) = Z i TiT
1<i,j<n
Entonces la matriz (b;; de la forma bilineal simétrica asociada a Q en la
base canédnica viene dada por
by = ag, bij = §aij sii<j, bij= 50,]'@' Ss11> )

3. Sea f € V*\ {0} una forma lineal no nula. Luego Q(z) := f(x)? es
una forma cuadrética sobre V' cuya forma bilineal asociada corresponde
a B(z,y) = f(z)f(y). Ademds, B(y) = f(y)f € V* es una forma lineal
y entonces J(B) = Vecty(f) C V* corresponde a la “recta”’ generada por

f, y por tanto rg(Q) :=rg(B) = 1.

Definicion 5.3.17 (rango de una forma cuadratica)
Sea @ : V. — k forma cuadrédtica y B : V x V — k su forma bilineal
simétrica asociada. Se define el rango de la forma cuadratica ) como

rg(Q) == rg(B).

Ejercicio 5.3.18. — Demostrar que toda forma cuadrética de rango 1 es
proporcional a una forma lineal f € V* (similar a lo visto en (3) del ejemplo

F310).

5.4. Ortogonalidad respecto a una forma cuadratica

Definicion 5.4.1 (vectores ortogonales). — Sea B : V x V — k una
forma bilineal simétrica. Decimos que:
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1. Los vectores x,y € V son ortogonales si B(z,y) = 0.
2. Si U C V es un subconjunto no vacio, se define el conjunto ortogonal
de U al conjunto

Ut :={ycU|VzcUB(z,y) =0}
3. Un vector z € V se dice is6tropo si Q(z) = B(x,z) = 0 (ie, es ortogonal
a si mismo).
Ejemplo 5.4.2. —
1. Sea V. = R? y Q(w1,72) = 2% — 23 forma cuadrética. Su tnica forma
bilineal simétrica asociada es B((x1, z2)(y1,y2)) = x1y1 — T2Y2, entonces:
a) Los vectores e; = (1,0) y ea = (0, 1) son ortogonales.
b) Si L = Vectg(eq), entonces .Z{(y1,y2) € R? | y1 = 0} = Vectr(ez).
¢) El vector (1,1) es is6tropo.
2. Sea B : V x V — k bilineal simétrica. Recuerde que

ker(B) ={x € V| B(z,y) =0 VyeV}
en particular, ker(B) = V*.

Ejercicio 5.4.3. — Dado un U C V no vacio, pruebe qu U~ es un sub espacio
vectorial de V.

Lema 5.4.4. — Sea B :V XV — k forma bilineal simétrica, B:VxV— k,
y+— BY = B(-,y) y sea U CV no vacio. Entonces:

Ut — §71(Uo> (2)
Demostracion. — Considere el siguiente cédlculo:
Ut={yeV|VzelUB(x,y) =0} ={y eV |VzeU By)(x) =0}
={yeV|B(y) =0}
= BH(U°).
O

Teorema 5.4.5. — Sea B : VXV — k una forma bilineal simétrica yU C V
un sub espacio vectoria. Entonces

dimy,(U) + dimy, (U+) > dimy (V) y U C (UYL

) Importante, note que, para un conjunto A C V*, §_1(A) es el conjunto de puntos x tales
que B(-,x) € A, en este caso, si nos apegamos a la definicién, el conjunto B~'(U®) son el
conjunto de puntos x tales que B(-,x) se anulan en U, es decir, que estdn en el ortogonal.
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Ademds, si B es no degenerada, se tiene la igualdad en ambos casos.

Demostracion. — Sea (eq, ....,e,) una base de U. Note que el espacio vectorial

U+ estd definido por las ecuaciones lineales B(ey,y) = B(e2,y) = ..... = B(e,,y) =0,
ie. dimy(U+) > dimg(V) —r (pues, pueden haber ecuaciones 1.d.). En particu-

lar, si B es no degenerada, entonces dim(U~+) = dimy(U°) = dimy (V) —dim(U).
Por otro lado, si © € U, entonces, para cualquier y € U™, se tendrd

0 = B(x,y) = B(y,z), i.e. x € (UY)* y por tanto U C (U+)+. Finalmente,

si B es no degenerada, el cédlculo de las dimensiones prueba la igualdad entre
estos dos 1ltimos conjuntos. ]

Observacion 5.4.6. — Incluso si B es no degenerada, no necesaria-
mente U & UL, pues, si un vector v es isétropo, este pertence a ambos
conjuntos y, por tanto, U N U+ # {0}. Por ejemplo, para V = R? y
B((z1,22), (y1,92)) = T1y1—T2y2, se tendrd que larecta U = {(x1,72) € R? | 21 = 29}
cumple con U = U~ (son is6tropos). Luego dimg(U) + dimg(U+) = 2, pero
ambos conjuntos son iguales.

Definicion 5.4.7 (base ortogonal). — Sea B : V xV — k una forma bilin-
eal simétrica. Dada una base & = {ey, ..,e,} de V, diremos que es ortogonal
si B(ej,er) = 0 cuando j # k.

Observacion 5.4.8. — Si identificaramos a Ay = Matg(B), entonces la
base % es ortogonal si la matriz Ay es diagonal, con

Bleve) 05 0
Ay = 0 1 0
0 10 Blenen)
Teorema 5.4.9. — Toda forma bilineal simétrica posee una base ortogonal.
Demostracion. — Por induccién en n = dimg (V). Si n = 1 entonces, toda

base es ortogonal. Supondremos n > 2:
Si B = 0 entonces toda base es ortogonal. Supondremos B # 0. Por la férmula
de polarizacién

Blzy) = 5 (@ + 1) - Q) — Q)

necesariamente existe e; tal que Q(e1) # 0. Consideremos L = Vecty(eq).
Note que L N L+ = {0} (hipétesis), luego V = L @& L*, en particu-
lar, dimg(Lt) = n — 1, luego, por hipétesis inductiva, existe una base
(e, ....,e,) ortogonal de Lt para la restricién By L+ x Lt — k. Sigue que
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P = (e1,e,....,e,) es una base ortogonal de V', pues B(ey,ex) = 0 para todo
k€ {2,...n} y los otros casos se tienen por definicién. O
Corolario 5.4.10. — Toda forma cuadrdtica en un k — e.v. de dimension n

se puede escribir como combinacion lineal de n cuadrados de formas lineales.
Es decir, dada @ forma cuadrdtica, entonces existen f1,...f, formas lineales y
Al .y Ap tales que

Q = Al(f1)2 +o )‘n(fn)Q

Demostracion. — Sea ) : V' — k una forma cuadrética, B : V x V — k su
forma bilineal simétrica sociada y sea Z = (eq,...,e,) una base de V. Para
z € V, note que x se puede escribir como x = »_;_, z;e; para ciertos escalares
Z1,...,Tn. Asi, observe que

Q(z) = B(z,z) =Y Y Bles, ej)wix; = > Blejej)(a))?

j=1i=1 la base es j=1
ortogonal
Por otro lado, cada cada j se tiene x; = e}'f(a:) con ¢; elemento de

HB* = (e7,...,e}) la base dual asociada a . Se desprenden entonces:

Q=Y Bleje;)(e)).
j=1

5.5. Clasificacién de formas cuadréticas reales y complejas

En esta seccidn se clasificardn de manera general, las formas cuadratricas, en
el caso en que k = R, C. Para ello se comenzard definiendo algunos conceptos,
como el de endomorfismo ortogonal.

Definicion 5.5.1. — Sean Q : V — k, Q' : V — k formas cuadraticas. Q
y Q' se dicen equivalentes si existe u € GL(V) tal que Q(z) = Q'(u(x)) para
todoz €V

La definicién anterior también se puede formular en términos de otros ob-
jetos matematicos. Las definiciones siguientes entonces, son heredadas de la
anterior:

» Dos formas bilineales B, B’ se dicen equivalentes si existe u € GL(V) tal

que B(z,y) = B'(u(x),u(y)) para todos z,y € V.
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» Dos matrices asociadas a B’, B formas bilineales se dicen equivalentes
si existen bases A, %' de V tales que Matgz(B) = Matg (B'). Por la
férmula de cambio de base para formas bilineales, esto significa que existe
P € GLy(k) tal que Matg(B') = 'P Matg(B)P (notar que en este caso
P = Matg (%), y se estan cambiando las matrices de la igualdad).

Observacion 5.5.2. — Es importante notar que dos formas cuadratricas
equivalentes tienen el mismo rango. Esto es debido a que si @) es equiva-
lente con Q' existe u € GL(V) tal que @ = @Q o u, y como u es invertible,
entonces preserva el rango.

Teorema 5.5.3. — Toda forma cuadrdtica de rango r en un C espacio vec-
torial de dimension finita se puede escribir como
Q=fi+...+f
con fi,..., fr € V* linealmente independientes.
Demostracion. — Sea @ : V' — C forma cuadrdtica. y sea & = (e1,...,ep)

base ortogonal (respecto a @) de V. Entonces dado un & € V arbitrario,
entonces

Q) =Q | Y wjej | = Na?
=1 =1

donde A = B(ej, e;) € C. Por lo anterior, la matriz de ) viene dada por

A1 0

0 An

Notar a continuacién que el rango de ) viene determinado por el nimero
de A\; # 0 (cantidad de columnas linealmente independientes de la matriz
asociada).

Es posible reordenar la base # de tal forma que A\; # 0 para todo j < 7y
Aj para todo j > r. Dado que V' es un C espacio vectorial, es posible definir
,ujz = Aj para todo j <.

Por la demostracién del corolario [5.4.10] se tiene que @ se puede escribir de la
siguiente forma

Q=" Q()(E)?
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Entonces, definiendo (f1,. .., fn) como la base dual de la base (e1/p1, ..., er/por, €rt1, ...
se obtiene que Q = f2 + ...+ f2. O
Observacion 5.5.4. — La descomposicién en formas lineales dada por el

teorema anterior no es tnica. Por ejemplo, la forma @Q : C> — C dada por
Q(z,y) = 222 + 2y?, se puede escribir de las siguientes maneras

Q(z,y) = (xv2)* + (yV2)> = (x +y)> + (z — y)?

Ademsds, la conclusién del teorema anterior no es cierta en R, ya que de lo
contrarior Q(z) > 0 para todo x € V = R".

Corolario 5.5.5. — Sea Q:V — C y Q' : V — C formas cuadrdticas en un
C espacio vectorial. Entonces Q ~ Q' <= rg(Q) =rg(Q’).

Demostracion. — Anteriormente se observé que @ ~ Q' = rg(Q) = rg(Q’).
Ademds, por la demostracién del teorema anterior existen bases de V' tales que
Q, Q' tienen como matriz asociada

L' 0
- - 4{ —_ — = -
0" Op—r
, de lo cual se concluye que Q ~ @Q’. O

Definicion 5.5.6. — Sea Q : V — R forma cuadritica donde V es un R
espacio vectorial de dimension finita. La forma cuadrétrica @) se dice:

» Definida positiva si Q(x) > 0 para todo x € V'\ {0}

» Semi-definida positiva si Q(x) > 0 para todo z € V.

» Definida negativa si Q(z) < 0 para todo z € V' \ {0}

» Semi-definida negativa si Q(x) < 0 para todo z € V.

Como es costumbre, las definiciones anteriores se extienden a la forma bilineal
asociada a Q.

El siguiente teorema permite descomponer las formas cuadriticas reales en
formas positivas y negativas.

Teorema 5.5.7 (Sylvester,1852). — Toda forma cuadrdtica @ : V — C de
rango r se puede escribir como:

O T s
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donde f1,..., fr € V* son linealmente independientes. Ademds, p € N depende
unicamente de Q, y se define el par (p,q) con q :==1r —p como la signatura de

Q.

Demostracion. — La primera parte de esta demostraciéon es muy similar a la
del teorema m Se define entonces A base ortogonal (respecto a Q) de V.
Entonces para todo x € V se tiene la igualdad:

Qx) = Z )\jx?
j=1

con \j = Q(ej) € R. Se reordena entonces la base % de tal forma que
AM,--, A 0y Aj = 0 para j > r. Ademds, la reordenaciéon se hace de
tal forma que A, Ap > 0y Apy1,..., A < 0. Luego se define pj; := \/W
para todo j € {1,...,r}. Entonces tomando (fi,...,f,) la base dual de
(e1/p1,- -+ €/t €r11,€n) e obtiene que Q = f2+... +f§ — 5+1 —...—f2

A continuacién, se demostrard la unicidad de la signatura de . Con-
sidere los subespacios % = Vectgr(e1,...,ep) v W = Vectr(ept1,-..,en).
Luego, las restricciones Q| : % — R,Qlw : W — R son definida
positiva y semi-definida negativa respectivamente. Si P C V es sube-
spacio tal que Q|p es definida positiva entonces P N W = {0} y entonces
dimg (P)+dimg(W) < n = dimg(P) < p. Entonces p = max{dimr(P) | Q|p es definida positiva}
estd completamente definido por Q. ]

Corolario 5.5.8. — Sean Q : V — R, Q : V — R formas cuadrdticas
con V. R espacio vectorial, y sean (p,q),(p',q") sus signaturas. Entonces

Q~Q = (g =)

Demostracion. — Como @Q ~ @' entonces rg(Q) = rg(Q’). O
Observacion 5.5.9. — Sea V. = R" y Q : V — R forma cuadrética de
signatura (p, q), entonces:

» () es semi-definida positiva(respectivamente negativa) <= ¢ = 0(repectivamente

p=0).
» () es definida positiva(respectivamente negativa) <= p = n(respectivamente
qg=n).

Ejemplo 5.5.10. — Sea ¢ € R>°. La forma cuadrdtica de Lorentz-
Minkowski Q : R* — R dada por Q(z,vy,2,t) = 2% + y? + 22 — c?? tiene
signatura (3,1).
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Si @ : V — R tiene signatura (p,q) entonces la forma —Q : V' — R tal que
x +— —Q(x) tiene signatura (q,p).

5.6. Meétodo de reduccion de Gauss

El método de reduccién de Gauss de formas cuadrdticas permite descom-
poner de manera efectiva una forma cuadrética real o compleja como combi-
nacién lineal de cuadrados de formas lineales independientes, permitiéndonos
calcular su rango (y su signatura en el caso real): Hay dos casos a considerar:

Si @ “contiene un cuadrado’, ie, un término de la forma x?
Reordenando, en caso de ser necesario, podemos suponer que () se escribe como

Q(x1,.ccyxy) = )\13:% +x1f(z2, .oy ) + R(22, ..., Tp)

donde A # 0, f forma lineal y R forma cuadratica. Formamos un cuadrado
de binomio al escribir
F\ /
L1y Tn) = A1 |21+ = ) — = + R; y definimos f; :=z; + ——.
Q(z1 n) 1( 1 2)\1> e y fi 1oy
Por induccién en el niimero de variables, podemos escribir la forma cuadritica
% + R como Ao f3 + ...+ A f2 son formas lineales en las variables (2, ..., ¥,),
las cuales son li.. De esta forma, dado que f; contiene un término no
nulo en la variable x1, fi no es combinacién lineal de fs,..., f-. Luego
Q= Mf2+ ...+ \f?con fi,.., f, formas linealmente independientes.

Caso 2:|Si Q “no contiene cuadrados”:

Reordenando si fuera necesario, podemos suponer que ) se escribe como

Q(xlv ceey xn) = ari1x2 + xlgl(xi% ceey -Tn) + 56292(:637 ceey xn) + R(:’U37 ceey SUn))
donde a # 0, g1 y g2 formas lineales y R forma cuadratica. Utilizamos la

identidad uv = 1(u +v)? — +(u — v)? para escribir:

Qx1, . an) = a (xl + gj) <m2 + ﬂ) _ 92 +R
a Qa a

2 2
+ a -
(3:1 2+ B2 91) _a (901 a4 22 91) _992 | p
a 4 a a

|

y definimos fi := x1 + 22 + %, fo =21 — 29 + -9 Al igual que antes,
aplicamos la hipétesis de induccion a la forma cuadratica dada por %19192 +R
y la escribimos como As f32 +...4+ A f?, donde f3, ..., f. son formas lineales en las
variables (z3, ..., 2,) que son linealmente independientes. Al igual que antes:

Q=Mfl+..+M\f% con fi,.., f formas Li.
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Ejemplo 5.6.1. —

1. Sea @ : R? — R la forma cuadrética dada por Q(z,y, 2) = zy + yz + 2z
(“sin cuadrados”). Luego:
Quy.2)=ayta 2ty 2 =@+t~ 2= 1@ty 2P - @y 2
T ~— T~~~ 4 4
g1 92
Se sigue que la signatura de @ es (1,2) y rango rg(Q) = 3. En particular
es no degenerada.
2. Sea @ : R* — R dada por Q(z,y, 2,t) = xy+yz+zt+tz (“sin cuadrados”).
Luego:

Qlz,y,z,t) =ay+a_t +y z + 2t =(@+z2)(y+t) -2+

g1 g2 R
1 2
1 Z(a; —y+z—1t)°.
Se sigue que la signatura de @ es (1,1) y su rango es rg(Q) = 2. En
particular es degenerada.
3. Sea @ : R* — R dada por Q(x,y, 2, t) = 22 4+2y>+ 322 — 2zt +tx+3xy —yt
(“con cuadrados”). Es conveniente comenzar con el término cuadrado de

1
=-(z+y+z+1t)7’-

la variable que aparece menos veces: z en este caso. Luego:

2 2
t t
Q(z,y, z,t) = 322 — 22t + (2® 4+ 2y% + to + 3zy — yt) = 3 <z — 3) -3 + Ry(z,y,7).
Ri(2.y.0)

En la expresion th2 + Ry = 2% + 2y + to + 3zy — yt — % escogemos la
variable x:

2

2 1 S| t
x2+x(t+3y)+(2y2—yt—§): <m+2(t—|—3y)> —Z(t+3y)2—|—2y2—yt—§.

En la expresion i(t +3y)% +2y% — yt — % = _leQ — %tQ — %yt escogemos
la variable y:

149 7,45 5 1, 5 7 5 1 5 17,
——y - -yt == 10yt) — —t2 = —=(y + 5t)% + —12.
FCARETUEY. AW+ 10yt) — 5 7w +50)7+ <

Finalmente,
2 2
t t 3 1 5 17,
t) = - S+ Zy) == )24+ 42,
Q(z,y, z,t) 3(2 3> +<x+2+2y) 4(y+5) +3

Observamos que la signatura de @ es (3,1) y rg(Q) = 4 (no-degenerada).
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4. Sea @ : R? — R dada por Q(z,y,2) = 2% + y? + 322 + 4oy + 222 + 2yz.

Escogemos x:

Qz,y,2) = 2” + 2(dy +32) + (y° +32° +2y2) = (z + 2y + 2)* — 2y + 2)> + > + 32> + 292

= (z+ 2y + 2)% — 3> + 222 — 29z
En la expresién —3y? + 222 — 2yz escogemos y:
2 27

—3y% + 222 —2yz = -3 <y2 + 3yz> +222=-3 (y + g) + 522.
Finalmente,

2 7
Q(w,y,z)=(x+2y+z)2—3<y+§> +§ZQ‘

Luego, la signatura de @ es (2,1) y rg(Q) = 3 (no-degenerada).

Ejercicio 5.6.2. — Sea @ : R? — R dada por
Q(z,y,2) = 2 +y* + 2% — A(xy + yz + 27).
1. Descomponer () como combinacién lineal de cuadrados de formas lineales
independientes. Determinar la signatura de Q y rg(Q).
2. Determinar una base de R? ortogonal respecto a Q.

5.7. Grupo ortogonal

En esta seccién se discutird acerca de la ortogonalidad de endomorfismos
respecto a una forma cuadrética, y sobre algunos importantes conjuntos que
esta idea de ortogonalidad define, como lo es el caso del grupo ortogonal. En
adelante B : V x V — k denotara la forma bilineal simétrica asociada a una
forma cuadraitica Q).

Lema 5.7.1. — Sea u € GL(V). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
1. w preserva la forma cuadrdtica, es decir, Q(u(x)) = Q(x) Vr e V.

2. u preserva la forma bilineal simétrica asociada a Q, es decir, B(u(x),u(y)) = B(x,y)

Ve,y e V.

Demostracion. — Notar que si u preserva B, claramente se tiene que u preserva
Q, por lo que dicha implicacion es trivial. Ahora, si u preserva @), por la férmula
de polarizacién se tiene que

B(u(x), u(y)) = %(Q(U(i) +u(y)) - Qr) - Qy) =
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= 2 (@u(r-+)) - Qulw)) ~ Qu(y)) = 5(Qr+y) Q) ~ Q) = Blr,y)
O

Definicion 5.7.2. — Sea @ : V — k una forma cuadrdtica. Un automor-
fismo u € GL(V) se dice ortogonal respecto a @ si preserva @, es decir,

Qu(z)) = Q(x) VreV.

De la definicién anterior, se puede notar que un endomorfismo se dice or-
togonal respecto de @) si preserva @, y ademés es invertible. Asi, la nocién de
ortogonalidad para endomorfismos esta restringida dnicamente al mundo de
los automorfismos. Se define ademds el conjunto

0Q) ={ueGL(V) | Qu(z)) = Q(z) VYxeV} CGL(V)

Dicho conjunto resultard tener estructura de grupo, y se le conocerd como el
grupo ortogonal de Q.

Proposicion 5.7.3. — Sea Q) : 'V — k forma cuadrdtica. Entonces el con-
Junto O(Q) es un subgrupo de GL(V') (bajo la composicion de automorfismos).

Demostracion. — En primer lugar Idy € O(Q), ya que trivialmente preserva
Q. Sean u,v € O(Q). Entonces claramente u o v estd en O(Q) ya que

Q((uov)(r)) = Qu(v(x))) = Qv(z)) = Q(x)
Ademss, dado u € O(Q), claramente u~! estd en O(Q) pues denotando
2’ = u~!(x) para un x € V arbitrario se obtiene

Qu™(z)) = Qa") = Q(u(x)) = Q()
Asi, el conjunto O(Q) posee estructura de grupo. O
Observacion 5.7.4. — SiQ : V — k es una forma cuadrética no-degenerada,
entonces todo endomorfismo que preserva @ es biyectivo. Esto es asi, ya que si
u:V — V preserva Q y u(x) = 0, por el lema u preserva B y entonces:
B(z,y) = B(u(z),u(y)) =0 VyeV =xecker(B)=2=0
De esta forma, se tiene que u es inyectivo y, por ende también biyectivo.
Proposicion 5.7.5. — Sea Q : V — k forma cuadrdtica, # base de V y

Ay = Matg(Q). Sea ademds u € GL(V) y M = Matg(u). Entonces se tiene
que

1.ue0(Q) — '‘MAzM = Agy.
2. 51 Q) es no-degenerada y u € O(Q) = det(u) = +1.
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Demostracion. — Sea x,y € V,y X,Y € k™ sus vectores de coordenadas en la
base %. Entonces

Bu(x), u(y) = (MX)A(MY) = ' X'MAZMY
De esta forma, se concluye que B(u(z),u(y)) = B(x,y) si y solamente si
"tMAZM = Agy.
Supongamos ahora que @ es no-degenerada y u € O(Q). Entonces
det(Ag) # 0. Aplicando la propiedad anterior

det(*M) det(Agz) det(M) = det(M)? det(Az) = det(Az) = det(M)? =1
Como car(k) # 2 = det(M) = 1. O

Debido a la proposicién anterior, todo endomorfismo ortogonal a una forma
cuadrética cumple que det(u) = +1. Esto motiva definir el conjunto

SO(Q) ={u e 0(Q) | det(u) =1} C O(Q)
el cual goza de propiedades importantes, partiendo por el hecho de que SO(Q)

es subgrupo de O(Q). Este grupo se conoce como el grupo especial ortog-
onal de Q

Proposicion 5.7.6. — Si QQ es no-degenerada, entonces el conjunto SO(Q)
es un subgrupo de O(Q).

Demostracion. — En primer lugar, Idy € SO(Q), ya que det(Idy) = 1.

ST u,v € SO(Q), claramente det(u o v) = det(u)det(v) =1y uowv € SO(Q).

Ademis, si u € SO(Q) entonces det(u~!) = 1/det(u) =1y u~! € SO(Q). De
esta forma, SO(Q) es un subgrupo de O(Q). O

Proposicion 5.7.7. — Sean Q : V — k,Q" : V. — k formas cuadrdticas.
Entonces si Q ~ Q' = 0(Q) =2 0'(Q).

Demostracion. — Supongamos que @ ~ @Q'. Luego existe u € GL(V) tal que
Q(z) = Q'(u(x)) para todo x € V. Sea entonces v € O(Q),x € V. Entonces
se observa que

Q'(z) = Q'((wou")(2)) = Qu™"(2)) = Q((vou~")(z)) = Q' ((uovou™")(z))
Por lo anterior, el automorfismo uovou~! € O(Q'). Entonces el endomorfismo
¢ :0(Q) — O(Q") dado por v = uovou~! es un morfismo de grupos, el cual
resulta ser biyectivo. De esta forma, O(Q) = O(Q’). O

Importante: Gracias al Teorema de Sylvester, el estudio del grupo O(Q)
para formas cuadréticas @@ : V' — k no degeneradas se reduce a los siguientes
casos:
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1. Sobre k = C: Toda forma no degenerada @) : V' — C puede ser reducida,
en una base conveniente, a

Qz)=a22+...+22
Al grupo de matrices que preserva dicha forma cuadrédtica, llamado grupo
ortogonal complejo, se le denotara por O(n,C) = O,(C).

2. Sobre k = R: Toda forma no degenerada @ : V — R puede ser escrita

como

2 2 _ 2 2
Qr)=o]+. ... +T, =Ty — .. — Ty,

donde n = p + ¢, y a su grupo de automorfismos ortogonales, el grupo
ortogonal real, se le denotard como O(p,q,R) = O(p,q). En par-

ticular, si (p,q) = (n,0) (Q es definida positiva) entonces escribimos
O(n,0) = O(n,R) = O,(R).

Ejercicio 5.7.8. — Demuestre que O(p,q) = O(q,p). Notar que en par-
ticular, no se tiene que O(Q) = O(Q') = Q ~ Q'. Probar ademds que
On(k) = {A € M,(k): "AA=1,} con k =R, C.

5.8. Espacios euclideanos

Para efectos de esta seccién, consideraremos V' = R™ un R-e.v. de dimensién
finita.

Definicion 5.8.1 (producto escalar). — Sea V un R — e.v. de dimensién
finita. Diremos que una forma bilineal simétrica es un producto escalar
(también llamado “producto interno” o “producto punto”) en V si es definida
positiva. Un espacio euclideano es un espacio vectorial real dotado de un
producto escalar.

Notacion: El producto escalar entre dos vectores x,y € V se usualmente
como (x,y). Asi, la forma bilineal (-,-) : V' x V' — k cumple con ser:
1. Simétrica, ie, (z,y) = (y,x).
2. Definida positiva, ie, (x,z) > 0y es solo 0 cuando x = 0 (es decir, el
tnico vector isétropo es el 0).

Observacion 5.8.2. — En particular, (-,-) es siempre no degenerado.
Ademas, dado que su signatura es (n,0) con n = dimg(V'), existe una base
ortogonal # = (e1, ..., e,) tal que, para todo x = Y, xje; € V, se tenga

2 2

(T, 2) = (z1)" + ... + (xn)".
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Ejemplo 5.8.3. — Para V =R" la forma
(@1, s n), Y1y ooy Yn)) == Z1YL + oo + TnYn

define un producto escalar canénico de R™, dotdndolo asi de una estructura
de espacio euclidiano.

Ejercicio 5.8.4. — Sea V. =Ry[X]. Pruebe que la relacién

1
(P,Q) = / P(H)Qt)dt

1
es un producto interno en V.

Lema 5.8.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Sea V' un espacio euclideano. Para x,y € V', siempre se cumplird

1 1
(@, 9)| < [{@,2)2 [y, y)|2
Teniéndose la igualdad solamente cuando x e y son colineales.

Demostracion. — Si x o y son iguales a 0 no hay nada que probar. Supon-
dremos que ambos son no nulos y ademds cumple con ax # Ay para todos
a, A € R. En tal caso, tendremos entonces

(ax — Ay, ax — Ay) >0 <= a*(z,2) + \2{y,y) — 2a\(z,y) > 0
Tomando el caso particular o = ({y, y))% y A= ({(z, :U))% tendremos
1 1 1
(v, y) (2, 2)=2(z, 2)2 (y, y)) 2 (z, y) +(z, 2)(y, y) > 0 = 2{z,2){y,y) > 2(z,7)2(y,y)
Dividiendo por 2(z, x>%<y, y>% obtedremos

N|=

1 1
(z,y) <(z,2)2(y,y)>
Reemplazando x por —z en la anterior desigualdad obtendremos
1 1
_<$a$>2 <y7y>2 < <$,y>

juntando ambos resultados obtendremos la desigualdad pedida. Si x = Ay

entonces
o)l = [Ow )] = P yy) = O M) 2 (9,9)7 = (2,2)2 ().
O
Teorema 5.8.6. — Sea V un espacio euclideano. FEntonces, la aplicacion

Il - V — k definida por

1
2] = (=, 2)>

(z,y)
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es una norma es decir, verifica:

1. ||lz|| >0 y [|z]| =0 ssix =0.

2. Azl = Al

3. e +yll < x|l + lyll (desigualdad triangular).
Demostracion. — La propiedades (1) y (2) se obtienen por la definicién de
producto escalar. Para (3) considere el siguiente calculo:

1
Iz +yl? = (@ +y.z+y)7 = ||z + 2z, y) + |yl
< Nal® + 2l lllyll + [yl

<~
C-S
= (ll= ]| + lly1)*

Como ambos términos de la desigualdad son positivos, se obtiene ||z+y|| < ||z|+]y].

O]

Observacion 5.8.7. —

1. De la demostraciéon anterior, podemos ver que, para la norma inducida
por el producto escalar, si x, y son ortogonales, entonces podemos ver una
generalizacion del Teorema de Pitdgoras, pues:

2 2 2 2 2
[z +ylI* = llz[I + 2(z, y) + [ly[* = [[=]]* + [y
2. De la demostracion de C-S, si x,y € V' \ {0} se puede observar que:
(z,y)

= iyl
lo que motiva la siguiente definicién.

Definicion 5.8.8 (dngulo entre vectores). — Sea V' un espacio euclidiano.
Sean z,y € V '\ {0}, definimos el d&ngulo no orientado entre x e y como el
tnico real § = 6(z,y) € [0, 7] tal que

_ Ax,y)
os(6) = Tl

Decimos que 0(z,y) es no orientado, pues 6(z,y) = 0(y, ). Ademas, gracias
a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tendremos las siguientes propiedades:

1. 8(x,y) =0 < = Ay con A > 0.

2. 0(z,y) =7 <= x=Aycon A <O0.

G En general, se dice que V es un Pre-Hilbert si V es un R espacio vectorial (no nece-
sariamente de dimensién finita) con un producto interno. Si V' es completo bajo la norma
inducida por su producto interno, diremos que V' es un Espacio de Hilbert.
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™

3. 9(%?;) =5 <= xeyson ortogonales, ie, (m,y) = 0.

5.9. Bases ortonormales y proceso de Gram-Schmidt

Recordemos que si B es una forma bilineal simétrica definida positiva, por
definicién, el dnico vector ortogonal a si mismo es el vector nulo. Esta afir-
macién, nos motiva a enunciar la siguiente propiedad (muy importante por lo
demds):

Proposicion 5.9.1. — Sea V un espacio euclidiano. Entonces, para todo
U CV sub-ev, se tiene que V=U @ U'L.

Demostracion. — Por la observacién anterior, sabemos que U N U+ = {0},
pues, el tinico vector ortogonal a si mismo es el 0. Por otro lado, se tiene que
dimg (U) + dimg (U+) = dimg(V), luego, necesariamente V = U @ U+. O

Observacion 5.9.2. — Sabemos que V admite una base ortogonal
# = (e1,...,en) respecto a la forma bilineal (-,-). En particular, como
el producto interno es definido positivo, ie, de signatura (n,0), entonces
(ej,ej) > OEn particular, si definimos e; := , se tendrd |e;|| = 1. Esta
pequena observacion nos motiva a hacer la siguiente definicion.

Definicion 5.9.3 (base ortonormal). — Sea V un espacio euclideano y
% = (e1,...,en) una base de V. Diremos que # es una base ortonormal (o
bien, ortonormada), si (e;, e;) = d;; para todos i,5 € {1,...,n}. De manera
més general, diremos que una familia de vectores z1, ..., T, es ortonormal, si
(xj, k) = 01 para j, k € {1,...,m}.

Observacion 5.9.4. — 1. De la observacién anterior, vimos que todo es-
pacio euclidiano posee uan base ortonormal.
2. La matris Ay de la forma bilineal (-, -) respecto a una base % ortonormal
es la identidad.
3. Toda familia ortonormal z1,...,x,, es linealmente independiente, con
m < n. Puessi \iz1+....4+ 2, = 0, entonces 0 = (M z1+...4+AZp, ) = Nzj, 25) = A
para cualquier j.

Proposicion 5.9.5. — Sea V un espacio euclideano y sea B = (eq,...,en)
una base ortonormal de V. Entonces, para cada x € V se tendrd
n n

v =) (x,¢)e; y 2] = (@, e5)*.

J=1 Jj=1



5.9. BASES ORTONORMALES Y PROCESO DE GRAM-SCHMIDT 187

Demostracion. — Si escribimos z = }%_; xje;, tendremos
(x,ej) = (161 + ... + Tpen, ;) = xj(ej, e5) = x;j.

Luego, » =37 (z, ¢j)e;.
Por otro lado, note que

n n
2l = O (@ e)des, Y (wrej)es) = (x,e)?[len]® + ... + (@, €n)?[lenl|?
i j=1
= (z,e1)? + ...+ (z,e,)%
]

Recuerdo: En la seccién de grupo ortogonal se vio que, dada Q : V — k
una forma cuadraticay B : V x V — k es su forma bilineal simétrica asociada,
un endomorfismo u es ortogonal respecto a () si y solo si es ortogonal respecto
a B. Ademads, si B es no degenerada, entonces u necesariamente pertenece a
GL(V).

Proposicion 5.9.6. — Sea V un espacio euclideano y u : V. — V un endo-
morfismo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. (u(x),u(y)) = (z,y) para todos x,y € V.
lu(x)|| = ||=|| para todo z € V.
Eziste una base 2 ortonormal de V' tal que u(A) es una base ortonormal.
Para toda base ortonormal % de V, u(%#) es ortonormal.

Gk W

La matriz Matg(u) respecto a una base % ortonormal, es una matriz
ortogonal, ie, tAA = I,.

Demostracion. — Hemos discutido que (1) <= (2). Por otro lado,
(1) - (4) — (4). Veamos que (3) — (1): Sea & = (ei,...,en) una base
ortonormal de V' tal que u(#) = (u(e1),...,u(e,)) es una base ortonormal.
Sea x = z1e1 + ... + xpe, € V), luego

n
(3) u(x) =Y wjule;)
j=1
Por otro lado, vimos que

(4) u(z) = Y (u(w), ule))ule;)
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juntando 3| y 4] tendremos (u(x;),u(e;)) = x; = (x,e;). Luego
n n
22 =D (w,e5)? =D (u(x),ule;))® = [Jul)[*.
Jj=1 Jj=1
Finalmente, veamos que (1) <= (5). En efecto, vimos que un endomorfismo
u preserva una forma bilineal simétrica B si y solo si para toda base A de
V se tiene que ‘MAzM = Ay, para M = Maty(u) y Ay = Matg(u). En
particular, si Z es una base ortonormal, entonces, para B = (-, -), tendremos
Ay = I,. Se sigue inmediatamente que I,, = M I, M =M M. O

Definicion 5.9.7 (isometria). — Dado un espacio euclideano V, diremos
que u es una isometria si preserva (-,-), en particular, cumple con las 5
propiedades de la proposiciéon anterior.

Definicion 5.9.8. — Si V es un espacio euclidiano, se puede definir la dis-
tancia entre xz e y como

d(z,y) = ||z —yl|.
Siu:V — V es un endomorfismo que preserva (-, -), entonces

d(u(z), u(y)) = llu(z) —u@)| = u(z —y)|| = = —yl = d(z,y).
Es decir, u preserva la distancia. Es por ello, que se prefiere llamar a v una
isometria (en lugar de endomorfismo ortogonal) en un contexto de espacio eu-
clidiano. Ademds, sabemos que si u preserva (-, -), necesariamente det(u) = =+.
En particular, diremos que u es una:

1. Isometria directa si det(u) =1 (ie, u € SO(Q), con @ = ||-||).
2. Isometria indirecta si det(u) = —1.
Observacion 5.9.9. — Mds generalmente, dado un conjunto X no vacio, y

z,y € X, se dice que una funcién d : X x X — R es una métrica (es decir,
mide la distancia entre = e y) si cumple con:

1. d(z,y) >0y d(z,y) =0siysolosiz=y.

2. d(z,y) = d(y, z), es decir, d es simétrica.

3. Para z € X, d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdad triangular).

Si d es una métrica, diremos que (X, d) es un espacio métrico. Por otro lado,
se puede probar que si (X, ||-||x) es un espacio vectorial normado, entonces
d:VxV =R, (z,y) = d(z,y) = ||z — y|| es efectivamente una métrica
(ejercicio).



5.9. BASES ORTONORMALES Y PROCESO DE GRAM-SCHMIDT 189

Corolario 5.9.10. — Sea V' un espacio euclidiano y % una base ortonormal.
Entonces, una base ' de V' es ortonormal si y solo si la matriz P = Mat g (#')
es ortogonal.

Demostracion. — Sea B = (e1,...,en) vy B = (€, ...,e},). Si consideramos
el endomorfismo u : V' — V dado por u(e;) = € para todo j = {1,...,n}.
Entonces, Matz(u) = P (en efecto, pues, en las columnas de Mat z(u), estan
representados los vectores de la base %’ en funcién de la base £.), y luego %’

es ortonormal si y solo si PP = I, (pues (4) <= (5)). O

Proposicion 5.9.11. — Sea V' un espacio euclideano y sea u : V — V una
isometria. Entonces, para todo U C V', sub espacio vectorial se tiene que:

1. w(UL) =u(U)*.

2. Siu(U) C U, entonces u(U+) C U*.

Demostracion. — (1.)Sea y € U™', entonces para cada x € U se tiene
(x,y) = (u(z),u(y)) = 0, ie, u(y) es ortogonal a todo elemento de u(U), esto
es, u(y) € w(U)*t. Se sigue que u(U+) C u(U)*. Por otro lado, dado que
u € GL(V) es un automorfismo:

dimp (w(U1)) = dimg (U1) = dimg(V)—dimg (U) = dimg (V) —dimg (u(U)) = dimg (u(U)1),

por lo que u(U+) = u(U)*.
(2.) Dado que u € GL(V), dimg(U) = dimg(u(U)). Luego, si u(U) C U,
entonces u(U) = U, y por (1.) tenemos u(U)*+ = u(U+) = U+, O

A continuacién describiremos un algoritmo, llamado usualmente “proceso
de Gram - Schmidt” que permite construir una base ortonormal a partir
de cualquier base. Este método fue descubierto por Laplace en 1816, pero
usualmente se le atribuye (erréneamente) a Gram (1883) y a Schmidt (1907).

Teorema 5.9.12. — Sea V' un espacio euclideano. Dado (eq,...,e,) base

/

de V, existe una dnica base ortonormal (€}, ...,el,) de V tal que para todo

j€{l,...,n} se tiene que
L. Vectg(e1, ..., €j) = Vectg (€], ..., €).
2. (ej,¢}) =0.

1

Demostracion. — En la préctica, primero construiremos una base (ef, ..., el)

que es s6lo ortogonal y cumple (1) y (2), para luego “normalizarla”™

1. Definimos e/ := e;.
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2. Suponemos (inductivamente) que €7, ..., €] ; estdn ya construidos y bus-

camos e " de la forma

ej—e]—i—)qe + oA e

7—1-
Para k € {1,..., j—1} se tiene que (¢, efl) =0 <= (ej,¢})+ e[ €f* = 0,
lo cual determina Ay, ..., Aj—1 y luego determina a 7.

3. Por induccién construimos (€Y, ...,e!l) base ortonormal, y notamos que
verifica (1) por construccion, y (ej, ) = (€7, e7) = He””2 > 0, por lo que
también verifica (2).

H

4. Definimos e = e H” para j € {1,...,n} y luego (€}, ...,e},) es una base
ortonormal que verifica (1) y (2), cuya unicidad se obtiene por con-
struccion.

O]

Corolario 5.9.13 (Factorizacion QR). — Sea A € GL,,(R) matriz invert-
ible. Entonces, un unico par (Q, R) de matrices, donde:

1. Q es ortogonal (ie, '\QQ = I,,).

2. R es triangular superior con coeficientes diagonales positivos.

3. A=QR.

Demostracion. — Los vectores columna eq,...,e, de A forman una base %
de R™, a la cual le aplicamos Gram-Schmidt para obtener una base ortonor-
mal A’ de R". Sea % la base canénica de R™, entonces (por definicién):
A = Maty(#). Ademds, la demostracion del proceso de Gram-Schmidt
nos dice precisamente que Matyz(%') es triangular superior con coefi-
cientes diagonales estrictamente positivos. Por otro lado, sabemos que
A es ortonormal si y solo si @ := Maty(%') es ortogonal. Finalmente,
A = Maty (%) = Mat%ﬂ(%,) Matg (#) = QMaty (B) = QM&tgg(%,)_l
donde R := Maty»(#')~! es triangular superior con coeficientes diagonales

> 0. O

Ejemplo: Sea (e1,e2,e3) = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) base de R®. Gram-
Schmidt:

2 11 2
Mo = (1.1.1 "o oo <62,€1> 1.1.0 111 = (22 _2
€1 €1 ( )y )? €9 €2 H ||2 (7 9 ) 3(’ 3 ) 3737 3
I
" <63a 61> " <€3a €2> 1 /11 2 1
= e3 — — 1,0,0 L1L,)—=(=,=,—= | =1|=,—=
Br=e e e 2 = 15005 (555) = (5

el 1 1 1 ey 1 €y
=== (5veE) 4o =0t 4
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% La base obtenida depende del orden de los vectores de la base original. Por
ejemplo, la base (e3, e2,e1) nos da €] = (1,0,0), €5 = (0,1,0) y e = (0,0, 1).

1 1 1
En términos de factorizacién QR: Si A = |1 1 0| entonces la matriz
1 00
1 1 1 2 1
v v V3 U v
_ |2 1 1 —_O-lg_t _ 2 1
Q= 5 K 5 esortogonaly R=Q "A="QA=| 0 VG
1 2 1
B v 0 0 7
Luego,
1 1 1 2 1
L1 o v\ (V3o
—op=|1 1+ _1 2 1
L1 of=Qr=1% % ~#||" & &
1 2 1
1 00 7 7 0 0 O 7
Observacion 5.9.14. — Notar que el proceso de ortogonalizacién permite
asociar a una familia linealmente independiente (e, ..., e;) (no necesariamente
una base), una familia ortonormal.
5.10. Endomorfismos adjuntos y simétricos
Proposicion 5.10.1. — Sea V un espacio euclideano, entonces, para todo

endomorfismo u : V. — V existe un unico endomorfismo u* : V. — V que
cumple con

(u(@),y) = (z,u*(y))  Ve,yeV
Ademds, rg(u) = rg(u*).
Demostracion. — Si escribimos B = (-,-) : V x V' — R producto escalar,

denotamos por B : V — V* tal que y — (y,-) = (-,y). Nuestra identidad
buscada se puede replantear como

B(y)(u(z)) = B(u*(y))(z) o bien tuo B = Bou*.

Como B es no degenerada (definicién), Besun isomorfismo, luego u* = B~ lotuoB ,
existe y es tinico. En particular, rg(u*) = rg(*u) = rg(u). O

La proposicién anterior nos motiva a hacer la siguiente definicion:
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Definicion 5.10.2 (endomorfismo adjunto). — Dado u : V — V| defin-
imos al adjunto de u como el tinico endomorfismo u* : V' — V tal que, para
cualquier z,y € V, se tiene:

(u(@),y) = (z,u*(y))-

Ejemplo 5.10.8. — Si u : V.= V es un automorfismo, ie u € GL(V).
Entonces
u€GL(n) <= (u(z),uly)) =(z,y) Va,yeV
— (z,(u"ou)(y)) =(z,y) Vr,yeV
< uvou=uou" =Idy
= u =ul
Proposicion 5.10.4. — Sea V un espacio euclideano y sea % una base
ortonormal de V. Entonces, para todo endomorfismo u:V — V se tiene:

Matz(u*) = * Mat z(u).

Demostracion. — Sea B = (ex,...,en) base ortonormal y (a;;) = Matg(u).
Escribimos u(e;) = Y1 ; ajje;. Como 2 es ortonormal, se tendrd, aplicando
la propiedad de la seccién anterior en u(e;), para a;; (la iésima coordenada
del vector u(e;)) que a;; = (u(ej),e;) = (ej,u*(e;)). De la misma manera,

tendremos
n n n

ut(eg) = > (u*(e)) e)es = Y e ule))es = > (ules) ej)es = > agies.
=1 =1 =1 =1
L]

Ejercicio 5.10.5. — Sean u,v endomorfismos de un espacio euclideano V.
Pruebe que (uwov)* =v*ou* y que (u*)* = w.

Definicion 5.10.6 (auto-adjunto). — Sea V un espacio euclideano y sea
uw : V. — V un endomorfismo. Diremos que u es simétrico (o bien, auto-
adjunto) si

(w(e)y) = (wuly))  VoyeV

Observacion 5.10.7. — Sea % una base ortonormal de V. FEntonces, un
endomorfismo u : V' — V es simétrico si y solo si A := Matg(u) es simétrica,
ie, A ="A.

Ejercicio: Sea V = R" espacio euclideano. Pruebe que el conjunto
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S C End(V) dado por S := {u : V — V | u es endomorfismo simétrico

. n(n+1
} es un sub-ev y que dimg(S) = %

Recuerdo 5.10.8. — Dado V un espacio euclideano, sabemos que para todo
U C V sub-e.v., se cumple que V = U @ U~, en particular, todo vector v € V
se escribe de manera tnica como v =a+bcona € Uy b € UL. Este pequeiio
recuerdo, nos motiva a hacer la siguiente definicién.

Definicion 5.10.9 (proyeccién ortogonal). — Sea U C V un sub-e.v. de
un espacio euclideano. Se define la proyeccién ortogonal sobre U como:

Py:V->Vov—a.

donde v = a+bcona € Uyb € Ut En particular, se cumple que
Py + PUJ_ = Idy.

UL

(id‘/ — pU)(I) = pUL = b

IMAGEN 1. En esta imagen se puede apreciar la proyeccién
ortogonal del vector = sobre el subespacio U y sobre su ortogonal.
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Definicion 5.10.10 (distancia a un conjunto). — Sea U C V un sub
ev de un espacio vectorial normad (en particular, V' puede ser un espacio
euclideano). Dado x € V|, se define la distancia entre x y U como

= i f = i f - .
d(xz,U) ylgUd(fc,y) ylgUHw yll

Teorema 5.10.11. — Sea V' un espacio euclideano y U C V un sub ev.
Entonces, la proyeccion ortogonal sobre U es lineal y cumple con P[% =Py y
con que ss su kernel es ker(Py) = UL y su imagen es Im(Py) = U. Mds atin,
Py es un endomorfismo auto-adjunto (ie, simétrico: P}y = Py). Ademds, para
todo x € V y todo y € U se tiene:
d(z,U) = |lz = Pu(z)[| < [lz =y
Demostracion. — Sean v,w € V y A € R. Escribimosv=a+by w=a + b
con a,a’ € Uy bb' € UL, luego, v+ Aw = (a + Ad') + (b + M), por lo que
—_———  —
eU eUt
Py(v+ A w) = a+Xd’ = Py(v)+APy(w). Por otro lado, note que V = U@ U*,
se sigue entonces que, dado b € UL, tendremos b=_b +_ 0 , ie, Py(b) =0,
eUu+ eU
y dado a € U, se tiene Py(a) = a, donde observamos que ker(Py) = Ut e
Im(Py) = U, en particular, Py(Py(v)) = Py(a) = a, ie, P2 = Py. Por otro
lado, observe que
(Py(v),w) = (a,w) = {a,d’ + V') = (a,a’)
y que
(v, Py(w)) = (v,d') = (a +b,a) = (a,d)
es decir, Pj; = Py (Py es auto-adjunto). Finalmente, si y € U entonces
lo=yl? = l(a=y)+01* = lla=yl*+[[bl* > (o> = lla+b—a® = [[v—a|? =

Pitagoras

O

ilmportante! Dado V un espacio euclideano y U C V sub e.v. tal que
dimg(U) = r y (e1,...,er) es una base ortogonal de U, entonces para todo
vector x € V se tiene
e
Py(z) = (z,e1) -

llex )1

€1
TEE + o+ (x,€p)

(DEsta definicién se puede extender a U como un conjunto cualquiera, y V un espacio
métrico.

lo—Py(v)||.
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En efecto, sea a := (z, eﬁﬁ + ..+ (x, e,&ﬁ € U yseab:=x—a. Luego,
para todo j € {1,...,r} se tiene que:

(z,€5)
<b7 €j> = <$ - a, €j> = <.1',€j> - <a¢ ej> = (xa€j> - He’HJQ <€jvej> =0.
J
Asi, b € U y luego necesariamente Py (z) = a. De hecho, si (eq, ..., €,) es una
base ortonormal de U, entonces
Py(z) = (x,e1)er + ... + (x, e, )e,.
Note que esta férmula ya la mencionamos anteriormente en la férmula de or-
togonalizaciéon de Gram-Schmidt. En efecto, usando la misma notacién que en
aquella seccién, tenemos que
e//
" 1

€; =¢ej — <6j,€/1/>w T T <€j> =€~ PUjfl’

donde U;—1 = Vectg(e1, ....,ej-1) = Vectr(e], ..., €]_;). Dado que Py+Py. = Idy,
tenemos que € = e; — Py, ,(ej) = (Idy — Py;_,)(e;) = PUJ_J__I(ej), por lo que
e es la proyeccién ortogonal de e; a U]{ 1, ¥ en particular, e/ es ortogonal a

Uj-1 (tal como discutimos en la seccién anterior).

Definicion 5.10.12 (simetria ortogonal). — Sea V' un espacio euclideano
y U C V un sub ev. Definimos el endomorfismo Sy : V- — V dado por:
Sy + Idy

xHSU(x):2PU(:U)f:U — Sy=2Py—1dy <— Py = 5 s
que llamaremos siimetria ortogonal respecto a U. Si U es un hiperplano |,
ie dimg (U) = n — 1, diremos que Sy es una reflexién respecto a U.

La terminologia usada anteriormente estd justificada por las siguientes
propiedades:

Proposicion 5.10.13. — Sea V un espacio euclideano y U C V un sub-
ev. Entonces, la simetria ortogonal Sy : V- — V es un automorfismo (ie,
Su € GL(v)) que es ortogonal (ie, Sy € O(n)) y simétrico (ie, Si; = Sv),
que ademds verifica S3 = Idy .

Demostracion. — La simetria Sy := 2Py — Idy es combinacién lineal de endo-
morfismos simétricos y luego es simétrico, pues, S;; = 2P —1dj, = 2Py—Idy = Sy.
Mais atin,
St =Sy oSy = (2Py —Idy)o (2Py — Idy) =4 Pj —4Py + Idy = Idy
~—

=Py
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En particular, det(Sy)? = 1 # 0 y luego Sy € GL(V). Finalmente, dado que

Sy es simétrico, Sy o Sy = Sy o Sy = Idy y luego S;; = 551 y por tanto Sy

es una isometria (ie, Sy € O(n)). O

Observacion 5.10.14. — 1. Notar que Py + Py1 = Idy implica que:
SyL =2Py;. — Idy =2(Idy — Py) — Idy = Idy — 2Py = =Sy

es decir, Sy = —Sy.
2. Geométricamente: Dado x € V, el vector Sy (x) estd caracterizado por:
» x — Sy(x) es ortogonal a U.

= El “punto medio” %U(w) = Py(z) pertenece a U.
SU V=V
r=a+b — Sy(z)=a—0b

(c.f. conjugacién z — z en C)

Ejemplo 5.10.15. — 1. Sea L := Vectr((1,2)) recta en R? y e := (1,2).
Gracias a la férmula de proyeccién, tenemos que
e 1 e 2
Pr((1,0) =(1,0),e)—m =z vy Pr((0,1)) =((0,1),€)7—75 = e
lef* 5 lell* 5
Luego, la matriz A de Pp, asociada a la base candnica serd
1 2 -3 4
_ |5 5 : 7. _ |3 5
A= 5 4] ¥ la matriz de Sy, es 24 — I, = P
5 5 5 5

donde notamos que Sy, es simétrica y ademds es ortogonal (tal y como
predice la teoria). Ademds, det(Sr) = —1 y luego S € O(n) pero
Sp ¢ SO(n).

2. Sea II C R3 el plano de ecuacién 3z —y+2z = 0. Para encontrar la matriz
de Pp respecto a la base candnica, es més sencillo deducirla a partir Ppi.
Note que la recta L := I+ = Vectr((3, —1,2)) y luego

2 1
Pr((0,0,1)) = —e=A=—[-3 1 -2

Pr((1,0,0)) = 3 Pr((0,1,0)) T 14 14

1 RV
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donde, la matriz B de Pp sera

5 3 =3

14 14 714

Beh-a=|% &

-3 1 5

7 7 7

y la matriz St es
-2 3 —6
1
Sy=2B—-1I3= - 3 6 2
-6 2 7
Observacion 5.10.16. — Sea V un espacio euclideano y U C V un sub-ev.

Entonces:

1. Py es diagonalizable. En efecto, Pg — Py = 0 y luego el polinomio
minimal mp, divide a P(X) = X? — X = X(X — 1) escinde sobre R y
tiene raices simples. Mds atin, V = Vj @ Vi donde Vg = ker(Py) = Ut y
Vi =ker(Idy — Py) = ker(Py.) =U.

2. Sy es diagonalizable. Similar, dado que S?] = Idy implica que
mg,, escinde sobre R con raices simples. Mds atin, V = V_; @ V7 donde

Vo= ker(IdV+SU) = ker(PU) =U+ yVi = ker(SU—Idv) = keI’(PUL) =U.

Teorema 5.10.17. — Sea V un espacio euclideano. FEntonces, todo endo-
morfismo u : V. — V simétrico (ie, auto-adjunto: u* = u) es diagonalizable en
una base ortonormal.

Demostracion. — Apliquemos induccién en n = dimg (V). Sea w un endomor-
fismo simétrico y & una base ortonormal de V. Entonces, A = Matg(u) es
una matriz simétrica. Veamos que posee solo valores propios reales: Sea A € C
valor propio de A y sea X € C"\ {0} vector columna tal que AX = \X.
Puesto que A € .#,(R) es real, tenemos que AX = AX = AX y luego, si
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€1
escribimos X = | : | entonces

Tn

T
XX ="XX=(z1-a0) | | | =071+ .. + 2070

T
n
= |z + oo+ |z = Z |22 >0
i=1

eR!
Se sigue que
MXX ='X\X)='XAX = ''XAX)="X'AX ="XAX =\'XX
Matriz 1x1
y dado que XX es un real no nulo, concluimos que A = ), y luego A € R.
Finalmente, si A\ € R es un valor propio de u y si z € V '\ {0} es un vector
propio asociado a A, entonces consideramos la recta L = Vectr(z) y H := Lt
el hiperplano ortogonal a L. Observe que para cada y € H se tiene que

(u(y),z) = (y,u (@) = (Y, u(x)) =A =0
por lo que u(y) € L+ = H, ie, u(H) C H (H es estable bajo u). Notamos
que H = R"! es un espacio euclideano y que la restriccion u|y : H — H es
un endomorfismo simétrico. Luego, la hipétesis inductiva implica que u|g es
diagonalizable en cierta base ortonormal (eg,...,e,) de H = L*. Finalmente,
u es diagonalizable ortonormalmente en la base (ﬁ, €9, ...,€n) de V. O

CgggImportante! Sea V un espacio euclideano y u : V. — V un endo-
morfismo simétrico. La demostracién anterior dice, en particular, que “vec-
tores propios asociados a valores propios distintos son ortogonales”. La afir-
macién anterior también se puede hacer “a mano” de la siguiente manera:
Si A # pysixzy € V\{0} cumplen u(z) = Az y u(y) = py. Luego
Mz,y) = (u(@),y) = (z,u(y)) = pu(z,y), vy por tanto (z,y) = 0 (ya que
A # ).

Comunmente se dice que V es la suma directa ortogonal de los espacios
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propios Vy, ..., V), de u, y escribimos

V="Wo Vot .oV, =,
Corolario 5.10.18. — Sea A € #,(R) matriz simétrica real. Entonces, ex-

iste una matriz P € GL,(R) ortogonal (ie, 'PP = I,,) y una matriz diagonal
D € .#,(R) diagonal real tal que A= PDP~' = PDP".

Demostracion. — Sea u = ua : R" = R"™ 2 +— Az el endomorfismo asociado
a A. Si € es la base canénica de R", entonces Maty (u) = A matriz simétrica,
por lo que u* = u. Gracias al teorema anterior, existe 4 base ortonormal de
R™ tal que D = Matg(u) es diagonal real. Por otra parte, la matriz cambio de
base P = Maty (%) es ortogonal y Matg(u) = Matz(%) Maty (u) Maty (B),

es decir, D = P71AP. O

1 0 2
Ejemplo 5.10.19. — Sea A = |0 3 0| € #3(R) matriz simétrica real.

2 01
Su polinomio caracteristico es

X -1 0 —2
X -1 -2
Py(z) =det(XI3— A) = 0 X -3 0 =(X-3)
-2 X-1

—2 0 X-1
=(X-3)(X?-2X+1-14)
= (X -3)}X +1).

Se sigue que A = —1 y pu = 3 son sus valores propios. Encontremos los vectores
propios:

:

2 0 2 2 0 2\ [z 2r + 22 0
A+L=|0 4 0|l = |0 4 0||yl=| 4 |=]o0
2 0 2 2 0 2/ \z 2 + 22 0



200 CAPITULO 5. DUALIDAD Y FORMAS BILINEALES

1
Asi, obtenemos que y = 0y x = —z, por lo que v = 0 | es un vector
-1
1/v2
propios. Normalizamos: v, = 0 genera Vy y ||v1|| = 1.
_1/\/§
pw=3\:
-2 0 2 -2 0 2 x 2z = 2z 0
A-3l3=10 0 0O =10 0 0 y| = 0 =|o|] = z—2=0.
2 0 -2 2 0 -2 z 2 — 2z 0

C%’ Notar que el plano z — z = 0 es precisamente ortogonal a V), ie V,, = V/\L
(de hecho, se podria haber calculado de esta forma). Luego V), estd generado

1 0 1/v2 0
por | 0] v |1|. Normalizamos: v = 0 yus= |1
1 0 1/V2 0
jAtencion! — En general, se busca una base cualquiera del espacio propio,

y se le aplica el proceso de Gram-Schmidt para ortornormalizarla. Luego,
obtenemos que

10 2 1/vV2 1/v/2 0\ (-1 0 0\ (1/vV/2 0 —1/V2
03 0|= 0 0 1 0 3 0||1/v2 0 1/V2
2 0 1

~1/v/2 1/vV2 0 0 0 3 0 1 0

~~

A P D tp—p—1




CAPITULO 6

ISOMETRIAS

En esta seccién estudiaremos en detalle las funciones ya conocidas que ante-
riormente nombramos como isometrias. Estas funciones son especiales ya que
como se observé anteriormente, preservan la norma del espacio euclideano, o
geométricamente, preservan las distancias entre todos los elementos del espacio
en cuestion. Para estudiar las isometrias de una manera completa y adecuada,
comenzaremos analizando las isometrias del espacio euclideo de dimensién 2,
para luego proseguir con espacios de dimensién 3 y finalmente, extender estas
ideas a dimensién finita arbitraria. La nocién de orientacién del espacio sera
clave en este proceso. Se recomienda, para entender mentalmente los conceptos
siguientes, fijar la atencién en el espacio R".

6.1. Isometrias del plano y orientacién

Sea V = R? un espacio euclideano (ie, dimg (V) = 2), al cual nos referiremos
en esta seccién como plano euclideano, y 4 una base ortonormal de V. Notar
que las isometrias de V' corresponden a los elementos del grupo O(2) (ver
Seccion[5.7). Sea entonces u: V =V con u € O(2). Claramente A = Matg(u)

es ortogonal, por lo que si denotamos:

a c
A= € GLy (R)
b d

y 0 := det(A) = £1 entonces se tiene que:
t
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lo cual significa que d = éa,c = —6b y § = ad — bc = §(a® + b?).

Proposicion 6.1.1. — Sea A € GLy(R) la matriz de una isometria indirecta
(ie, § = —1) u: V — V respecto a una base ortonormal. Entonces la matriz
A tiene la forma

a b
b —a

A=

con a®+b% = 1. Ademds, existe un subespacio L C'V con dimg(L) = 1 tal que
u = S, es la reflexion del espacio V' respecto a L.

Demostracion. — Por la discusién anterior, basta notar que si § = —1 entonces
d= —a,c=by a®+b*> = 1. Debido a las igualdades entre coeficientes, es
sencillo notar que A = *A y entonces A'A = A2 = I,. De esto se deduce que
los valores propios de A son 1 y —1, por lo que tomando L = V7, u resulta ser
la simetria ortogonal respecto al subespacio L. ]

Dado que es posible imaginar el espacio V' como un plano, y L como una
recta en dicho espacio, la idea clave de la proposicién anterior es que una
isometria indirecta en dimensién 2 no es mds que una reflexién con respecto a
alguna recta.

Corolario 6.1.2. — Toda isometria de un plano euclideano es producto de a
lo mds dos reflexiones.

Demostracion. — Sea V = R? espacio euclideano y u € O(2). Si det(u) = —1
entonces por la proposicién anterior u es una reflexién. Sidet(u) =1y s € O(2)
es una reflexién, entonces det(s o u) = det(s)det(u) = —1 y s o u resulta ser
una reflexién. Dado que s? = idy se tiene que u = s o (s o u) se escribe como
producto de dos reflexiones. ]

Sea U C C el circulo unitario complejo, es decir,
U={zcC||z|=1}={a+ibeCla,bcRA*+b*=1}

Sin mayor complicacién se puede mostrar que U es un grupo abeliano respecto
a la multiplicacién. Esto motiva la siguiente proposicion.

Proposicion 6.1.3. — Sea A € GLy(R) la matriz de una isometria directa
u: V. — V respecto a una base ortonormal. Entonces la matriz A tiene la
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forma
a —b
A p—
b a
2,72 P ~ , a —b
con a®+b° = 1. Mds ain, ¢ : U — SO(2), a+ib— es un morfismo
b a
de grupos. En particular, SO(2) es un grupo abeliano.
Demostracion. — Si 6 = 1 entonces d = a,¢c = —b y a®> + b*> = 1, de lo cual

se deduce la forma de la matriz. Por definicién, claramente la aplicacién ¢
definida en el enunciado es biyectiva. Ademds, si 2,2’ € U con un sencillo
célculo se puede verificar que p(22') = ¢(z)p(2’), por lo que ¢ es un morfismo
de grupos. O

Definicion 6.1.4. — Sea V un plano euclideano. Se designan los elementos
del grupo SO(2) como rotaciones. Como SO(2) es un grupo abeliano, si
r1,72 € SO(2) son rotaciones se verifica que r1 o 19 = 19 0 17.

Observacion 6.1.5. — Sea r : V — V una rotacién del plano euclideano
y A base ortonormal de V. Entonces por la proposicién anterior la matriz
R = Mat »(r) tiene la forma

R =
b a

con a® + b?> = 1. Es inevitable, debido a la forma de la matriz R, no asociarla
con las matrices de rotacién de la forma

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(0)

que de seguro el lector ya ha estudiado o ha visto previamente. Es im-
posible entonces (mds ain por el nombre de rotaciones introducido) resis-
tirse a la idea de asociar un "dngulo" 6 € R de tal forma que R = Ry.
Esto significa que a = cos(f) y b = sin(f), y lo méds importante, es que
2a = tr(r) < a= %tr(r)7 y dado que la traza es una propiedad intrinseca
de cada matriz, el valor de a estd bien definido para todo r € SO(2). A pesar
de este increible hecho, es crucial notar que el coeficiente b viene dado por la
expresién a? + b? = 1 y entonces dicho coefieciente no estd definido de manera
tnica (del cdlculo en una variable es conocido que sin(f) es una funcién impar,
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por lo que se requiere escoger un "signo"). Analizemos en profundidad este
hecho. Sea %’ otra base ortonormal de V' 'y P = Matg(#'). Recordar que
dicha matriz resulta ser ortogonal. Debemos tener en cuenta los siguientes
casos:

1. Si det(P) = 1 entonces P € SO(2), y por la conmutatividad de dicho
grupo PR = RP y se deduce que R’ = Matg (r) = P"'RP = P"'PR = R.

2. Si det(P) = —1 por la Proposicién P es una reflexién y
det(PR) = —1, siendo PR también una reflexién y entonces P? = (PR)? = I,.
Entonces

a b

R = P7'RP = PRPRR™' = (PR)’R™' =R ™' =
—b a
De la discusién anterior, se puede concluir que al cambiar la base del plano,
existen tnicamente dos opciones que pueden ocurrir con las rotaciones. En
primer lugar, el cambio de base puede preservar el sentido de la rotacién, o en
dltima instancia, este puede invertir el sentido de rotacién. No obstante, se
puede apreciar que la magnitud del éngulo de rotacién permanece inalterado.

Proposicion 6.1.6. — Sea V =2 R"™. Se define la relacion de equivalencia en
el conjunto de bases del espacio V :

B~ B < dety(H) >0

Esta relacion define dnicamente dos clases de equivalencia las cuales se de-
nominardn orientaciones de V.

Demostracion. — Dado que para toda base & se tiene que det »(#) = 1 = B ~ A.

Si B, B, A" son bases de V, entonces Mat »4(B") = Maty(%B') Mat g (B") = det»(#") = detxr(#') d
y se verifica que B ~ B NLB ~ B" = B ~ B". Sise toma B’ = A en

la relacién anterior se obtiene detgz(%')detw (%) = 1, lo cual significa que

B~ B < P ~ ZB. Finalmente, ~ es una relacién de equivalencia.

Sean ahora %y = (e1,...,e,) y 60 := (—e1,e2,...,e,) bases de V. Notar que

detg,(60) = —1, por lo que Ay ¢ €p. Ahora veremos que [Hy] y [6] son las

tnicas clases de equivalencia. Sea % una base de V. Si detg, (%) > 0, por

definicién & € [%y|. Supongamos entonces que detg, (%) < 0. Entonces:

det, (#) = dety, (%o) det g, (B) > 0 = B € (6]

=1 <0
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Observacion 6.1.7. — Sea V = R™ un R-espacio vectorial. De la proposicién
anterior notamos que orientar el espacio V' es un proceso siempre dependiente
de la eleccién de una base. Dada una base %y de V, elegir una orientacién
entonces, corresponde a seleccionar la clase de equivalencia de bases de V
tales que detg,(#) > 0, las cuales denominaremos bases directas, o por el
contrario, la otra clase, cuyos elementos se conocerdn como bases indirectas.
Si en V se ha seleccionado una orientacién, nos referiremos a V' como un
espacio orientado.

En general, se conocerd como orientacién candénica al conjunto de bases tal
que la base candnica es directa.

Definicion 6.1.8. — Sea V =2 R™ un plano euclideano orientadoy 7 : V=5 V
una rotacién de V. Entonces para toda base ortonormal directa % de V existe
6 € R (el cual es inico médulo 27Z) tal que

cos(0) —sin(0)

R =Matg(r) = Ry =
sin(0)  cos(0)

Nombraremos a 6 como el dngulo de rotacién y utilizaremos la notacién
r = 19 para hacer referencia a éste.

Ejercicio 6.1.9. — Sea V un plano euclideano orientado y 6,6 € R. Probar
que las rotaciones g, rgs € SO(2) verifican las relaciones rgorg: = rg g/, ro = idy,rr = —idy.

Lema 6.1.10. — Sea V wun plano euclideano, y x,y € V \ {0} tales que
llz|| = llyl|. Entonces existe una unica rotacion r : V. — V tal que r(z) = y.

Demostracion. — Definamos el vector unitario e; = ﬁ, y sea eg € V tal que
el conjunto Z = (e, e2) es una base ortonormal de V. Luego existen a,b € R
tales que se tiene la igualdad II%H = ae; + bes. Dado que dicho vector es
unitario claramente a? + b> = 1. Entonces la siguiente matriz corresponde a
una rotacion:

a —b

R =Matg(r) =
b a

de la cual es posible notar que r(e;) = ae; + bey <= r(ﬁ) = HyTH’ y dado

que ||z]| = ||ly|| se tiene r(z) = y.
Para la unicidad, suponer que existe ' € SO(2) tal que r'(z) = y. Como 7/
es un isomorfismo ((r')~! o7)(z) = x, y por ende A\; = 1 es valor propio de
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(r)~1or. En consecuencia,

det((T’/)fl o 7“) =1=XMX=> X =1

1

Como los dos valores propios de (') ~'or son 1, se concluye que (r')~tor = idy,

y por ende r’ = r. O
Definicion 6.1.11. — Sea V = R? un plano euclideano orientado y
@
(]
bien definido gracias al lema anterior), se define el &ngulo orientado entre

z,y € V' \ {0}. Sirg es la unica rotacién tal que r(7%r) = IIyTH (lo cual estd

e y como:
L(z,y) =146

donde 0 € R es unico médulo 27Z. Si se considera 6 € [—m, 7], entonces el

dngulo resulta ser tnico.

Observacion 6.1.12. — Como consecuencia de la demostracion del lema
6.1.10, se observa que:

Y~ gertbes = a = cos&(z,y) = <el, y> = (. 9) = cosd(x,y) = (. 9)
[yl lyll /- [yl [yl

y ademds si %4’ es cualquier base ortonormal directa:

H:LZH> _ det%(xvy) _ detgg(g@/)

l=lillzll ~—=—Tll=llll

1 a
b= = dety (el,
0 b

det g _ detg(z,y)

= sin(4£(z,y)) = [yl

Si consideramos —7 < £(x,y) < 7, entonces el dngulo no orientado definido
en coincide con |£(z,y)|.

Si consideramos una rotacién r € SO(2), entonces (r o r9)(z) = r(y), dado
que SO(2) es conmutativo rg o r = r o rg entonces (r o rg)(x) = ro(r(z)) para
todo z,y € V tal que r9(z) = y. De esto notamos que £(r(z),r(y)) = £L(z,y)
(mod 27Z), lo cual no significa nada m&ds que las rotaciones preservan los
angulos entre vectores, en el sentido que el dngulo definido por cada rotacién
es tdnico.

Ejercicio 6.1.13. — Sea s : V. — V una reflexién. Demostrar que
£(s(z),s(y)) = —4£(x,y) (mod 27Z). Probar ademds que, dados z,y, z € V\{0},
entonces

Lz, y)+4(y, 2) = L(x,2), L(y,z) = L(x,—y), L(z,—y)=4L(z,y)+7 (mod 27Z)
[Indicacién: utilizar ejercicio [6.1.9).
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Definicion 6.1.14 (4dngulo entre rectas). — Sean Lj,Ls C V rectas
en un plano euclideano orientado V', y considere ej, ey vectores directores
unitarios respectivos. Se define el angulo entre rectas como la cantidad
£(Ly1,Lo) := 4(e1,e2) (mod wZ). Siconsideramos £ (L1, La) € [0, 7], entonces
dicho dngulo es tnico.

Proposicion 6.1.15. — Sea V un plano euclideano orientado y Li,La C
rectas. Entonces se cumple que:

SLy © 8Ly = T24(L1,L2)
Demostracion. — Considere los vectores directores unitarios eq, eo de las rectas
Ly, Ly. Dado que estamos considerando reflexiones, det(sy,0sr,) = (=1)2 =1

y se deduce que 7y := S, o s, € SO(2) es una rotacién. Luego es suficiente
calcular el dngulo de rotacién 6, que corresponde a:

0 = L(e1, 51, (51, (€1))) =£(e1, 51,(€1)) =
\:// 4(61,62) + 1(62,8[,2(61)) 24(61,62) — 4(62,61) = 24(61,62)
Ejerciciom

6.2. Isometrias del espacio

En esta seccién consideraremos un espacio euclideano V =2 R3, ie, de
dimensién 3. El objetivo sera entonces describir las isometrias de un espacio
tridimensional, para lo cual emplearemos principalmente ideas y argumentos
geométricos.

Teorema 6.2.1. — Sea V = R? espacio euclideano y sea u : V — V una
isometria. FEntonces existe una base ortonormal B de V de tal forma que
A = Matgz(u) es de la forma

6 0 O
A=10 a —-b
0 a b

donde se verifica que a®> +b* =1 y § = det(u) = £1.

Demostracion. — En primer lugar, notar que el polinomio caracteristico
P, € R[X] es de grado 3, y entonces por continuidad es posible asegurar la
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existencia de una raiz real A € R. Sea ahora x € V vector propio asociado a
A. Entonces dado que u es isometria

Izl = lu(@)lf = Azl = Al = 1Al

Por lo anterior podemos distinguir dos casos distintos:

1. Suponer A = 1. Entonces existe z # 0 tal que u(z) = z el cual pode-
mos suponer unitario, es decir, ||z|| = 1. Considerar L = Vectgr(z) la
cual es estable por u (u(L) = L). Sea II = L* su plano ortogonal el
cual es también estable ya que u(L') = u(L)*. Notar que IT = R2

Entonces consideramos wuyy := u|yy : II = II isometria. Es claro que
det(u) = Adet(ur) = det(ug). Entonces podemos distinguir dos casos:
a) Si det(urr) = —1 entonces upp € O(2) es una reflexién y existe una

base ortonormal %’ = (e1, e3) de vectores propios de II de tal forma
que

1 0
0 -1

B := Matg (ur) =

Luego tomando la base Z = (e2, e1,x) de V se tiene que

-1 0 0
A=Matgz(u)=| 0 1 0
0 01

b) Si det(urr) = 1 entonces upr es una rotacién. Luego existe una base

ortonormal %' = (e1, e2) de II tal que
a —b
B = Mat g (un) =
b a

donde a? + b2 = 1. Entonces si consideramos la base ortonormal
B = (z,e1,e2) se verifica que

1 0 0
A=Matg(un)=|0 a —b
0 b a

2. Suponer ahora A = —1. Entonces —u € O(3) verifica que det(—u) = (—1)3 det(u) = — det(u)
y basta aplicar el caso anterior a la isometria —u.
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Observacion 6.2.2. — Del teorema anterior es posible notar que tr(u) = 2a+6
y entonces a = (tr(u) — det(u))/2 estd definido completamente por u. No
obstante, esto no es cierto para b, dado que b estd determinado por a®+b? = 1,
y entonces se debe “escoger un signo” (de la misma forma que ocurria con las
isometrias del plano!).

Proposicion 6.2.3. — Sea V espacio euclideano y u € SO(3) isometria di-
recta. Entonces se verifica que —1 < tr(u) < 3 ytr(u) =3 < u=1idy. Si
tr(3) entonces existe una unica recta invariante L C V' de tal forma que uln
(donde I1 = L) es una rotacion. Diremos en este caso que u es una rotacién
de eje L.

Demostracion. — Por el teorema anterior existe % base ortonormal de V tal
que
0 a —b
A = Matg(u) =
0 b a

donde § =1y a?+b%>=1. Entonces —1<a<1ly
tr(u) =14+2a=1-2=—-1<tr(u) <3=1+2

ysitr(u) =3 <= a=1Ab=0 <= u =1idy. A continuacién notamos del
polinomio caracteristico que

Pu(2) = (. — 6) (2% — 2ax + 1) = (x — 1)(2* — (tr(u) — 1)z + 1)

y que A = 1 es una raiz del polinomio 2% —(tr(u)—1)z+1 <= 1—tr(u)+2 = 3—tr(u) =0 <= tr(u) =
Ahora, si tr(u) < 3 entonces L := V; = ker(u — id,) es una recta invariante
de u (pues A = 1 es valor propio por lo anterior). Consideramos II := L+ su
plano ortogonal y entonces u(II) = I y det(u) = det(ur) = 1, de donde vemos
que ulr : II = I es una rotacion del plano II. O

Es importante notar que si orientamos el plano II entonces u|p = 79 para
un tnico # € R (mod 27Z), y que ademads verifica que tr(u) = 2 cos(6) + 1.

Observacion 6.2.4. — Es fundamental notar que no es suficiente con escoger
una orientacién para el espacio V =2 R? para determinar el dngulo de rotacién
6. Para ello es necesario también definir una orientacién para II = Lt

Para solucionar dicho problema, utilizaremos el siguiente convenio. Sea V = R3
espacio euclideano orientado, esto es, se ha fijado una orientacién con an-
telacion, diremos que una base (e, e2) de II es directa si la base (e, eq, e2) de
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V es directa, donde e es tal que L = Vecty(e). De esta forma, orientar
induce una orientacién natural en el plano II

Ejercicio 6.2.5. — Demostrar que SO(3) no es conmutativo. (Indicacién:
Considere V = R? y las rotaciones 71,7, de los planos XY e YZ re-
spectivamente en 7/2 y observe que riry # rori.

Corolario 6.2.6. — Sea V = R3 espacio euclideano y u € SO(3) isometria
directa. Entonces u es el producto de dos reflexiones.

Demostracion. — Si u = id, entonces idy = sos = s para toda reflexién
sy — V. Suponer entonces que u # id,. Entonces u es una rotacién de eje L
y su restriccién al plano ortogonal IT = L+ es una rotacién del plano IT 22 R2,
Entonces por el Corolario [6.1.2dicha restriccion es producto de dos reflexiones.
De forma explicita, si II; es un plano que contiene a L, St, ou es una reflexion
respecto a un plano Ily conteniendo a L. Asi

SHlou:SH2 — ’U,:SﬁllOS]_b:SHlOSHz
]

Proposicion 6.2.7. — Sea V = R3 plano euclideano y u € O(3) una
isometria indirecta (det(u) = 6 = —1). Entonces existe una recta L C 'V
mwvariante de tal forma que uw =1y, 0o S;r = S ory es el producto conmutativo
de una rotacion r;, € SO(3) de eje L y una reflexion sip respecto al plano

ortogonal II = L. Ademds, u es el producto de tres reflexiones.

Demostracion. — Sea B = (e, e, e3) una base ortonormal de V' tal que
-1 0 0
A=Matg(u)=1 0 a —b
0 b a

con a® + b? = 1. Notar que

() Geométricamente orientar la recta L es escoger un vector director de L que esté en di-
reccién hacia ‘arriba’ o ‘abajo’.

) Esto es lo que generalmente se conoce como la ‘regla de la mano derecha’, pues definir una
orientacién en el plano II equivale a escoger como positivo el sentido ‘antihorario’ u ‘horario’.
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-1 0 O 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 a —b|=1]0 a —b 0O 1 0o]l]=|10 10 0 a -b
0 b a 0 b a 0 0 1 0 0 1 0 b a

A R S 5 R

Si L := Vectgr(e1) entonces claramente II = Vectr(e2,e3) vy R = Matg(rr) es
una rotacién de eje L, mientras que S = Mat»(Sy) es la reflexion respecto al
plano II. Del corolario anterior sabemos que rj, es producto de dos reflexiones,
por lo que A es producto de 3 reflexiones. O

Para finalizar esta seccién se dard una definicién formal del producto vec-
torial o producto cruz, el cual serd de utilidad para determinar los dngulos
de rotacion de los elementos de SO(3).

Sea V = R3 espacio euclideano orientado y 4% una base ortonormal de .
Definimos la aplicacion lineal

f:V—=-R | z+— f(z) =detg(z,y, 2)

en donde z,y € V son vectores fijos. Notar que dicha aplicacién no depende de
la base ortonormal directa escogida, pues si %’ es ortonormal directa entonces
detgy (#) = 1. Si denotamos por B = (-,-) : V x V — R al producto escalar
entonces B : V = V* tal que E(y) = (-,y) es un isomorfismo. Por lo tanto,
dados z,y € V existe un tnico vector en V asociado a E*I( f). Estas dos
observaciones nos permiten definir el siguiente objeto.

Definicion 6.2.8. — Sea V = R3 espacio euclideano orientado, y x,y € V.
Se define el producto cruz entre x e y como el tinico vector denotado por
x Xy € V de tal forma que para toda % base ortonormal directa se verifica
que

detg(z,y,2) = (x xy,z) VzeV

Proposicion 6.2.9. — Sea V = R3 espacio euclideano orientado. Entonces
1. La aplicacion
VxV >V, (r,y) —»x Xy

es bilineal alternada.

2. El producto x Xy es ortogonal a x ey. Ademdsxxy =0 <= x ey son
linealmente dependientes. Si x ey no son colineales entonces (x,y,x X y)
es una base directa de V.
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3.8 0 = 0(x,y) es el dngulo no orientado entre x e y entonces
[l >yl = llz[lllyll]| sin(6)]

Demostracion. — Para probar 1. es suficiente notar que para todo z € V
(y X x,z) = detyg(y,z,z) = —detg(r,y,2) = —(x X y,2) = yxr=—T XYy

de donde se deduce que la aplicacién es alternada. La bilinealidad es directa
de las propiedades del determinante.
Para la propiedad 2. notar que (z X y,x) = detg(z,y,z) = 0 (pues es dety es
una forma alternada) y (x Xy, y) = detg(z,y,y) = 0, y asi x e y son ortogonales
a xxy. Six,y son linealmente independientes entonces es posible completar en
una base (z,y,z) de V' y entonces (z X y, z) = detg(z,y,2) #0 = x x y # 0.
Ademas

Iz x ylI* = (& x y, = x y) = detg(z,y,z x )
y entonces si x,y son colineales entonces ||z x y||> = 0 = 2z x y = 0. De
lo anterior también se deduce que si x,y son linealmente independientes
detg(z,y,z X y) > 0 entonces (x,y,x X y) es una base ortonormal directa.
A continuacién probaremos 3. Para comenzar supondremos que z e y son
ortogonales y unitarios (esto es, ||z|| = ||yl =1y (x,y) = 0). Sea e € V tal
que # = (x,y,e) es una base ortonormal directa. Entonces para todo z € V
por la Proposicién [5.9.5 se tiene que

z = <Z, .%'>$ + <Z>y>y = det%’(%% Z) = <Z, €> detgg(l‘, Y, 6) = <€7 Z) =e=r Xy
y ademds se tiene que |le|| = ||z x y||. Ademds como (z,y) = 0 entonces
O(xz,y) = /2 = |sin(f)| = 1. Por lo tanto ||z x y|| = ||=|||ly]||sin(f)| = 1.
Ahora supongamos que x e y no son unitarios. Entonces z/|z| v y/|y| son
unitarios y
€ Y

—_— >< —_
]l [yl
Ahora, si x e y son unitarios, es claro que x y z(z,y) — y son ortogonales pues

=1 <= [z xyl = [lz[lyl

<33,(L‘<IE,y> - y> = <33,£L‘><fl?,y> - <‘/an> =0
Entonces utilizando el caso anterior y el hecho que x x x = 0 notamos que
e >yl = llz x (z(z,y) —y)ll = l=lll=(z,y) —yll = [|(z, y) -y
ademds de que

|z, y) — ylI> = (z,y)* — 2(x,9)> + [y = 1 — (2,y)* = 1 — cos?(0) = sin*(0)
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y deducimos que ||z x y|| = |sin(#)|. Con todo lo anterior, para el caso general
se tendra que
x Yy . .
el < Tl = [sin(0)] = [l x y|| = [lz[l[lyl[| sin(0)|
O
Observacion 6.2.10. — 1. Sea V = R3 espacio euclideano orientado y %

base ortonormal directa. Si (x1,x2,73), (y1,¥2,y3) € R3 son las coorde-
nadas de x e y en la base A respectivamente, entonces las coordenadas
de z x y € V son

T2 Y2 I U 1 W

T3 Y3 T3 Y3 T2 Y2

dado que son los coeficientes del desarrollo de la iltima columna de la
forma lineal

1 Y1 21
(xxy,z) =detg(z,y,2) =| z2 y2 22
T3 Y3 =23

2. Sea uw = r, € SO(3) una rotacién de eje L. Podemos orientar la recta L
al escoger un vector director e € L. Entonces se induce una orientacién
natural en el plano IT = L+ de tal forma que u| = rg € SO(2) posee un
tnico dngulo de rotacién 6 €] — w, w]. Seay € V '\ {0} vector ortogonal a
Lye :=c¢e/le]l v :=y/|lyll- Entonces B = (¢/,y',e’ x y') es una base
ortonormal directa de V' y

1 0 0 1 0 0
Matw (W) = |0 (u@)y) (e xy)y) | = |0 cos®) —sin(®)
0 (u(y),e xy') (ule xy'),e xy) 0 sin(f) cos(6)

= sin(f) = (u(y'), e'xy’) = (¢'xy’, uly’)) = detz (€', y', uly’)) = M detz(e, y,u(y))

Notemos ahora que si « € V \ {0} es no colineal a e entonces
y := x — (x,€')e/ es no nulo y ortogonal a e. Entonces sin(f) posee
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el mismo signo que
detg(e,y,u(y)) =detz(e,x — (x, Ve, u(x — (z,€e)e))

=detg(e, z,u(z) — (x, ') u(e))
—~—

6/

=detg(e, z,u(z))

De todo lo anterior podemos concluir que si u = rry € SO(3) es una
rotacién de eje L, orientado por un vector director e € V', y dngulo 6 €] — 7, 7],
entonces

1. tr(u) = 2cos(f) + 1

2. sin(f) posee el mismo signo que detg(e,xz,u(x)) donde = ¢ Ly B es

cualquier base directa.

Ejemplo 6.2.11. — Veamos a continuacién dos ejemplos de lo anterior.
1. Sea
0 01
A=[1 0 0] € M3(R)
010

Es sencillo notar que A es ortogonal pues A'A = I3y det(A) = 1,
esto es, A € SO(3) y es la matriz de una rotacién rz, g cuyo eje L estd
orientado por un vector propio asociado a A = 1. Es directo calcular que
L =V, =ker(A — I3) = Vect((1,1,1)). Entonces es posible calcular
notando que
» tr(A) =0=2cos(f)+1=cos(d) =—-1/2y 0 =27/3060 =—2m/3.
= El vector z = (1,0,0) no se encuentra sobre L y 7 g(x) = (0,1,0).

Luego
1 10
detg(e,z,mp9(z)) =11 0 1|>0
1 00

y se deduce que sin(f) > 0 = 6 = 27/3.

= Sea V =R3 y r la rotacién de eje generado y orientado por el vector
e1 = (36,—48,25) y dngulo § = 7/2. Si L = Vectg(e1) entonces el
plano II = Lt viene dado por la ecuacién 36z — 48y + 25z = 0. En
particular eg = (4,3,0) € II. Luegosi e := e; Xeg = (—75, 100, 300)
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entonces (e, €2, e3) es una base directa. Normalizamos

e,_€1_736*48§ e,_eg_é;?)o 6/_ eg_ﬁig
Y7 el — U657 65 65 27 Jlea]] — \5 57 57 les]| — \ 13713713

para obtener la base ortonormal directa & = (€], €, €5). Notamos
a continuacién que en dicha base

1 0 O
Matg(r) =10 0 —1
01 0

Ademas se tiene que la matriz cambio de base a la base candnica es

36 52 —15
1
P=_—_1_
65 48 39 20
25 0 60
y entonces
1296 —3353 —2220
1
PAP ' =PA'P=——| - _

1295 103 2309 3540

4020 1140 625

es la matriz de 7 en la base canénica de R3. Ademds notar que la traza
verifica que tr(r) = (1296 + 2304 + 625)/4225 =1 = 1 + 2 cos(m/2).

2. Consideremos la rotacién r de V = R? de eje generado y orientado por
el vector e; = (36,—48,25) y de dngulo § = 7/2. Si L = Vectgr(ey),
el plano II = L' estd dado por la ecuacién 36z — 48y + 25z = 0. En
particular, el vector ea = (4, 3,0) € II. Sea es = e; x ea = (=75, 100, 300)
producto cruz. Por construccién, (ej, ez, e3) es una base directa.

Al normalizar, obtenemos:

, e1 36 —48 25 , e 4 3 , e3 -3 4 12
€= =\ % G 0ar |0 27 51 T 77750 ; €3 = =\ 3979742 |
lle1]| 65" 65 65 lleal] 55 lles]| 1371313

y luego # = (e1, €2, e3) es una base ortonormal directa. En esta base se
tiene que:

0
A=DMatg(r)=10 0 —1
01 O
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La matriz cambio de base a la base candnica es

36 4 =3
o 5 wm| 30 92 1
— —48 3 4 —
P=|38 2 &l=g|- 30 2
25 12
% g 12 25 0 60

1296 —3353 —2220
1
— PAP ! = PAP! = —103 2309 —3540

4295
4020 1140 625

matriz de r en la base canénica de R3. Notar que la traza tr(A) = 5552 (1296+2304+625) = 1 = 1+

6.3. Isometrias en dimensién arbitraria y Teorema de Cartan-
Dieudonné

En las secciones previas se demostré que toda isometria de V =2 R? es el
producto de a lo méas 2 reflexiones, y de forma andloga que toda isometria
de V = R? es producto de a lo mds 3 reflexiones. Como el lector podrd
imaginarse, este resultado puede ser generalizado a espacios de dimensién finita
arbitraria. Establecer este resultado, demostrado por Elie Cartan (1869-1951)
y Jean Dieudonné (1906-1992), serd nuestro objetivo durante las préximas
paginas.

Lema 6.3.1. — Sea V= R" espacio euclideano y x,y € V \ {0} tales que
v #yylz| = |yl Sea H := (x —y)* el hiperplano ortogonal a la recta
generada por el vector x —y. Entonces sg(z) =y.

Demostracion. — Nos interesa encontrar vectoresa € Hy b € H* = Vectg(z—y)
de tal forma que x = a + b. Para ello notar que
T+ T —
@+%m—w:HmlﬁMP:Oéa:AEEEHWb:x—a: 2y

Luego es suficiente observar que
sp(x) = THYY _(*Y =
i 2 2

Teorema 6.3.2 (Cartan-Dieudonné). — Toda isometria de un espacio eu-

O]

clideano V' de dimg (V) = n > 2 es producto de a lo mds n reflexiones.
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Demostracion. — Utilizaremos induccién sobre dimg (V) = n. Sin = 2 en-
tonces este caso ya ha sido probado. Sea u € O(n) isometria de V' = R™. Si
u = Idy entonces u = sos para toda reflexién s € O(n). Suponer entonces que
u # Idy, por lo que existird = € V' vector no nulo de tal forma que u(x) # .
Como u € O(n) se tendrd que |z|| = ||u(z)| y por el lema existe una
reflexién s € O(n) tal que s(z) = u(z) = s?(x) = 2 = (sou)(x). Por ende
vemos que la recta L := Vectg(z) y su hiperplano ortogonal H := Lt son
subespacios invariantes de la isometria sou € O(n).

Por hipdétesis de induccién se tendra que (s o u)|g posee una descomposicion
en a lo mds n — 1 reflexiones, esto es,

(sou)lg = spyo-smy,, m<n-—1
donde Hj, ..., Hy, son hiperplanos en H (dimg H; =n—2V1 < j <m). Para
cada j € {1,...,m} definimos H; := Vectg(H}, L) el hiperplano en V generado
por H]’ y la recta L. Entonces es posible notar que sy, o---osp, |r = Idy,
y que ademds dicha isometria conincide claramente con sowu en H. Debido a
que V = H o L entonces
SOUZSHI o...OSHm
y finalmente
u:s_losHlo...SHm =s08y, 0---08,,

O]

Definicion 6.3.3 (funcién isométrica). — Sea V = R" espacio euclideano.
Se dice que ¢ : V' — V es una funcién isométrica si Vo, y € V

d(p(z), o) = d(z,y) £ o(x) — ()] = Iz - ]

Por definicién, una funcién isométrica es aquella que preserva la norma in-
ducida por el producto escalar en un espacio euclideano, lo cual intuitivamente
significa que dicha funcién mantiene intactas las distancias entre los distintos
elementos del espacio (de ahi que ‘preserve la métrica’).

Por lo estudiado hasta ahora, claramente toda isometria v € O(n) es a su vez
una funcién isométrica. Sin embargo, no toda isometria es lineal. Esto es claro
notando que si a € V es un vector fijo, la traslacién en a, definida como

teg: V=V, r=to(r) =x+a

es claramente una funcién isométrica la cual no es lineal para a # 0.
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Teorema 6.3.4. — Sea V = R" espacio euclideano y ¢ : V. — V funcion
isométrica. Entonces existe un unico a € V' y una unica isometria uinO(n) de
tal forma que

p=toou < px)=u(r)+a YreV

verifica que ¥(0) = 0y d(¥(x),psi(0)) = d(z,0) <= |[l¢(z)]| = [lz[| para
todo x € V. Consideremos (eq,...,e,) base ortonormal de V. Entonces para

L F ]

(z) =

Demostracion. — Considerar a := ¢(0) € V. Note que la funcién ¢ :=t_gop : V=V
si(0)
)

l(es) = w(es)ll = d(¥(ei), les)) = dleirej) = llei = ej] = V2

Ademas

[(es) = wle)lI” = [[(ea)l” + [lvo(e))I” —2(w(es), tle;)) = (w(ei), v(e;)) =0
—— N———

=2 =1 =1

y entonces (¢(e1),...1(en)) es una base ortonormal de V. Sea x € V arbi-
trario. Luego podemos escribir z y ¥ (z) como

n n
v=> wie;, V()= yjt(e))
j=1 J=1
Entonces
d(z,er)” = [l — ex||® = ||z]* = 2(z, ex) + llex]|* = ||l *z) + 1
y ademas

d(W(@), ¥(er)® = ¥(@) = vlen)* = llv(@)|* = 2y + 1 = |l2]|* — 2y + 1
Dado que d(i(z), ¢ (er)) = d(z, ex) se obtiene que xp = yr Vk y asi

D wjes | = mjibey)
j=1 Jj=1

de donde deducimos que ¥ es lineal. Ademds, vimos que 1) preserva la norma,
lo que permite afirmar que ¥ € O(n). De esta forma ¢ = t, o u.

Para concluir veamos la unicidad. Sean a,b € V y u,v € O(n) tales que
@ =1t 0u =1t ov. Entonces

QP(O):U(0)+a:U(O)+b:>a:b/\u:t_ao(p:v
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6.4. Reduccidon simultinea de formas cuadraticas e hipersuperficies
cuadricas

Consideremos V 22 R" espacio euclideano. Gracias al Teorema de Sylvester
ya estudiado, es posible afirmar la existencia de una base ortogonal de tal
manera que la forma cuadritica |z|> definida por la norma se reduce a la
expresién ||z]|? = 22 + --- + 22. De forma general, toda forma cuadratica

Q@ : V — R posee una escritura de la forma
Q(z) = a2t 4+ )\pa:f, - )\p+1x12)+1 — = )\p+qa:12,+q
donde (p,q) es la signatura de Q y (x1,...,2,) son las coordenadas de =

en una base ortogonal. El siguiente teorema nos permitira hacer la reduccién
simultanea de las formas cuadraticas Q y || - [|2.

Teorema 6.4.1. — Sea V = R" espacio euclideano y Q : 'V — R forma
cuadrdtica. FEntonces existe una base ortonormal de V la cual es ortogonal
respecto a Q.

Demostracion. — Por simplicidad denotaremos durante esta demostracién
E := () : VxV — R el producto escalar de V. ysea B : V xV — R
la forma bilineal simétrica asociada a (). EL objetivo serd construir un
endomorfismo u : V' — V tal que B(x,y) = (z,u(y)) Vx,y € V. Utilizando la
notacién B(z,y) = B(y)(z) y (z,u(y)) = E(z,u(y)) = E(u(y))(z) entonces
B =Fou. Como E es no degenerado E:V 5 V* es un isomorfismo y por
tanto es posible definir v := EloB:V V. Luego

(z,u(y)) = B(z,y) = By, z) = (y, u(z))

de donde vemos que u = u*, es decir, u es simétrico. Por ende, existe una

base ortonormal & = (ei,...,e,) en la cual u es diagonalizable, esto es,
u(ej) = Aje;j para ciertos Ai,..., A, € R,

Blei, ej) = (ei, u(e;)) = Ajlei, €j) = (9i;
de donde se deduce que & es ortogonal respecto a Q. O

A continuacién veremos una de las aplicaciones del resultado anterior.
En concreto, usaremos esto para estudiar las llamadas hipersuperficies
cuddricas o simplemente cuddricas. Comenzamos con la siguiente definicién.

Definicion 6.4.2. — Sea V = R”" espacio euclideano, @ : V — R forma
cuadrética, f : V — R forma lineal y ¢ € R una constante. Decimos que el
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conjunto definido por

X={zeV: Q@)+ f(z)+c=0}CV
es una cudadrica en V. Ademds, diremos que la cuddrica X C V es hiper-
superficie cuadricalsuave si la forma cuadritica @ : V x R — R definida
por

Q(z,t) = Q) + f(x)t + ct’

en V x R® = R"! es no degenerada, de lo contrario diremos que X C V es
singular.

Observacion 6.4.3. — Seapc V yt_,:V =V, x— x—p la traslacién
en —p. Entonces si X C V es una cuddrica el conjunto t_,(X) corresponde al
conjunto de x € V tales que

0=Q(x+p)+ f(x+p) +c=Q(x)+2B(x,p) + f(z) +Q(p) + f(p) + ¢
=Q(z) + (2B(p) + f)(z) + (Qp) + f(p) + )

donde B : V x V — R es la forma bilineal simétrica asociada a ). De esta

forma t_,(X) es una cuddrica asociada a la forma cuadraitica @, a la forma

lineal (2B(p) + f) € V* y a la constante ¢ := Q(p) + f(p) + c.

Ahora, si Q es no degenerada entonces B :V & V* es un isomorfismo

y es posible escoger p := —E‘l(f/Q). Luego t_,(X) adquiere la forma

Q(x) + ¢ =0y t_p(X) resulta ser simétrica respecto del origen (puesto que

ret_p(X) = —zet_p(X)).

Definicion 6.4.4. — Sea V= R" espacio euclideanoy X = {z € V : Q(z)+f(z)+c=0} CV
cuddrica. Entonces la cuddrica X se dice centrada si la forma cuadritica

asociada @ : V — R es no degenerada. Mds ain, X se dice centrada en el
origen si f = 0.

Gracias a la observacién anterior, es claro que toda cuddrica centrada puede
ser trasladada a una cuddrica centrada en el origen. El punto p = —B~1(f/2)
se dird el centro de la cuddrica centrada X = {x € V : Q(z)+f(z)+c =0} C V.

Proposicion 6.4.5. — Sea V= R"™ espacio euclideano y X = {x € V : Q(x)+c = 0}
una cuddrica centrada en el origen. Entonces existe una base B = (e1, ..., ey)
de tal forma que

r=x€1+...+xHE, € X <— /\1%%4-.../\”.%'721—!-0:0

donde A1, ..., A\, € R\{0} son no nulos. En particular X es suave <= ¢ # 0.
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Demostracion. — Del Teorema existe # = (ey,...,e,) base ortonormal
de V la cual es ortogonal respecto a (). Entonces la matriz Az de @ en dicha
base es

AN - 0
Ag =
0 - A\
donde det(Ag) = A --- A, # 0 pues @ es no degenerada. Entonces si
(z1,...,2n) € R™ son las coordenadas del vector = € V respecto a la base

% entonces Q(z) = >, )\jm? obteniendo el resultado deseado. Ademads, si

consideramos Q(x,t) = Q(z) + ct? su matriz corresponde a

M oo 0 0
0 An O
0 0 c
por lo tanto, X es suave <= ¢ # 0. O

La ecuacion de la proposicién anterior se conoce como “ecuacién reducida”’
de la cuadrica X. Utilizaremos la siguiente terminologia:

1. Un eje de la cuddrica X C V es cualquier recta L C V generada por un
vector propio asociado a uno de los valores propios Aq,..., A, € R. Si
p € X se encuentra sobre un eje, es decir, p € X N L para algin eje L de
X, entonces p es un vértice de X.

2. Una cuddrica en el plano V 22 R? es denominada cénica.

3. Una cuadrica en el espacio V 2 R? es denominada superficie cuadrica

Ejemplo 6.4.6. — A continuacién estudiaremos tres ejemplos en donde se
aplicaran los conceptos y resultados previos.

1. La cénica en V = R? dada por la ecuacién y = 2 4+ 1 no corresponde a
una cénica centrada pues la forma cuadrética Q(z,y) = 22 es degenerada.
No obstante, la forma cuadratica @ (z,y,t) = 22 —yt+t? es no degenerada
y luego dicha cénica es suave.
2. Considerar la cénica C' C R? definida por la ecuacién 3z2+2xy+3y*+4x—4y = 0.
La matriz de Q(z,y) = 322 + 2zy + 3y? corresponde a
3

1
A= = det(4) =8#0
1 3
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siendo entonces @ no degenerada y C' centrada. Considerar su centro
p = (a,b) € R?y f(z,y) = 4x — 4y. Hallaremos el centro de la cénica
imponiendo la anulacién del término lineal
3(z+a)?+2x+a)y+b) +3(y+b)?+4x+a)—4(y+b) =0
< 6ax + 2ay + 2bx + 6by +4x — 4y =0 Vz,y e R
y obtenemos un sistema lineal cuya solucién corresponde a p = (—1,1).
Analizemos ahora la cénica C' = t_,(C') trasladada en p. Entonces
=4 =8
/ 2 2 2, N \
C" ={(z,y) € R* : 32" + 22y + 3y“ + Q(—1,1) + f(—1,1) = 0}
={(z,y) € R?: 322 + 22y + 33> = 4}
Calculamos el polinomio caracteristico
z—3 -1
Pa(z) = —(2-32-1=2>—6x+8=(x—2)(z—4)
-1 z-3

y notamos que A tiene valores propios A\ = 2, A\ = 4. Encontramos un
vector propio asociado a Ay

1 1 T T+y 0
11 Y Tty 0

y entonces
(1 —1
(53
es un vector propio unitario. Como Vy = V2l es claro que
(11
= ()
es un vector propio unitario asociado a As. Entonces, en la base ortonor-
mal B = (e1, e2) obtenemos la ecuacién reducida
2X? +4Y% =4
la cual corresponde a una elipse. Notar que los ejes de C corresponden a
las rectas generadas por e; y ea. Ademds sus vértices son +v/2¢4 y tes.

3. Estudiaremos ahora la superficie cuddrica S C R3 determinada por
22 + 3y? 4+ 22 + 42z = 3. La matriz de la forma cuadraitica asociada
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Q(,y,2) = 2% + 3y + 22 + 42 corresponde a

1 0 2
A=10 3 0
2 01
Dicha matriz posee valores propios A\; = —1 y A2 = 3 con multiplicidad

2. Luego los vectores

1/V2 1/v2 0

v = 0 S V)q? V2 = 0 ) v3 = 1 S V)\Q
—1/V2 1/V2 € Vy, 0

forman una base ortonormal % de R? en la cual la ecuacién reducida de S
corresponde a

~X24+3Y?+32%=3
y por lo tanto S es un “hiperboloide de una hoja”. Ademsds los ejes de S son
las rectas generadas por v; y todas las rectas contenidas en V), = V)\Ll.

Definicion 6.4.7. — Sea V =2 R"™ un espacio vectorial real y U C V subespa-
cio. Sea p € V. Definimos el subespacio afin de V' dirigido por U pasando
poe p como el conjunto

p+U={zeV:iz—peU}t={p+u:uelU}

Utilizando las ideas estudiadas sobre espacios vectoriales cocientes, es claro
que el conjunto p+ U corresponde a la preimagen de [p] en el espacio vectorial
cociente V/U. De forma mds explicita, si & = (e1,...,e,) es una base de U
entonces

p+U={p+X er+...+ e, : A\,..., N\ €R}
Ejemplo 6.4.8. — A continuacién se presentan dos ejemplos concretos de la
definicién anterior.

1. Sea # = (e1,...,e,) base de V= R™ y considerar el hiperplano definido
por

n
H = x:ZEV:alml—i—...—i—anxn
j=1
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Si (p1,...,pn) es el vector de coordendas de un punto p € V, entonces el
hiperplano afin dirigido por H pasando por p es el conjunto

n
{reV:iz—peH} = xzz:zjej eViai(zy —p1) + ... +an(rn —pn)
j=1
2. Sea V = R™ espacio euclideanoy X = {x € V : Q(z) + f(z) + ¢ = 0} una
cuddrica. Sea L = p + Vectr(e) = {p + te : t € R} la recta afin dirigida
por e pasando por p. Entonces los puntos del conjunto X N L verifican

0= Q(p-+te)+ f(p+te) +c=Q(e)t* + (2B(e,p) + f(e))t + (Qp) + f(p) +¢)
Se obtiene entonces una ecuaciéon de grado 2 en la variable t cuyo dis-
criminante corresponde a

A = (2B(e,p) + f(€))* = 4Q(e)(Q(p) + f(p) + ¢)

Por ende existen dos alternativas, L C X o bien X N L consiste en a lo
més dos puntos. En caso que Q(e) # 0 pueden suceder

s A<Oencuyocaso XNL=10]

= A >0y setendrd que X N L = {p1,p2}

» A=0yental caso X NL = {p}
Si ocurre que A = 0 entonces se dird que L es tangente a la cuddrica
X, incluso si Q(e) = 0.

Definicion 6.4.9 (espacio tangente). — Sea X cuddrica en el espacio eu-

clideano V=2 R™ y p € X. Definimos el espacio tangente de X en p
por

T,X :={L C V : L es una recta afin pasando por p tal que L es tangente a X}

Podemos distinguir dos casos
1. T,X =V y en dicho caso X es una cuddrica singular.
2. T, X es un hiperplano afin.
Miés atin, se tendrd que X es suave <= T, X es un hierplano afin Vp € X.

Demostracion. — Dado que p € X la condicién de tangencia A = 0 se reduce
a 2B(e,p) + f(e) = 0, o equivalentemente (2B(p) + f)(e¢) = 0. Entonces la
unién de las rectas tangentes a X en el punto p corresponde al subespacio
afin dirigido por H := ker(2§(p) + f). El conjunto H corresponderd a un
hiperplano excepto si 2§(p) + f =0, en cuyo caso T,X = V. Consideremos
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la forma cuadrdtica Q(z,t) = Q(z) + f(x)t + ct2. Empleando la formula de
polarizacién para encontrar su forma bilineal simétrica asociada

B((x,1), (4,5)) = Bla,y) + 5 f(x)s + 5 fu)t + cts

y ademés

B((p,1), (4:0) = Blp.) + 5 f(4) = 52B(0) + ()

De lo anterior deducimos que la condicién 2B (p)+ f = 0 significa que el vector
(p,1) € V X R es ortogonal a V' x {0} con respecto a la forma cuadratica Q.
Ademas es claro que

Qp.1) =Q(p) + f(p) +c=0
pues p € X. ]
Ejemplo 6.4.10. — Si x es una cuddrica centrada en el origen (esto es, @ es

no degenerada y f = 0) entonces su espacio tangente 7, X estd dirigido por
H = ker(B(p)) = {x € V: B(x,p) = 0} =: p*¥ ortogonal de p.

Ejemplo 6.4.11. — Sea C C R? la elipse de ecuacién 22?/a® + y?/b%=1.
Entonces tenemos que

2y T1T2 | Y1Y2
Q(z,y) = atE= B((z1,%1), (z2,92)) = 2 B2

Entonces si p = (xg,y0) € C, como C estd centrada en el origen el espacio

b2

tangente a C por el punto p estd dirigido por la recta
L:pLQ:{(:U,y)ERQ:@-i-%: }
a

y entonces

_ 2 @—20)yo  W—yo)yo | _ 2. TT0 | YYo
TpC—{(a:,y)GR : e + 72 _0}_{(x,y)eR T _1}

Con las herramientas que hemos desarrollado, podemos hacer una clasifi-

cacién bastante sencilla de superficies cuddricas en base a la signatura de la
forma cuadratica asociada. Si S C R? es una superficie cuddrica suave y
centrada en el origen, su ecuaciéon puede ser reducida, empleando una base
conveniente, a uno de los siguientes casos

1. Si posee signatura (3,0) entonces S corresponde a un elipsoide, cuya

ecuacioén es ) ) )
T Y z
—+=5+==1
a? b2 2
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2. Si su signatura es (2,1), S es un hiperboloide de una hoja de ecuacién

.T2 y2 22

a? b2 2

3. Si tiene signatura (1,2) entonces S es un hiperboloide de dos hojas

=1

1

Teorema 6.4.12. — Sea V = R" espacio euclideano y S C V hiperboloide
de una hoja. Entonces S es una superficie reglada: para cada p € S existen
dos rectas afines contenidas en S, definidas por la interseccion de S y su plano
tangente T,S.

Demostracion. — Dado que S es suave por la Proposicién T,S es un

plano afin, que ademds esté dirigido por p?, pues S es centrada en el origen

(ejemplo [6.4.10). Consideramos la forma cuadratica de su ecuacién reducida
2 2 2

R Ve
Q(%yaz)zg‘beg—cﬁ

Considerar p/ € p? yp+p € T,S. Luego p+p’ € S siy sélo si

0=Q(p+p)—1=Q(p)+2B(p,p) +QF) — 1= Q)
:,1./ T
y entonces la interseccion 7,5N.S corresponde a la traslacién por el vector p del
conjunto de vectores isétropos respecto a la restriccion Q' = Q]p 1o. Debido
a que Q(p) =1 > 0y @ tiene signatura (2,1), entonces la forma cuadratica
Q' posee signatura (1,1). Finalmente, por el Teorema de Sylvester existe una
base de p@ = R? de tal forma que Q'(u,v) = u?> —v? = (u+v)(u—7v). Por lo
tanto, los vectores isétropos respecto a () corresponden a la unién de las rectas
U=Vyu=—u. ]

Ejercicio 6.4.13. — Sea V = R3 un espacio euclideano y S C V un elipsoide
o un hiperboloide de dos hojas. Demostrar que para todo p € S T,5NS = {p}.
[Indicacién: Analizar la signatura de Q'].

Ejercicio 6.4.14. — Considere la superficie cuddrica S C R? definida por
zy+xz+yz+2y+1=0

Determinar una base ortonormal de R? en la cual S adquiera una ecuacién
reducida. Determinar su ecuacién y su naturaleza geométrica.



CAPITULO 7

FORMAS HERMITIANAS Y PRODUCTO
ESCALAR COMPLEJO

En el capitulo 5, estudiamos en detalle los espacios euclideanos, los cuales
no son mas que un espacio vectorial real V' 2 R” junto a una forma bilineal
simétrica no degenerada, que conocemos como producto escalar o producto
interno. Durante este capitulo nos dedicaremos a extender esta nocién de
espacio euclideano a los espacios vectoriales ahora sobre el cuerpo C de los
nimeros complejos. En definitiva, trabajaremos sobre un espacio vectorial
complejo V' 22 C" al cual dotaremos de un producto escalar.

7.1. Formas hermitianas

Para motivar nuestro estudio, tendremos como punto de partida el siguiente
ejemplo, que resultard ser fundamental.

Ejemplo 7.1.1. — En R?) la norma euclideana ||(z,y)] = /22 + y?

estd definida a partir (de la raiz cuadrada) del producto escalar canénico

((x1,91), (x2,y2)) = x1x2 + Yy1y2. Si consideramos ahora los nidmeros com-

plejos z1 = x1 +iy1 y 22 = x2 + iye, nos gustarfa construir una funcién

h:C x C — C tal que para z; = 22 obtengamos h(z1,21) = 2% + y3.

Notar que si considerdsemos simplemente el producto z1ze = (x1+iy1)(xe+iy2) = (x122—y1Y2)+i(x1:

entonces para z; = zo obtendriamos z% = (m% - y%) + i2x1y1, el cual no es

necesariamente real y que no podemos usar para calcular el médulo de z;.

Por otra parte, dado que |z|> = 2%, si consideramos cualquiera de las dos
funciones

hi(z1,22) := z1Z2 0 ha(z1, 22) = hi(z1, 22) = Z1 22,

entonces obtenemos para z; = 29 el resultado esperado.
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Es muy importante notar que hy y ho no son formas bilineales complejas,
puesto que hy (resp. hg) es Clineal en la primera variable (resp. segunda
variable), pero no es lineal en la segunda (resp. en la primera). Por ejemplo,
para todos z1, 22,23 € C (pensados como vectores) y todo A € C (pensado
como escalar) se tiene:

h1 (21—{—)\22, 23) = h(Zl, 23)—|—)\h(22, 23) y h1 (23, Zl—|—)\2’2) = hy (23, Zl)—FXhl (23, 22).

Luego, hy es anti-lineal (o lineal conjugada) respecto a la segunda variable:
diremos que hj es sesquilineal.

En lo que sigue supondremos que los espacios vectoriales son de dimensién
finita, a pesar de que la mayoria de las definiciones tienen sentido en dimensién
arbitraria.

Definicion 7.1.2 (aplicacién anti-lineal). — Sean V,W dos C-espacios
vectoriales. Decimos que una funcién ¢ : V. — W es una aplicacién anti-
lineal si para todos vi,v2 € V y todo A € C se tiene que

p(v1 +v2) = p(v1) + @(v2), (A1) = Ap(v).

Observacion 7.1.3. — Es muy importante observar que si V' es un espacio
vectorial sobre C, entonces podemos definir el espacio vectorial conjugado
V de la manera siguiente: como grupo abeliano definimos V :=V y,siv € V
es un vector y A € C un escalar, entonces definimos la multiplicaciéon por
escalares en V mediante
v = Ao,

donde el lado derecho lo definimos a partir de la estructura de espacio vectorial
complejo de V. Luego, una funcién ¢ : V. — W es anti-lineal si y sélo si la
funcién ¢ : V' — W es una aplicacién lineal (en el sentido usual).

Definicion 7.1.4 (forma sesquilineal). — Sea V' = C™ un espacio vectorial
complejo. Decimos que una funcién h : V x V — C, (z,y) — h(z,y) es una
forma sesquilineal si:

1. h es C-lineal en la primera variable, i.e., para todos z,y,z € Vy A e C
se tiene que
h(Az,y) = Ah(z,y) v h(z+y,2) =h(z, 2) + h(y, 2).
2. h es anti-lineal en la sequnda variable, i.e., para todos x,y,z € Vy A € C
se tiene que

h(z,\y) = M(z,y) v h(z,y+2) = h(z,y) + h(z, 2).
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Denotamos por Sesq(V) al espacio vectorial complejo de formas sesquilineales
en V. Finalmente, dada una forma sesquilineal h : V x V — C, defini-
mos la forma sesquilineal adjunta h* : V x V — C mediante la férmula

h*(z,y) := h(y, z).

Ejercicio 7.1.5. — Probar que la forma sesquilineal adjunta h* : V xV — C
es una forma sesquilineal.

Observacion 7.1.6. — En vista de la observacién anterior, una forma
sesquilineal h : V xV — C es lo mismo que una forma C-bilineal » : V xV — C.

C% Es importante senialar que, tal como lo vimos en el Ejemplo pode-
mos considerar también formas anti-lineales en la primera variable y C-lineales
en la seqgunda variable. Esta tltima convencién es cominmente usada en Fisica,
puesto que es coherente con la notacion bra-ket introducida por Dirac.

Definicion 7.1.7 (forma (anti-)hermitiana). — Sea V = C" un espacio
vectorial complejo. Decimos que una forma sesquilineal h: V x V — C es:

1. una forma hermitiana si h* = h, i.e., h(z,y) = h(y,x) para todos
z,y € V.

2. una forma anti-hermitiana si h* = —h, i.e., h(z,y) = —h(y,x) para
todos z,y € V.

Denotaremos por Herm(V') (resp. AntiHerm(V')) al espacio vectorial real de
formas hermitianas (resp. anti-hermitianas) de V.

Proposicion 7.1.8. — Sea V= C" un espacio vectorial complejo. Una forma
sesquilineal h sobre V' es hermitiana si y sdlo si h(z,x) € R es real para todo
reV.

Demostracion. — Si h es hermitiana entonces h(x,y) = h(y,z) implica
(tomando x = y) que h(x,z) = h(z,x), i.e., h(xz,z) € R. Por otra parte, si la
forma sesquilineal h verifica h(z,x) € R para todo z € V entonces para todos
x,y € V tenemos que

hz,y) +h(y,z) = (Wz+y,z+y) —hlz—y,z—y)/2 €R,

por lo que h(z,y) — h(y,z) = (h(z,y) + h(y,z)) — (h(y,x) + h(y,z)) € R. Si

€R =2R(h(y,x))ER

reemplazamos x por ix obtenemos

i(h(z,y)—h(y,x)) = h(iz,y)+ih(y, z) = h(iz,y)+(—i)h(y, x) = h(iz,y)—h(y,iz) € R.
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Por otra parte, si a € C verifica a € Ry ia € R entonces necesariamente a = 0,

de donde concluimos que h(z,y) — h(y,x) = 0 y luego h es hermitiana. O

Observacion 7.1.9. — Sea h : V x V — C forma sesquilineal en V = C".
Dado que (ih)* = —ih*, se tiene

h hermitiana < ih anti-hermitiana, h anti-hermitiana < ¢h hermitiana.
En particular, h es anti-hermitiana si y sélo si h(v,v) € iR (imaginario puro)
para todo v € V.

Notemos que toda forma sesquilineal h se descompone de manera tnica en
una suma
h=0+aq,
donde o es hermitiana y « anti-hermitiana, donde
1 1
o= §(h—|—h*) y o= §(h_h*)'
En particular, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 7.1.10. — Sea V = C" espacio vectorial complejo. Entonces,
tenemos una descomposicion en suma directa de espacios vectoriales reales

Sesq(V) = Herm(V') & AntiHerm(V'),
donde
dimg Herm(V') = dimg AntiHerm(V') = % dimp Sesq(V') = dimg¢ Sesq(V).
Demostracion. — La discusion anterior implica directamente que Sesq(V') = Herm(V')@®AntiHerm(V)
como R-espacios vectoriales. Mds ain, tenemos un isomorfismo R-lineal
Herm(V) = AntiHerm(V), h + ih,
de donde se deduce la relacién entre las dimensiones. O

Tal como en el caso de formas bilineales reales, podemos describir formas
sesquilineales en términos matriciales. Sea V =2 C™ un espacio vectorial com-
plejo y sea B = (eq,...,e,) una base de V. Dados vectores

n n
T = ijej eV, y= Zyjej eV,
j=1 j=1

la hipétesis de sesquilinealidad de h : V' x V' — C implica que

n n

ha,y) =h | Y wjejy | =D aihlejy) =Y ajh (%Zykek) = 2k h(ej, ex).
=1 j=1 =1 k=1

= j=1k=1
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Luego, si definimos hj, := h(e;, ;) € C entonces
h(,y) = Y hjkeT.
1<j,k<n
Reciprocamente, toda expresion de esta forma con coeficientes hj, € C

arbitrarios define una forma sesquilineal A : V x V. — C. En particular,
Sesq(V) = M,,(C) y luego dimc Sesq(V) = n?.

Definicion 7.1.11. — Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea
A = (e1,...,e,) una base de V. Dada una forma sesquilineal h : V x V — C,
definimos la matriz de h en la base % mediante

H = Matg(h) := (hjk)1<jk<n = (h(€j, er)) 1<) k<n-
Miés ain, si A = (ajx) € Mpxp(C) es una matriz compleja de n filas y p
columnas, llamamos la matriz adjunta a la matriz A* € M, (C) dada por
la transpuesta conjugada
ti

A" ="A = (ax).

En particular, Matg(h*) = H*.

Ejercicio 7.1.12. — Sean A € M, x,(C) y B € Mpy,(C) matrices complejas.
a) Probar que (A*)* = Ay que la aplicacién A — A* es anti-lineal.
b) Probar que (AB)* = B*A*.
c¢) Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea Z = (eq, ..., e,) una base
de V. Sih:V xV — C es una forma sesquilineal de matriz H = (h;)
respecto a #, probar que para x = Z?Zl Tjej ey =y p_, Ykek se cumple
que
h(z,y) = ‘XHY,
donde
€1 Y1

Tn Yn
son los vectores coordenadas de x e y respecto a . Deducir que si &’ es
otra base de V' 'y P = Matg(%#') es la matriz de cambio de base, entonces
H' = Mat g (h) = "PHP.

c% Usualmente en Fisica se utiliza la notacién A* para referirse a la matriz
conjugada de A (que nosotros denotamos A), y se usa Al para referirse a la
matriz adjunta de A (que nosotros denotamos A*).
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Una consecuencia inmediata de la definicién de matriz adjunta es la siguiente
caracterizacion matricial de las formas hermitianas y anti-hermitianas.

Proposicion 7.1.13. — Sea V =2 C" un espacio vectorial complejo, y sea
h:V xV = C una forma sesquilineal. Entonces, para toda base B de V se
tiene que:

1. La forma h es hermitiana si y sélo H* = H (i.e., "H = H).

2. La forma h es anti-hermitiana si y sélo si H* = —H (i.e., '"H = —H ).
donde H = Matg(h) es la matriz de h en la base 2.

Demostracion. — Sea % = (e1,...,e,) una base arbitraria de V. Gracias al
Ejercicio (c), si escribimos = = 2?21 Tjej ey =Y .4 Yke) entonces se
cumple que
h(z,y) = "XHY,
donde
I Y1

Tn Yn
son los vectores coordenadas de x e y respecto a . En particular,
h*(x,y) = ‘XH*Y y luego h* = h (resp. h* = —h) si y s6lo si H* = H (resp.
H* = —H). O

Definicion 7.1.14 (matriz (anti-)hermitiana). — Sea A € M, (C) una
matriz compleja. Decimos que A es una matriz hermitiana (resp. matriz
anti-hermitiana) si A* = A (resp. A* = —A). Denotaremos por Herm,,(C)
(resp. AntiHerm,,(C)) al espacio vectorial real de matrices hermitianas (resp.
anti-hermitianas).

Observacion 7.1.15. —

1. Si A = (ajr) € M,(C) es una matriz hermitiana, los coeficientes diag-
onales a;; verifican a;; = @j;, y luego a;; € R. De manera andloga, si
A es una matriz anti-hermitiana entonces sus coeficientes diagonales son
imaginarios puros.

2. Notemos que dimc Sesq(V) = n? y la relacién

1

dimg Herm (V') = dimg AntiHerm (V') = 3 dimp Sesq(V') = dimc Sesq(V)

implican que dimg Herm,,(C) = dimg AntiHerm,,(C) = n?.
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Definicion 7.1.16 (forma cuadratica hermitiana)

Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea h : V x V — C una
forma hermitiana. La forma cuadratica hermitiana asociada a h es por
definicién la funcién @ : V — R dada por

Q(z) = h(z,x) paratodoz e V.
En particular, para todo z € V' y todo A € C se cumple
Q(\z) = h(Az, A\z) = Mh(z, ) = M*Q(z).

Observacion 7.1.17. — Dado que h es una forma hermitiana, tenemos que
Q(z) = h(z,z) € R para todo € V (cf. Proposicién [7.1.8). Luego, Q
estd asociada también a la forma bilineal real B : V x V. — R dada por
(z,y) — B(z,y) == Rh(z,y), la cual es simétrica pues

B(y,z) = Rh(y, z) = Rh(z,y) = Rh(z,y) = B(z,y).
En particular, Q es una forma cuadrdtica real si pensamos V =2 R?" como un
espacio vectorial real. Mads aun, la forma cuadratica real Q verifica la propiedad
adicional

Q(\z) = |M\*Q(z) YAeC,VzeV.

Veremos que esta iltima propiedad permite distinguir a las formas cuadraticas
hermitianas entre las formas cuadraticas reales (ver Proposicién [7.1.19). Fi-
nalmente, es importante destacar que una forma cuadrédtica hermitiana no es
una forma cuadrédtica compleja asociada a una forma bilineal compleja sobre
V 2 C", puesto que en el tltimo caso deberfamos tener Q(\z) = \2Q(x) para
todo A € C (lo cual impide que @ tenga valores reales, a menos que @ = 0).

Tal como en el caso real, la férmula de polarizacién nos permitird de-
ducir de manera unica la forma hermitiana asociada a una forma cuadratica
hermitiana.

Lema 7.1.18 (polarizacién hermitiana). — Sea V = C" un espacio vec-
torial complejo y sea h : V x V. — C una forma hermitiana. Si denotamos
por Q : V — R la forma cuadrdtica hermitiana Q(x) = h(x,x) asociada a h,
entonces para todos x,y € V se tiene:

L Rh(z,y) = 3(Q(z +y) — Qx) — Q) = 1(Q(z +y) — Qz —y)).
2. Sh(z,y) = 3(Qz +iy) — Q(z) — Q(y)) = $(Qz + iy) — Q(z — iy)).
Luego,

h(e,) = 1@ +y) — Qe —y) +iQ(x +iy) — iQ(x — ).
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Demostracion. — Para todos x,y € V tenemos que
Qz+y)=hz+yz+y)=Q)+Qy) + h(z,y) + h(y, x)
Qx —y) =h(z —y,z —y) = Qx) + Qy) — h(z,y) — h(y, )

y, dado que h(z,y) + h(y,z) = h(z,y) + h(z,y) = 2Rh(z,y), obtenemo (1).

Dado que para todo z € C se tiene que J(z) = R(—iz), obtenemos

por lo que (2) se obtiene de (1) reemplazando y por iy, y usando que
Q(iy) = |i[*Q(y) = Q(y). Finalmente, dado que h(z,y) = Rh(z, y)+iSh(z, y),
la férmula de polarizacién hermitiana
1 . . . .
h(z,y) = 1(Qz +y) - Qz —y) +iQ(z +iy) — iQ(z — iy)).
se obtiene de (1) y (2). O

La siguiente proposicién prueba que las formas cuadrdticas reales sobre
V =2 €™ = R?™ que verifican la propiedad adicional Q(\z) = |A\?Q(z) para
todo A € C corresponden exactamente a formas cuadrdticas hermitianas.
Mejor atlin, veremos que basta considerar A = 1.

Proposicion 7.1.19. — Sea V. =2 C™ un espacio vectorial complejo. Si
Q : V = R es una forma cuadrdtica real en V = R*™ verificando adicional-
mente que Q(ix) = Q(z) para todo x € V', entonces la formula de polarizacion
hermitiana define una forma sesquilineal hermitiana h. En particular, Q es
una forma cuadrdtica hermitiana.

Demostracion. — El hecho que ) : V — R sea una forma cuadréitica real
implica que

B(x,y) = 1(Q +y) - Qz ~))

es una forma bilineal simétrica real. Deducimos que

h(x,y) == i(@(wﬂ/)—Q(x—y)+iQ(:v+iy)—iQ(:v—iy)) = B(z,y) —iB(x,iy)

es una forma R-bilineal con valores complejos. Mas atin, por una parte tenemos
que

(e, i) = (Q(e +iy) — Qe — i) +iQw — ) — iQ(x +3)) = ~ih(z,y).

(U Notemos que (1) es exactamente la férmula de polarizacién real aplicada a la forma bilineal
simétrica (z,y) — Rh(z,y).
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Por otra parte, la hipétesis Q(iz) = Q(z) implica que Q(z) = Q(—x) = Q(—iz),
de donde deducimos

iz, y) = $(QUix + ) — Qlix —y) + Qi + i) — iQUix — i)

= L@ —iy) - Qa+iy) +iQ +y) — Qe — y)) = ih(z.y).

4
De lo anterior y de la R-bilinealidad de h se obtiene que h : V x V' — C es una
forma hermitiana. O

Terminemos esta seccién definiendo el rango de una forma hermitiana o,
equivalentemente, de una forma cuadritica hermitiana.

Definicion 7.1.20 (rango). — Sea V = C" un espacio vectorial complejo y
sea h: V x V — C una forma hermitiana. Dada una base # = (eq,...,ey,) de
V, definimos el rango de h (o de la forma cuadratica hermitiana @ : V — R
asociada a h) como rg(h) = rg(Q) := rg(H), donde H = Matz(h) es la matriz
de h respecto a la bas 2. Diremos que la forma hermitiana h (o que @) es
no-degenerada si rg(h) = dimc(V), i.e., si la matriz H es invertible.

7.2. Ortogonalidad hermitiana y Teorema de Sylvester

En esta seccién estudiaremos el andlogo hermitiano de la nocién de ortogo-
nalidad respecto a una forma bilineal simétrica (o, equivalentemente, respecto
a una forma cuadratica).

Definicion 7.2.1. — Sea V = C" un espacio vectorial complejo y sea
h:V xV — C una forma hermitiana. Diremos que:

1. Dos vectores x,y € V son ortogonales respecto a h si h(z,y) = 0 (o
equivalemente, si h(y,z) = 0).
2. Si U C V es un sub-conjunto no-vacio, el Conjunt

Ut ={yecV|VzeU, h(z,y) =0}

es el ortogonal de U.

()Notamos que dicho rango no depende de la base escogida, pues si %’ es otra base y
P = Matg(%#') es la matriz de cambio de base, entonces H' = Mat g (h) = ‘PHP y, dado
que ‘P, P € GL, (%), se tiene que rg(H') = rg(H).

®)En ocasiones, para insistir en el hecho que U™ es el ortogonal respecto a h (o equivalente-
mente, respecto a la forma cuadrdtica hermitiana @ asociada a h), es que se denota también
Uth o Ute,
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3. El kernel de h es
ker(h) :=V*+ ={z €V |Vy eV, h(z,y) =0}.

4. El conjunto de vectores is6tropos de la forma cuadritica hermitiana
Q(z) = h(z,x) asociada es {x € V | Q(x) = 0}.

Observacion 7.2.2. — Cabe destacar que a pesar que U C V pueda ser
simplemente un sub-conjunto (y no necesariamente un sub-espacio vectorial)
de V, el ortogonal UL C V es siempre un sub-espacio vectoria de V. Por
otro lado, el conjunto de vectores isétropos de una forma cuadratica hermitiana
@ (asociada a la forma hermitiana h) es un cono complejo, i.e., si z € V
es un vector isétropo entonces Az es un vector isétropo para todo A € C. En
general, se tiene la inclusién ker(h) C {x € V' | Q(z) = 0} pero dicha inclusién
puede ser estricta, tal como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea V = C? y consideremos la forma cuadrética hermitiana
— — 2 2
Q(21,22) = 2171 — 2072 = |21|” — |22|".
La férmula de polarizaciéon hermitiana implica que h((z1, 22), (w1, w3)) = z1W1 —22W3

es la forma hermitiana asociada. La matriz H de la forma h respecto a la base
canénica Z de C? estd dada por
10

H = Matg(h) = ,
0 —1

la cual es una matriz invertible y luego h es no-degenerada. En particular,
ker(h) = {0} # {(21,22) € C* | Q(21, 22) = 0} = {(21,22) € C* | || = |22}

Ejercicio 7.2.83. — Sea V = (C" un espacio vectorial complejo y sea
h : V xV — C una forma hermitiana. Sean U,W C V sub-conjuntos
no-vacios de V.
a) Probar que si U C V entonces vicut.
b) Probar que Ut = Vectc(U)* .
¢) Supongamos que U C V es un sub-espacio vectorial y que (e, ...,e,) es
un conjunto generador de U (no necesariamente linealmente independi-
ente), probar que

Ut ={er,...,ex}t ={z €V |h(z,e;) =0Vj=1,...,r}.

@WSi yi,y2 € U y A € C entonces para todo z € U se cumple
h(z, Ay1 +y2) = A(z,y1) + h(z,y2) = 0, ie., Ayy +y2 € U™



7.2. ORTOGONALIDAD HERMITIANA Y TEOREMA DE SYLVESTER 237

~

Teorema 7.2.4. — Sea V. = C"™ un espacio vectorial complejo y sea
h :V xV — C una forma hermitiana. FEntonces, para todo sub-espacio
vectorial U CV se tiene que:
1. U C (UHt ydime(UL) > dime (V) — dime (V).
2. ker(h) = {0} si y sdlo si h es no-degenerada.
3. Sih es no-degenerada, entonces U = (UL)* ydimc(U+) = dime(V)—dime (U).
4. SiUNUL = {0} entonces V=U @ U* .

Demostracion. — Seax € U, entonces para todo y € U+ se tiene h(z,y) = h(y,z) =0
por lo que x € (U+)*, de donde se prueba la primera parte de (1). Para
probar la segunda parte de (1) consideramos una base (e, ...,e,) una base

de U, donde r = dim¢(U), la cual completamos en una base & = (ey,...,ey)

de V. Sea H = (hj;;) la matriz de h respecto a la base # (i.e., hji = h(ej, er)

para todo j,k=1,...,n). Sea x = x1e; + ...+ xpe, € V, entonces x € U™ si

y s6lo si h(x,ej) = 0 para j =1,...,r. Dado que

h(z,ej) = h(zier + ...+ xpen, ;) = Z:{:kh(ek, ej) = Z hijx,
k=1 k=1

la condicién & € UL equivale a decir que el vector de coordenadas

X = (z1,...,2,) € C" es solucién del sistema lineal
ai1ry +--+ apizp = 0
ayrry +o At Aprp = 0

cuya matriz asociada A € M, «,(C) es la matriz obtenida al considerar las
r primeras filas de "H. Dado que el espacio de soluciones del sistema es de
dimensién n —rg(A), obtenemos

dim@(UJ‘) =n— rg(A) >n-—r,
de donde obtenemos la segunda parte de (1). Maés atin, en el caso particular
donde U = V', tenemos que A = ‘H y luego dimc(UL) = n—rg(*H) = n—rg(H).
Luego, ker(h) = V* es nulo si y sélo si rg(H) = n, de donde obtenemos (2).

Para probar (3) supongamos que h es no-degenerada, i.e. las columnas de
la matriz H son linealmente independientes. En particular, las primeras r
columnas de H son linealmente independientes y luego rg(A) = r, de donde
deducimos que dimc (U J-) = n — r. Reemplazando U por Ut obtenemos la
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igualdad dimc(U+)*+ = n— (n—r) = r y luego la inclusién U C (U+)* es una
igualdad, de donde obtenemos (3).

Finalmente, si suponemos que U N U+ = {0} (sin suponer necesariamente
que h es no-degenerada), entonces U y U~ estdn en suma directa y la dimensién
del sub-espacio U @ U+ de V es d = r + dimc(U+). Gracias a (1), tenemos
que d > n y luego V= U @ U+ (en particular, dim¢e(U+) = n —7), lo que
prueba (4). O

Un caso particular importante es cuando los vectores de una base son or-
togonales respecto a una forma hermitiana.

Definicion 7.2.5 (base ortogonal). — Sea V = C" un espacio vectorial
complejo, sea h : V x V — C una forma hermitiana y sea @ : V — R la forma
cuadrética hermitiana asociada. Decimos que una base # = (e1,...,e,) de V
es una base ortogonal respecto a h (o respecto a Q) si

h(ej,er) = 0 para todos j # k.

Equivalentemente, la matriz H = Matg(h) es una matriz diagonal

M O e e 0
0 X 0 --- 0
H=10 0
0
o --- 0 0 M\
donde los Ag,..., A\, € R son numeros reales (pues H es hermitiana), siendo
esto ltimo a su vez equivalente a que si (z1,. .., 2,) son coordenadas respecto

a la base % entonces
Q(z1,...,2n) = /\1]21|2 + ..+ )\n]zn|2.

El siguiente resultado afirma que siempre podemos encontrar al menos una
base ortogonal respecto a una forma hermitiana dada.

Lema 7.2.6. — Sea V= C" un espacio vectorial complejo y seah : VxV — C
una forma hermitiana. Entonces, eziste una base B de V que es ortogonal
respecto a h.

Demostracion. — Demostraremos la existencia de una base ortogonal por in-
duccién en la dimensién n = dimc(V'). Dado que el resultado es cierto sin =0
o si h = 0, podemos suponer que el resultado es cierto para n—1, y que ademds
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h # 0. En particular, la forma cuadrética hermitiana @ : V' — R asociada a h
es no-nula y luego existe un vector e; € V' tal que Q(ey) # 0.

Sea U = Vectc(e1) larecta generada por e;. Dado que Q(e1) = h(e1,e1) # 0,
tenemos que U N U+ = {0} y luego V = U @ U+. La hipétesis de induccién

implica que existe una base (es, . . .,e,) de UL tal que h(ej, ex) = 0 para todos
Jj#ken{2,...,n}. Luego, & = (e1,e2,...,e,) es una base de V ortogonal
respecto a h. ]

Concluimos esta seccién con el andlogo hermitiano del teorema de Sylvester
de clasificacién de formas cuadréticas reales.

Teorema 7.2.7 (de Sylvester, caso hermitiano)

Sea V=2 C™ un espacio vectorial complejo, sea h: V xV — C una forma
hermitiana, y sea Q : V. — R la forma cuadrdtica hermitiana asociada. Sea
B = (e1,...,en) una base de V ortogonal respecto a h y sea H = Matg(h) la
matriz diagonal real de coeficientes A1, ..., \, € R. Entonces,

1. Mdédulo permutacion de los elementos de la base A, podemos suponer que
My ooy A 0y que Aj =0 515 > r. En particular, si (z1,...,2,) son
las coordenadas respecto a la base A, entonces

Q215+, 20) = Milz1* + . 4 Az

2. Seap € N (resp. q € N) el niumero de indices j € {1,...,n} tales que
Q(ej) > 0 (resp. Q(ej) < 0). Entonces, p y g no dependen de la base
ortogonal escogida. FEl par (p,q) se llama la signatur de la forma
hermitiana h (o de @), y se cumple que p+ q =1 = rg(h).

3. El kernel ker(h) es el sub-espacio Vectc(epy1,...,e,) dado por las ecua-
ciones 21 = ... =z = 0.

Mads ain, podemos escoger B de tal suerte que

oy 00 0
H=| 0,-1,, 0
S
0Ot 0 10,
Demostracion. — El hecho que 4 sea una base ortogonal respecto a h implica

directamente (1), asi como la igualdad p 4+ ¢ = r = rg(h) en (2).

G En ocasiones, se define también la signatura de h como el trio (o4,0-,00), donde o = p,
o_ =qy oo = dimc ker(h).
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Comencemos por probar (3). La férmula de polarizacién hermitiana implica
que, respecto a la base 4, la forma hermitiana h estd dada por

Mz, y) = Ma1l1 + - -+ A,

donde » = Y70, wje; e y = > 7, yje;. Supongamos que x = ) 1, xj€;
pertenece a ker(h) y consideremos y = e; para j = 1,...,r (ie, y; = 1
e y» = 0 para k # j), de donde obtenemos que z; = 0 y en particular
x € Vectc(€ry1,...,6,). Reciprocamente, la férmula de h en la base £
implica que todo vector x = Z;'l:1 xzje; en Vectc(er41,...,e,) (ie., tal que
x1 = ... =z, = 0) pertenece a ker(h), de donde se obtiene (3).

Veamos ahora (2), i.e., que el par (p,q) es independiente de la base or-
togonal escogida. Recordemos que r = rg(h). Sean & = (e1,...,€n) ¥
HB = (e},...,el,) dos bases de V ortogonales respecto a h. Denotemos por
p (resp. p') al nimero de indices j € {1,...,n} tales que Q(e;) > 0 (resp.
Q(e}) > 0) y por ¢q (resp. ¢') al nimero de indices j € {1,...,n} tales que
Q(ej) <0 (resp. Q(e}) < 0). Entonces,

p+rag=r=p+q.
En particular, basta probar que ¢ = ¢ para obtener que (p,q) = (P, ).

Reordenando los elementos de B y %’ si fuese necesario, podemos suponer
que

Q(€])>0 sij=1,....,p Q(€3)>0 Sljzl,,p/
(%) Qej) <0 sij=p+1,....p+qg=r Q(e})<0 sij=p +1,....,p+¢ =r
Qej) =0 sij>p+qg=r Qej) =0 sij>p' +q =r

Sea P, el sub-espacio vectorial de V' generado por los n — g vectores e; tales
que Q(ej) > 0. En particular, dim¢c Py = n —¢. Sea x € Py y escribamos
x =73 jerrjejdonde J ={1,...,p}U{r+1,...,n}. Luego, las relaciones (x)
implican que

Q(z) =Y _|z;*Q(e;) > 0.
j=1

Por otra parte, si P’ es el sub-espacio vectorial de V' generado por los ¢
vectores €’ tales que Q(e};) < 0 entonces dimy PL = ¢'. Sea y € P un vector
no-nulo y escribamos y = Zgzp, 11 yje;-, donde al menos uno de los y; # 0
(pues y # 0). Entonces, las relaciones (x) implican que

r

Q)= > lyl*Qle) <o.

J=p'+1
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En consecuencia, tenemos que Py N P~ = {0} y por lo tanto
n = dimc(V) > dime(Py) + dime(P) =n— ¢+ ¢,
de donde deducimos que ¢ > ¢'. Intercambiando los roles de 8 y %’ en la

discusién anterior, obtenemos del mismo modo que ¢’ > q. Asi, ¢ = ¢’ y por
ende p = p/, lo cual prueba (2).

Finalmente, si ordenamos los elementos de una base ortogonal 2 = (ey, ..., ey,)
como en (x) y consideramos el valor absoluto real |Q(e;)] > 0 para
j=1,...,p+q=r, entonces al reemplazar e; por el vector e;/+/|Q(e;)| para
cada j = 1,...,7 obtenemos una base ortogonal &’ tal que Maty (h) es de la
forma ‘ ‘

Ly 000
0,-I,, 0 |,
R
01 0 10,
de donde se obtiene el resultado. O

7.3. Grupo unitario U(p,q) y grupo especial unitario SU(p, q)

Sea V = C™ un espacio vectorial complejo y sea @ : V — R una forma
cuadrdtica hermitiana. Denotamos por h : V x V — C la tnica forma hermi-
tiana asociada a ) mediante la férmula de polarizacién hermitiana.

Ejercicio 7.3.1. — Sea u : V — V un endomorfismo. Probar (usando la
férmula de polarizacién hermitiana) que las propiedades siguientes son equiv-
alentes:

1. u preserva la forma hermitiana h, i.e., h(u(x),u(y)) = h(z,y) para todos

x,y €V.
2. u preserva la forma cuadratica hermitiana @, i.e., Q(u(x)) = Q(z) para
todoz € V.
Definicion 7.3.2 (automorfismo unitario). — Sea V' = C" un espacio

vectorial complejo y sea @) : V' — R una forma cuadritica hermitiana. Decimos
que un automorfismo u : V.- V (i.e., u € GL(V) 2 GL,(C)) es unitario
respecto a () si u preserva @ (o equivalentemente, preserva la forma hermitiana
asociada h). Denotamos por

U(Q) = {u € GL(V) | u unitario respecto a Q} C GL(V)

al conjunto de automorfismos unitarios respecto a Q.
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Proposicion 7.3.3 (grupo unitario). — Sea V = C" un espacio vectorial
complejo y sea QQ : V. — R una forma cuadrdtica hermitiana. FEl conjunto
U(Q) es un sub-grupo de GL(V), llamado el grupo unitario de Q.

Demostracion. — La identidad idy preserva la forma cuadrética hermitiana Q
y luego idy € U(Q). Por otra parte, si u,v € U(Q) preservan () entonces para
todo x € V se tiene

Q((uov)(z)) = Qu(v(z)) = Qv(z)) = Q(x),
por lo que la composicién u o v € U(Q) preserva ). Finalmente, si u € U(Q)
preserva Q entonces para todo z € V escribimos y = u~!(z) y calculamos

Qu~'(2)) = Qy) = Qu(y)) = Q(x),
por lo que u~! € U(Q) preserva Q. Asi, concluimos que U(Q) es un sub-grupo
de GL(V). O

625 Si la forma cuadrética hermitiana @ : V' — R es no-degenerada, entonces
todo endomorfismo u : V' — V que preserva @ es autométicamente biyectivo
(i.e., w € GL(V)). En efecto, si denotamos por h : V x V — C la forma
hermitiana asociada a Q y si € V verifica u(z) = 0, entonces

h(z,y) = h(u(x),u(y)) =0 para todo y € V.

En particular, z € V+ y por ende z = 0 (pues V+ = {0} si Q es no-
degenerada). Luego, u es inyectivo y por ende biyectivo (pues V' = C™ es
de dimensién finita).

Convencién: Sea V = C" un espacio vectorial complejoy @ : V — R
una forma cuadratica hermitiana. Si % es una base de V, diremos que la
matriz de @ respecto a la base % es la matriz de la tnica forma hermitiana
h:V xV — C asociada a Q mediante la férmula de polarizacién hermitiana.
En otras palabras,

Mat%(Q) := Matg(h) = H € M, (C).

Proposicion 7.3.4 (grupo especial unitario). — Sea V = C" un espacio
vectorial complejo y Q : V — R una forma cuadrdtica hermitiana. Sea B una
base de V y denotemos por H la matriz de QQ respecto a la base B. Dado un
automorfismou : V =V de V de matriz A = Matg(u) respecto a &, tenemos
que:

1. uw € U(Q) (i.e., u es unitario) si y sélo si '"AHA = H.
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2. Si Q es no-degenerada y u € U(Q) entonces |det(u)| = 1. Mds ain, el
conjunto
SU(Q) = {u € U(Q) | det(u) =1}

es un sub-grupo de U(Q), llamado el grupo especial unitario de Q.

Demostracion. — Sean z,y € V. Si representamos x e y por los vectores
columna X,Y € C" dados por sus coordenadas respecto a la base A, entonces
sabemos que
h(z,y) = ‘XHY,

por lo que h(u(x),u(y)) = (AX)H(AY) = X(*AHA)Y. Luego, la matriz
de la forma hermitiana (x,y) — h(u(z),u(y)) respecto a la base & es "AHA.
Asi, u es unitario respecto a @ si y sélo si las formas hermitianas h(-,-) y
h(u(-),u(-)) coinciden, lo cual equivale a la igualdad H = "AHA en (1).

Si @ es no-degenerada entonces H € GL,(C) y luego det(H) # 0. En
particular, si u € U(Q) entonces, gracias a (1), tenemos que H = ‘"AHA
y por ende det(H) = det(A)det(H)det(A). Esto tltimo implica que
det(A) det(A) = det(A)det(A) = |det(A)|> = 1, de donde deducimos que
en este caso |det(u)] = 1. Finalmente, dado que det(idy) = 1 y que
det(u o v) = det(u)det(v), concluimos directamente que idy € SO(U),
que u,v € SU(Q) entonces uov € SU(Q), y que si u € SU(Q) entonces
u~! € SU(Q). En otras palabras, SU(Q) es un sub-grupo del grupo unitario
U(Q), probando asi (2). O

Definicion 7.3.5 (equivalencia de formas cuadraticas hermitianas)

Sea V = C™ un espacio vectorial complejo, y sean Q : V — R y
Q' : V — R dos formas cuadraticas hermitianas. Decimos que las formas
Q@ y Q' son equivalentes si existe un automorfismo v € GL(V) tal que
Q(z) = Q'(v(x)) para todo z € V, y escribiremos Q ~ @'.

Proposicion 7.3.6. — Sea V= C™ un espacio vectorial complejo, y sean
Q:V - RyQ :V — R dos formas cuadrdticas hermitianas. Si las

formas Q ~ Q' son equivalentes, entonces los grupos unitarios asociados
U(Q) = U(Q') son isomorfos.

Demostracion. — Sea v € GL(V') automorfismo tal que Q(z) = Q’'(v(z)) para
todo z € V. Dado u : V — V endomorfismo unitario respecto a @ (i.e.,
u € U(Q)) y dado = € V, tenemos que:

Q'(x) = Q' ((vov™)(2)) = Q(v™(2)) = Q(uov™!(z)) = Q' ((vouov™")(x)).
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En particular, v ouov~! € U(Q’). Finalmente, la funcién
0 :U(Q) — U(Q"), u— p(u) =vouov?

es biyectiva (pues su inversa estd dada explicitamente por o' (u') = vt ou'ov
para todou’ € U(Q")) y preserva las estructuras de grupos, i.e., ¢(ujous) = p(uq)op(us).
Concluimos asi que U(Q) = U(Q'). O

Caso particular importante: Sea V = C" un espacio vectorial complejo.
Gracias al Teorema de Sylvester y a la proposicién anterior, el estudio de
los grupos unitarios de formas cuadrdticas hermitianas no-degeneradas de
signatura (p, q), con p 4+ ¢ = n en este caso, se reduce a estudiar

Qatyvvyzm) = 212+ oo 2l = lzpa P = o — [zl

El grupo unitario correspondiente es denotado U(p, q) y el grupo especial uni-
tario asociado es denotado SU(p, ¢). Explicitamente, si consideramos
0

[
Hyyi= -2+ ---| € GL,(C),
I _Iq

entonces U(p,q) = {A € GL,(C) | ‘*AH, ,A = H,,} ySU(p,q) = {A € U(p,q) | det(A) =1}.
Si (p,g) = (n,0) (i.e., @ es una forma cuadrética hermitiana definida

positiva) escribimos U(n) y SU(n) en lugar de U(n,0) y SU(n,0).
Explicitamente,

U(n) 2 {A € GL,(C) | "AA =1,} = {A € GL,(C) | A*A = I,,}.

7.4. Producto escalar complejo y espacios hermitianos

Sea V = C™ un espacio vectorial complejo. Recordemos que una forma
hermitiana @ : V' — R es definida positiva si su signatura es (n,0). En otras
palabras, existe una base # de V tal que, si (z1,..., 2,) son las coordenadas
respecto a dicha base, entonces se tiene

Q(zt,. ) =21l + .+ |z =27+ .+ 27
En particular, toda forma cuadrédtica hermitiana definida positiva es no-

degenerada, i.e., si x € V entonces Q(x) = 0 implica que z = 0. Més aiin,
Q(z) > 0 para todo z € V' \ {0} no-nulo.

Definicion 7.4.1 (producto escalar y espacio hermitiano)
Sea V' = C" un espacio vectorial complejo. Un producto escalar
complejo es una forma hermitiana h : V x V' — C tal que la forma cuadraitica
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hermitiana asociada es definida positiva. Un espacio hermitian@ es un
espacio vectorial complejo dotado de un producto escalar complejo.

Notacion: El producto escalar entre dos vectores z,y € V = C™ se denota
usualmente como (z,y) en lugar de h(z,y). Asi, la forma hermitiana

(,):VxV—C, (z,y) — (z,y)
es:
1. lineal en la primera variable, i.e., para todos x,y,z € V y XA € € se tiene
que
Az,y) = Mz,y) vy (2+y,2) = (2,2) + (y,2).
2. anti-lineal en la segunda variable, i.e., para todos z,y,z € Vy A € € se
tiene que

(z, \y) = Mz, y) vy (z,y+2) = (2,9) + (z,2).

3. hermitiana, i.e., para todos x,y € V se tiene que

(z,y) = (y, 7).
4. definida positiva, i.e., (z,r) € R>? para todo x € V' \ {0} no-nulo. En
otras palabras, el linico vector isétropo es el vector nulo.

Ejemplo: SeaV = C". Paratodos x = (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € C",

la relacién
(z,y) = 2171 + 2203 + ... + 20T

define un producto escalar complejo en %", llamado el producto escalar
candnico. Asi, €™ es un espacio hermitiano.

c% Terminologia: La generalizacion de los conceptos de espacio euclidiano
y de espacio hermitiano a dimension infinita es lo que conocemos como un
espacio de Hilber Asi, un espacio euclidiano (resp. espacio hermitiano)
no es nada més que un espacio de Hilbert real (resp. complejo) de dimensién
finita.

Definicion 7.4.2 (base ortonormal). — Sea V = C" un espacio hermi-
tiano. Diremos que

1. una familia de vectores (e;)jes, donde J es un conjunto de indices ar-

bitrario, es ortonormal si (ej,ey) = J;, para todos j,k € J (ie.,

(ej,ej) =1y (ej,ex) =0sijF#k).

) En honor al matemético francés Charles Hermite (1822-1901).
(WEn honor al matematico aleman David Hilbert (1862-1943).
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2. una base & = (ey,...,e,) es una base ortonorma de V si & es una
familia ortonormal.

Lema 7.4.83. — Sea V= C" un espacio hermitiano. Entonces, toda familia
ortonormal de vectores es linealmente independiente. En particular, toda fa-
milia ortonormal (e1, ..., ey) de cardinal n = dimc (V') es una base ortonormal

de V.

Demostracion. — Sea (e;)jes una familia ortonormal y supongamos que existe
una relacién lineal

)\1€j1 —+ ...+ )\Tejr =0
donde j1,...,j € J son indices distintos y Aq,..., A, € C. Al considerar el
producto escalar de la igualdad anterior con el vector e;, , donde k € {1,...,7},
obtenemos

<6jk’ )\16j1 + ...+ )\Tejr) = >\71<€jk, €j1> + ... —|—)\7r<6jk, ejr>.
Como (e, ej,) = 0si k # £, se tiene que 0 = Ag(ej,, €j,) = Ak, y luego A\, = 0
para todo k € {1,...,r}. En otras palabras, (e;);es es una familia linealmente
independiente. O

Teorema 7.4.4 (existencia de bases ortonormales)
Sea V. = C™ un espacio hermitiano. Entonces V admite una base
ortonormal.

Demostracion. — Esto es consecuencia directa del Teorema de Sylvester en el
caso hermitiano, y del hecho que la signatura de la forma cuadrdtica hermitiana
asociada al producto escalar es de signatura (n,0). O

Observacion 7.4.5 (sub-espacios). — Si V = C" es un espacio hermitiano
y U C V es un sub-espacio vectorial. Entonces la restricciéon a U del producto
escalar (-,-)|y : U x U — C es un producto escalar en U. Luego, todo sub-
espacio de un espacio hermitiano es también un espacio hermitiano.

Teorema 7.4.6 (proyeccién ortogonal). — Sea V = C" un espacio hermi-
tiano y sea U C V un sub-espacio vectorial. Si denotamos por U+ el ortogonal
de U respecto a la forma hermitiana dada por el producto escalar de V', en-
tonces:

(®)Notar que la definicién de ortogonalidad en el caso complejo es exactamente idéntica a la
definicién en el caso real
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1. Se tiene que V. =U @ UL. Mds ain, la aplicacion py - V — V definida
por esta descomposicion es lineal, donde Im(py) = U y ker(py) = U™.
Decimos que py : V — V es la proyecciéon ortogonal sobre U.

2. Sea (e1,...,e;) una base ortonormal de U, donde r = dimc(U). En-
tonces, para todo x € V' se tiene que

pu(z) = (x,e1)e1 + ...+ (x,er)e,r,
donde los coeficientes (x,ej) € C son llamados los coeficientes de
Fourier de x € V respecto a la base (e1,...,e).

3. Se tiene que (UL)*. En particular, la proyeccion ortonogonal pyL:V =V
sobre U+ coincide con idy —py, i.e., idy = pu +pyL.

Demostracion. — Gracias al Teorema [7.2.4] y dado que el producto escalar
complejo es una forma hermitiana no-degenerada, tenemos que U = (U1)L.
Ademads, dado que no hay vectores isétropos no-nulos pues la forma cuadratica
hermitiana asociada es definida positiva, tenemos que V = U @ UL. Asi, todo
vector € V se escribe de manera tinica como x = a+b, dondea € Uy b € U+,
Luego, si definimos py(xz) = a entonces py : V. — V es lineal y verifica por
construccién Im(py) = U y ker(py) = UL. Mas atin, dado que (U+)* = U,
tenemos que pyr1 estd definido por pyri(x) = by luego idy = py + pyr. Con
esto hemos probado (1) y (3).

Para probar (2) escribamos provisoriamente a := (x, e1)e1+. .. +(z, e, )e, € U.
Entonces, para todo j € {1,...,r} tenemos que

<$_a’ej> = <x’€j>_< T <l‘,€ >e ’ej> = <x’6j>_ T <:C,e ><6 ’€j> = <$7€j>_<x’ej> =0,

9

por lo que x = a+(x—a), dondea € Uy (x—a) € U+. Dadoque V =UgU",
la escritura anterior es inica y luego py(x) = a = (z,e1)e1+...+(x,e,)e,. O

Al igual que en el caso de espacios euclideanos, el producto escalar com-
plejo nos permite definir una nocién de distancia entre vectores en un espacio
hermitiano. Mejor atin, nos permite definir una norma.

Definicion 7.4.7 (norma). — Sea V = C" un espacio vectorial complejo.
Una norma || - || en V es una funcién || - || : V — R2%, z s ||z| verificando
las propiedades siguientes:

1. ||z]| =0 siy solo si x = 0.

2. || Az|| = |\|||z|| para todos x € V' 'y A € C.
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3. Para todos z,y € V se tiene que ||z + y|| < ||z] + ||y|]| («desigualdad
triangular» ).

Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial dotado de una norma.

Teorema 7.4.8 (desigualdad de Cauchy-Schwarz y norma hermitiana)

Sea V= C™ un espacio hermitiano, y sea Q(x) = (x,x) la forma
cuadrdtica hermitiana asociada al producto escalar complejo. Entonces, para
todos x,y € V se tiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz

{2, ) < Q(x)Q(y),
con igualdad si y sdlo si x ey son colineales (i.e., son linealmente dependi-
entes). En consecuencia, la aplicacion x — ||z| == \/Q(x) = \/(z, ) define
una norma en V', llamada la norma hermitiana asociada al producto escalar

(+,+). Luego, la desigualdad de Cauchy-Schwarz se reescribe como

[z, y)| < [l [lf|y]
para todos x,y € V.

Demostracion. — Ya observamos anteriormente que la forma cuadratica her-
mitiana Q(z) = (x,z) es también la forma cuadrética real asociada a la forma
R-bilineal simétrica B(x,y) = R(x,y) en V = R?". Para z,y € V = R?" (visto
como espacio vectorial real), la desigualdad de Cauchy-Schwarz real implica

Rz, )| < VQ(x)VQ(Y).

Consideremos la escritura del nimero complejo z = (z,y) € C en su forma
polar:

que

(x,y> = Tew? r= ](x,y)]

0 — ¢i0 y r € R, se tiene que

Entonces, dado que e~
r=e(z,y) = (z,ey) = R(z, "),

por lo que

(@, 9)] = [R(z,e”)| < VQ(2)1/ Q) = VQ(2)\/[e?2Q(y) = VQ(x)VQ(y)-

Finalmente, por el cdlculo anterior y por el caso real de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, tenemos la igualdad ocurre si y sélo si 2 e ey son
R-linealmente dependientes. Esto implica en particular que = e y son
C-linealmente dependientes. Reciprocamente, si x e y son C-linealmente
dependientes y x # 0, entonces y = Ax para cierto A € C y por ende

(z,y) = Mz,2) =2Q(x), VQ@)VQ(y) =\VQ(x)vQ(z) = [NQ(x
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de donde [(x,y) = \/Q(z)\/Q(y) en este caso. El caso x = 0 es similar, pero

mas simple.
Finalmente, dado que para todo nimero complejo z = a + ib se tiene
R(z) = a < Va?+ b2 = |z|, para todos z,y € V tenemos por la férmula
de polarizacién y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que:
lz+yl* = llz*+yl*+2R0, y) < el +ylP+2l(z, )] < lzlP+lylP+2lzlyl = (2P 1y)),
de donde se deduce la desigualdad triangular. O

Ejemplo: Sea V = C". La norma hermitiana asociada al producto escalar
canoénico de C™ estd dada por

Gz, s 2) | = VI P+ o+ [,
donde (z1,...,2,) € C". En particular, si (wq,...,w,) € €" es otro vector,
entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz se escribe como

n n
21T+ 2] <D 1zl D s
i=1 j=1

Observacion 7.4.9. — Vale la pena reescribir con la nueva notacién
las férmulas de polarizacién discutidas anteriormente en Lema [7.1.18
Explicitamente, si V22 C™ es un espacio hermitiano y x,y € V, entonces:

L R(z,y) = %(le +yl? = ll=l® = lyl?) = il(llﬂf +yl? = llz = yll?).

2. Xz,y) = 5z +ayll” = =l = lyll*) = 1z +ayll* = = — iyl]?).

Luego,

(,y) = i(llx +yll? = llz = ylI* +illz +iyl* — illz —iy]?).
Ejercicio 7.4.10. — Sea V = C™ un espacio hermitiano. Probar que si
T1,...,Tm € V son ortogonales, entonces se verifica el «Teorema de Pitdgorass:

lzr + .l = 2l 4zl

Tal como en el caso euclideano, una clase importante de aplicaciones lin-
eales son aquellas que preservan la norma hermitiana (o equivalentemente, el
producto escalar complejo).

Proposicion 7.4.11 (isometrias). — Sean V = C" un espacio hermitiano,
y sea u : V. — V un endomorfismo. Las siguientes propiedades son equiva-
lentes:
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1. u preserva la norma, i.e., para todo x € V se tiene que

2]l = llu(z)]-

2. u preserva el producto escalar, i.e., para todos x,y € V se tiene que

(z,y) = (u(x), u(y))-
3. Para toda base ortonormal 2 de V', la imagen u(A) es una base ortonor-
mal de V.
4. Existe una base ortonormal % de V tal que la imagen u(%) es una base
ortonormal de V.
5. La matriz A = Matg(u) respecto a una base ortonormal # de V' es una
matriz unitaria, i.e., A*A =1, (o equivalentemente, "AA =1,,).
Un endomorfismo u : V — V que cumple estas propiedades es necesariamente
biyectivo (i.e., u € GL(V)), y es llamado una isometria de V. En particu-
lar, el conjunto de isometrias (lineales) de un espacio hermitiano V = C" se
identifica naturalmente al grupo unitario U(n).

Demostracion. — Vimos que (1) y (2) son equivalentes gracias a la férmula
de polarizacién hermitiana. Por otra parte, claramente (2) implica (3), y (3)
implica (4). Veamos que (4) implica (1):

Sea # = (e1,...,ey,) una base ortonormal tal que u(#) = (u(ey),...,u(e,))
es una base ortonormal de V. Sea x € V y escribamos x = 2?21 zje;.
Entonces, u(z) = > xju(ej) y, dado que tanto (er,...,e,) como
(u(ey),...,u(e,)) son bases ortonormales de V', tenemos que los coeficientes

de Fourier respecto a dichas bases verifican

Ly = <CC,6]'> y xj= <u($)7u(ej)>a
por lo que (u(z),u(e;)) = (x,e;) para todo j € {1,...,n}. En particular, el
Teorema de Pitdagoras implica
2> = (we)® = Y (ul@), ule;)? = [u(z)|?,
j=1 g=1

de donde obtenemos ||u(z)|| = ||z|| y por ende (1) se verifica.

Finalmente, sabemos por la Proposicién [7.3.4 que un endomorfismo
u : V. — V preserva la forma hermitiana no-degenerada h = (-,-) (y luego,
u es automdticamente biyectivo) si y sélo si 'AHA = H, donde H = (hjy,)
con hji = (ej,ex) = 61 si B = (e1,...,e,) es una base ortonormal. En otras
palabras, H =1,,, y luego (1) es equivalente a (5). O
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Como consecuencia inmediata, obtenemos las siguientes caracterizaciones
diferentes del grupo unitario.

Corolario 7.4.12. — Sea V =2 C" un espacio hermitiano y sea B una base
ortonormal de V. Entonces, el grupo unitario de isometrias de V es isomorfo
a

U(n) ={Ac M,(C)|A*A=1,} ={Ac M,(C)| '"AA=1,} ={A € GL,(C) | A~ = A%}
={A e M,(C)| (AX,AY) = (X,Y) para todos X,Y € C"}
={A e M,(C) | ||AX|| = || X|| para todo X € C"}
={A e M,(C) | (Avy,..., Av,) es base ortonormal para toda base ortonormal (vy,...,v,) de C
={A e M,(C) | (Aey,...,Ae,) es base ortonormal, donde (ey,...,e,) es la base canénica de C
={A € M,,(C) | las columnas de A son ortonormales},

donde (-,-) y || -|| denotan el producto escalar y la norma hermitiana candnicos

en 6€". O

7.5. Endomorfismo adjunto y endomorfismos normales
Comencemos por introducir la nocién de adjunto de un endomorfismo.

Teorema 7.5.1 (adjunto). — Sea V = C" un espacio vectorial complejo y
sea h : 'V xV — C una forma hermitiana no-degenerada. FEntonces, para
todo endomorfismo u : V. — V existe un unico endomorfismo u* :' V — V que
verifica

h(u(x),y) = h(xz,u*(y)) para todos x,y € V,
llamado el adjunto de u (respecto a h). Mds ain, para toda base B de V se
tiene que

Matg(u*) = H- Matg(u)*H,

donde H = Matg(h) es la matriz de h respecto a B. En particular, (u*)

* = .

Demostracion. — Supongamos que existe un endomorfismo u* : V. — V ver-
ificando h(u(x),y) = h(z,u*(y)) para todos z,y € V. Sea % una base de V
y denotemos H = Matg(h), A = Matg(u) y B = Matg(u*). Sean z,y € V
arbitrarios y denotemos por X,Y € C" los vectores columnas asociadas (i.e.,
los vectores coordenadas respecto a la base #). Entonces,

h(u(z),y) = (AX)HY = "X "AHY = h(z,u*(y)) = XHBY,

por lo que "AH = HB. Asi, dado que H es invertible (puesto que la forma
hermitiana h es no-degenerada), tenemos que B = H-1'AH = H-1A*H,
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donde por definicién A* = "A es la matriz adjunta de A. Esto iltimo muestra
que u*, en caso de existir, verifica la relacién
Matg(u*) = H=1 Mat»(u)*H

y por ende estd tinicamente determinado por w y por h. Reciprocamente, y
con la notacién anterior, si denotamos por u* : V — V el endomorfismo de V
cuya matriz respecto a la base 2 esta dada por H—LA*H entonces para todos
x,y € V se tiene que

h(z,u*(y)) = 'XHBY = 'XH(H-'A*H)Y = 'XHH YA*HY = "X "AHY = {(AX)HY = h(u(z),y),

por lo que u* : V — V verifica la relacién pedida. Esto demuestra la existencia
y unicidad del endomorfismo adjunto. Finalmente, notamos que para todos
z,y € V se tiene que

hu*(z),y) = by, u*(z)) = h(u(y), z) = h(z, u(y))

y por ende u es el adjunto de u*, i.e., (u*)* = u. O

Ejercicio 7.5.2. — Sea V = C" un espacio vectorial complejo. Probar que
la aplicacién
Endc(V) — Endc(V), u+— u*

es anti-lineal.

En el caso de espacios hermitianos el teorema anterior se reescribe de la
manera siguiente.

Teorema 7.5.3 (adjunto en espacio hermitiano)
Sea V= C"™ un espacio hermitiano. Entonces, para todo endomorfismo
u:V — V existe un unico endomorfismo u* : V. — V que verifica

(u(x),y) = (x,u*(y)) para todos z,y €V,

llamado el adjunto de w. Mds ain, para toda base ortonormal £ de V se
tiene que .

Matg(u*) = Matg(u)* = Matg(u).
Demostracion. — Si 9 es una base ortonormal de V', entonces la matriz H
de la forma hermitiana h = (-,-) es la identidad I,,, de donde obtenemos el

resultado. 0

El siguiente lema sobre estabilidad de sub-espacios vectoriales serd ttil en
lo que sigue. Recordemos que si u : V' — V es un endomorfismo de un espacio
vectorial V', entonces un sub-espacio vectorial U C V es estable por u si
u(U) C U, i.e., si para todo x € U se tiene que u(z) € U.
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Lema 7.5.4 (estabilidad). — Sea V' = C" un espacio hermitiano y sea
u: V. =V un endomorfismo. Entonces, para todo sub-espacio vectorial U CV
se tiene que

w(U) CU < u*(Ut) c UL

En otras palabras, U es estable por u si y solo si UL es estable por u*.

Demostracion. — Supongamos que u(U) C U y sea y € U~L. Entonces, para
todo = € U se tiene
(z,u*(y)) = (u(x),y) =0,

donde la tltima igualdad se obtiene gracias a que u(z) € U e y € U+, por
lo que u*(y) € UL, Asi, u*(U+) C Ut. Reciprocamente, supongamos que
uw*(U+) C Ut y, por el mismo argumento anterior pero reemplazando u por
uw* y U por UL, tenemos en este caso que (u*)*((UH)1) C (UH)*. Dado que
(UH)t = U y (u*)*=u, la inclusién (u*)*((U*+)1) € (UH)! es equivalente a
u(U) CU. O

Las siguientes clases de endomorfismos de un espacio hermitiano son espe-
cialmente importantes.

Definicion 7.5.5 (endomorfismo normal). — Sea V = C" un espacio
hermitiano, y sea u : V' — V un endomorfismo. Diremos que u es:

1. auto-adjunto (o hermitiano) si u* = u.

2. anti-hermitiano si v* = —u.

3. unitario si v ou* = idy (i.e., u € GL(V) y u™! = u*).
De manera maés general, diremos que u es un endomorfismo normal si conmuta
con su adjunto u*, i.e., uou* = u* ou. En particular, esta nocién engloba los
tres casos precedentes.

En dimensién finita, el espectro de un endomorfismo es por definicién el
conjunto de sus valores propios. La teoria espectral es el estudio de valores
propios y vectores propios de endomorfismos (eventualmente generalizando re-
sultados de dimensién finita a dimensién infinita, para poder tomar en cuenta
operadores, tales como el operador de Schrodinger en mecdnica cudntica). En
este texto introductorio, nos contentaremos con estudiar la teorfa espectral
de endomorfismos normales en dimensién finita (que cubre en particular el
caso de endomorfismos simétricos y anti-simétricos reales, hermitianos y anti-
hermitianos complejos, unitarios y ortogonales reales). El siguiente resultado
es conocido como teorema espectral.
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Teorema 7.5.6. — Sea V = C" un espacio hermitiano y sea uw : 'V — V
un endomorfismo normal. Entonces, u es diagonalizable y los espacios propios
asociados a valores propios distintos son ortogonales. En particular, existe una
base ortonormal B de V' formada por vectores propios de w. Mds atn:

1. 8¢ u es hermitiano, entonces los wvalores propios de u son reales
ALy Ap € R y luego

A0 ..o 0
0 X ... O

Matg(u)=| = | € M,(R).
0 0 ... M\

2. Siwu es anti-hermitiano, entonces los valores propios de u son imaginarios
puros iAq, ..., i\, € iR y luego

iy 0 0
0 i) 0
Matg(u) = € M,(C)
0 0 ... i\

3. Siu es unitario, entonces los valores propios de u son de médulo 1, i.e.,
A,y A € C con [Nl =1, y luego

A0 .00
0 X ... O
Matg(u)=| = | € GL,(C).
0 0 ... A\
Demostracion. — La demostracion es por induccién en la dimensién n = dime/(V).

Notamos que el resultado es cierto si n = 1, por lo que podemos suponer que
n > 2y que el resultado se verifica para n — 1. Dado que C es algebraicamente
cerrado, el polinomio caracteristico P, (X) posee al menos una raiz A en C, y
A es un valor propio de wu.

Sea V), el espacio propio asociado, el cual es estable por u* (i.e., u*(V)) C V)).
En efecto, dado que u y ©* conmutan, tenemos que para todo x € V) se cumple
que

u(u®(z)) = u*(u(z)) = u*(Az) = Au*(2),
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por lo que u*(x) € V). Luego, gracias al lema de estabilidad (ver Lema |7.5.4))
tenemos que el ortogonal V/\L es estable tanto por v como por u*. Por otro
lado, dado que V = VAEBV/\L y dimg (V) > 0 (por definicién de espacio propio),
tenemos que dime (Vi) = dime (V) — dime(V)y) < dime(V) = n.

Denotemos por v := U/’V)\L : VAl — Vj la restriccién de u a V/\J-7 y por
v* la restricciéon de u* a VAJ-. Entonces, para todos z,y € V)\J- tenemos que
v(z) =u(x) y v*(y) = u*(y), por lo que

(v(x),y) = (u(z),y) = (z,u"(y)) = (z,v" (),

lo que muestra que el adjunto de v es v*, vistos como endomorfismos de V)\L.
Dado que u y ©* conmutan, las restricciones v y v* también conmutan, i.e., v es
un endomorfismo normal de V/\J—. Luego, la hipétesis de induccién implica que
v es diagonalizable y que espacios propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales. Dado que V = V) & V/\l, lo anterior también se cumple para
u. En particular, considerando bases ortonormales de cada espacio propio de
u, obtenemos que existe una base ortonormal % de V formada por vectores
propios de u.

Finalmente, si consideramos la matriz diagonal D = Matg(u) con coefi-

cientes diagonales Aq,..., A\, € C, entonces se tiene que si v es ademads
1. hermitiano, entonces D* = D = D, i.e., Aj € R para todo j € {1,...,n}.
2. anti-hermitiano, entonces D* = D = —D, ie., A\; € R para todo
jed{l,...,n}. B
3. unitario, entonces D*D = DD = 1I,, ie, |[\j] = 1 para todo
je{l,...,n}.
de donde se prueba el resultado. O
Observacion 7.5.7. — Tal como mencionamos anteriormente, el teorema

espectral anterior cubre también el caso de matrices reales simétricas, anti-
simétricas y ortogonales. En efecto, si A € M,(R) es una matriz real y la
pensamos como elemento de M, (C), entonces A* = "A = 'A. Por lo que A
es hermitiana (resp. anti-hermitiana, resp. unitaria) si y sélo si es simétrica
(resp. anti-simétrica, resp. ortogonal).






CAPITULO 8

TENSORES

En este capitulo se dard una introduccién al dlgebra multilineal o, en
términos modernos, al dlgebra tensorial. Los tensores son muy ttiles en
matemdtica y en fisica, y fueron introducidos en 1846 por el matemdtico
irlandés William Hamilton. La idea de los tensores es que, dado un cuerpo k,
ellos permiten describir aplicaciones multilineales (i.e., lineales en cada vari-
able) T: Vi x --- x V, = W, donde Vi,...,V,, W son k-espacios vectoriales.

Durante todo este capitulo fijamos k un cuerpo arbitrario.

8.1. Producto tensorial de espacios vectoriales

Comencemos por el caso “2-multilineal", i.e., bilineal. La siguiente
definicién es una pequenia generalizacion de la nocién de forma bilineal (ver

Definicién [5.3.1]).

Definicion 8.1.1. — Sean V,W y U tres k-espacios vectoriales. Una apli-
cacion bilineal es una aplicacién

B:VxW-=U

que verifica

1. La aplicacion BY : V. — U, =z ~— B(z,y) es una aplicacién lineal

VyeW.
2. La aplicaciéon *B : W — U, y — B(x,y) es una aplicacién lineal
Ve eV.
Observacion 8.1.2. — En particular, una forma bilineal sobre un k-espacio

vectorial V' es una aplicacion bilineal B: V xW — U donde W =V y U = k.



258 CAPITULO 8. TENSORES

En términos préacticos, un producto tensorial entre dos k-espacios vectoriales
V' y W es un tercer espacio vectorial que cumple que toda aplicacién bilineal
cuyo dominio es V x W es equivalente a una aplicacién lineal cuyo dominio es
dicho producto tensorial entre V' 'y W. Méds formalmente, tenemos la siguiente
definicién.

Definicion 8.1.3 (producto tensorial). — Sean V y W dos k-espacios
vectoriales. Un producto tensorial de V' y W es un par (7,t), donde T es
un k-espacio vectorial y ¢t : V- x W — T es una aplicacién bilineal verificando
la siguiente propiedad universal:

Para todo k-espacio vectorial U y toda aplicacién bilineal

B :V xW — U, existe una wnica aplicaciéon lineal B:T = U tal

que B = Bot.

En otras palabras, el diagrama siguiente

Vxw—52 U

RN

Una pregunta natural que surge de la discusién anterior es si los productos

es conmutativo.

tensoriales existen y, en caso de existir, si estos son tinicos. El siguiente resul-
tado da una respuesta afirmativa a ambas preguntas. Como podra apreciarse
en la demostracion, la construccién no es para nada explicita (y puede ser
pasada por alto en una primera lectura sin mayor problema). Sin embargo, es
importante desde un punto de vista filoséfico pues nos dice por una parte que
es mdas importante comprender la propiedad universal del producto tensorial
que el espacio vectorial en si mismo, y por otra parte ejemplifica la importan-
cia de los espacios vectoriales cocientes: estos nos permiten construir objetos
imponiendo propiedades que queramos que se cumplan.

Teorema 8.1.4. — Sean V. y W dos k-espacios vectoriales. Entonces, existe
un producto tensorial (T,t) de V. y W, el cudl es inico mddulo un inico iso-
morfismo. Ast, denotaremos T =V @ W (o sz’mplement Ve W)y para
veV yweW escribimos t(v,w) =:v® w.

<1>Siempre y cuando k sea claro en el contexto. Veremos mds adelante que esto puede ser
relevante en ocasiones.
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Demostracion. — Comencemos por probar la existencia. Para ello, considere-
mos el k-espacio vectorial E := k(V*W)
estd dada por {e(y, )} (v,w)evxw; i-e., un elemento de E es de la forma

Z /\(v,w)e(v,w)7 donde /\(Mw) € k.

finita

cuya base (no necesariamente finita)

Es importante notar que la aplicacion V- x W — E, (v,w) + €(,,,) NO es
bilineal. Sin embargo, si S C F es el k-subespacio vectorial generado por
todos los vectores de la forma

C(v4v',w) " C(v,w) TE(W W)y C(v,wtw’) T C(v,w) T E(v,w’)> e(Av,w)_Ae('u,'w)v e(v,Aw)_Ae(v,w)v

donde v,v" € V, w,w’ € W y X € k, entonces el k-espacio vectorial cociente
T := E/S esta dotado de la aplicacion bilineal

t:VxW—T, (vw)+— [e(v’w)]

que hace de (T,t) un producto tensorial de V' y W. En efecto, si denotamos
T:=VaWyt(v,w) = [eww)] = v@w, entonces para toda aplicacién bilineal
B :V xW — U se tiene que la aplicacién B' : E — U, e = B(v,w) es
lineal y, por bilinealidad, se anula en S. Dado que B’(S) = {0y}, la propiedad
universal del cociente implica que existe una tnica aplicacién lineal B : E/
S=VeW = U tal que B = Bo t, lo cual equivale a decir que para todo
v@w e T se tiene que B(v ® w) = B(v, w).

La unicidad (mé6dulo unico isomorfismo) es consecuencia de la propiedad
universal del par (7,t). En efecto, si (T”,t’) es otro producto tensorial de V' y
W, entonces tendriamos dos diagramas conmutativos

V><W4>T’ Vxw—" 7T

RN RN

donde ¢/ = aot yt = fot'. En particular, ' = aot = (a0 f)ot' y
t = Bot' = (Boa)ot. Dado que v y 3 son unicos, tenemos que necesariamente

aof =Idpm y Boa=1Idp, ie., ay § son isomorfismos. O
Recuerdo 8.1.5. — Sean U,V,W tres k-espacios vectoriales. Recordemos
que

Homy(V,W) ={f:V — W lineal}, V* = Homy(V, k) (espacio dual), y
Bily(V x W,U) ={B :V x W — U aplicacién k-bilineal}

son k-espacios vectoriales.
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Con la notacién anterior, tenemos la siguiente consecuencia inmediata del
Teorema anterior.

Corolario 8.1.6. — Sean U,V,W tres k-espacios vectoriales. Entonces, hay
un isomorfismo

Bilg(V x W, U) = Homy(V @ W, U).
En particular, Bily(V x W, k) = {B : V x W — k forma bilineal} = (V @ W)*.

Demostracion. — La aplicacién B — B es un isomorfismo. ]

El siguiente ejemplo nos permite verificar “a mano” que una formal bilineal
codifica la misma informacién que su forma lineal asociada.

Ejemplo 8.1.7. — Sea V =R? y % = (e1, e2) su base canénica. Toda forma
bilineal B : V x V — R es de la forma

B((z1,y1), (x2,Y2)) = ax122 + br1y2 + cxoy1 + dy1yo.

En particular, B estd determinada por las constantes a = B(ey,ey),
b = Bl(ei,e2), ¢ = B(ea,e1) y d = B(eg,e2). Por otro lado, tenemos
que

V@V = Vectg(e; @ e1,e1 @ ez, e2 @ e1,e3 @ eg) = R,
donde por definicién se cumple que A(e; ® €j) = (Ae;) ® e; = e; ® (Nej) para
todo A € R. En particular, tenemos que (z;e; ® y;e;) = x;yj(e; @ ;) para
todos x;,y; € R. Asi, tenemos la igualdad

(zre1+y1e2)@(xae1+y2e2) = T122(e1®e1)+21y2(e1®e2)+x2y1 (e2®e1)+y1y2(ea®es).

Finalmente, observamos que B : V@V — R en (V ® V)* estd determi-
nada por las constantes o/ = B(ey ® e1), b = B(e1 ® €3), ¢ = Blea ® e1) y
d' = B(ea ® e3). Dado que B(e; ® ej) = B(e;, e;), tenemos que Be(VaV)*
y B € Bilg(V x V,R) contienen la misma informacién.

Cngmportante: En general, un vector en V® W no es de la forma v ® w
conv € Vyw € W, sino que es una suma finita de vectores de esta forma,
ie.,

A (v1 @ wi) + Aa(v2 @ wa) + ... + A (v @ wy)
para ciertos v; € V, w; € Wy A; € k. Los elementos de V' ® W son llamados
tensores . Los tensores de la forma v ® w con v € V y w € W son llamados
tensores simples o tensores descomponibles, estos tensores generan el
k-espacio vectorial V' ® W por construccién.
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Ejercicio 8.1.8. — Sea V = R? de base (e1,e2) y W = R? de base (f1, f2).
Probar que el tensor
T=oale1® f1) +ble1® fo) +clea® f1) +d(e2® fo) eVOW

es un tensor simple si y sélo si ad — bec = 0.

Lema 8.1.9. — Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Sea {v;};cr una base
de V' y sea {wj}jes una base de W. Entonces, {v; ® w;} jjerx. €s una base
de V@ W. En particular, si V y W son de dimensidn finita, entonces

Demostracion. — Por construccion de V @ W se tiene que {v; ® w;}(; j)erx. €s
una familia generadora. Veamos que es linealmente independiente: Para ¢ € T
y j € J definimos las formas lineales f; € V* y g; € W* dadas por f;(vg) := dik
y gj(wg) := d;1, donde

1 sii=j

0 sii#j
Consideremos la forma bilineal p;; : V xW — k dada por ¢;;(v, w) = fi(v)g;(w).
La propiedad universal del producto tensorial implica que existe una tnica
aplicacion lineal @5 : V@ W — k tal que

0ij =

Py 1 sie=kyj=¢

@i (v @ we) = @i (v, we) = fi(vk)gj(we) = Oixdje = .
0 sino

Aplicando las formas lineales ¢;; a cualquier combinacién lineal de elementos

de {v; ® wj}(i,j)e 1%, deducimos que dichos vectores son linealmente indepen-

dientes. O

El siguiente resultado muestra que podemos tensorizar aplicaciones lineales.

Proposicion 8.1.10 (functorialidad). — Sean f :V — V' yg: W — W/
aplicaciones lineales entre k-espacios vectoriales. Entonces, exriste una Unica
aplicacion lineal

fRg: VoW —V oW
tal que para todo tensor simple v@w € VW se cumple que (f®g)(ve@w) = f(v)@g(w).
Mads ain, el producto tensorial de aplicaciones lineales verifica que

(ffegd)o(feog) = of)®(dog).
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Demostracion. — Basta completar el diagrama conmutativo

VXWLV’XW’

[
t t/

/ /
VoW e V' QW

En otras palabras, f®g se obtiene al aplicar la propiedad universal del producto
tensorial a la aplicacion bilineal t'o(f, ¢). La unicidad, asf como la tiltima parte,
se deducen del mismo modo y se dejan como Ejercicio al lector. O

A continuacién, describimos las principales propiedades del producto tenso-
rial.

Teorema 8.1.11. — Sean U,V y W tres k-espacios vectoriales. Entonces,
hay isomorfismos canénicos:

1. kV SV, AQ@uv— .

2. U V)W S UeW)ea(VaWw), (u+v)@w— u®w+v® w.

3.0V 3VRU, u®u— v® u.

4. U(VeW)SUV)oW, u® (vew) — (u®v)®w.
Aqui, cada isomorfismo estd descrito para tensores simples y se extiende por
linealidad para tensores arbitrarios (i.e., para sumas finitas de tensores sim-
ples).
Demostracion. — Para probar (1), notamos que la aplicacién kxV — V, (A, v) — Av
es bilineal, y por ende existe una tinica aplicacién lineal inducida kQV — V, A®v — v,
cuya inversa estd dada por v — 1 ® v.

Para probar (2), consideramos la aplicacién bilineal

UaV)xW—=UW)a(VeW), (u+v,w)mu@w+vw

que, tal como antes, induce una 1nica aplicacién lineal

e:(UdV)oaW = UW)a(VaW), (u+v)@w—u®w+uv®w.

Por otro lado, las inclusiones ¢t; : U — UV, u— u+0y 1o : V — UV, v — 04v
inducen, al tensorizar con Idy : W — W aplicaciones lineales

Iy :UW = UaeV)eW vy wuldy: VW = UaV)W.
Para concluir, basta notar que la aplicacién lineal

Yi=(1 @1dw,e@1dw): ( UW)a (VW) — UaV)a W
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es la inversa de . En efecto, basta calcular para tensores simples que

(Wop)(u+v)@w)=Yuw+v@w)= (11 @Idy)(u®w) + (12 @ Idw)(v ® w)
=u+0)@w+0+v)w = (u+v)w,

y por ende ¢ o ¢ = Id(ygy)gw. El mismo célculo para ¢ o ¢ permite verificar

el isomorfismo. Finalmente, los isomorfismos (3) y (4) se prueban de manera
similar. O

Ejemplo 8.1.12 (Producto de Kronecker). — Sean Vi, Vo, Wy y Wy es-
pacios vectoriales de dimensién finita. Supongamos que {v1 ;}jer, es una base
de Vi, que {va;}icr, es una base de Va, que {wy 1}y, es una base de Wy, y
que {wa ke, €s una base de Wo.

Sif:Vi — Voyg: W — Wy son aplicaciones lineales dadas por matrices
A = (aj)icty, jer, ¥ B = (bki)ke,, 1e., Tespecto a las bases anteriores, entonces
obtenemos por bilinealidad del producto tensorial que

(f®g) (v ®@wyy) = Z a;jbrv2; @ wa i,

i€ly
keJa

de tal suerte que la matriz de f® g en la base {v1,; @ w1} (jer <, de Vi@ Wy
y en la base {va; ® wa i} (i k)enxs de Vo ® W estd dada por el producto de
Kronecker
A®B:= (aijbkl)(i,k)elgxb, (4,)EL X J1
Por ejemplo, si todos los espacios vectoriales involucrados son de dimensién 2,
entonces tenemos que A ® B estd dada por
ajtbin  aiibiz a12bin  aizbio
an aiz) o bin biz)  [anB a2B)\  |anba aiib2 aizba  aizbe
as a2 ba1 b2 anB  axnB azbin  agibiz  azebin  agsbia
azibor  agibay  azbar  asaben
En particular, notamos que en general A® B # B® A.
Ejercicio 8.1.13. —
a) Probar que tr(A ® B) = tr(A) tr(B).
b) Probar que rango(A ® B) = rg(A) rg(B).
c) Si A€ Myxa(k)y B € Myyy(k), probar que det(A®B) = det(A)® det(B)?.

El siguiente ejemplo permite identificar matrices con tensores.



264 CAPITULO 8. TENSORES

Ejemplo 8.1.14. — Veamos que toda matriz puede ser pensada como un
tensor. Mds generalmente, consideremos la aplicacién lineal

p: V'@W — Homy(V, W)
f@wr— (v fv)w)

y veamos que ¢ es inyectiva: si {w;}jcs es una base de W, entonces sabe-
mos que todo elemento de V* ® W es una suma finita de tensores simples
ZjeJ fj ®@w;j, donde cada f; € V* es una forma lineal en V. Asi, si la imagen
por ¢ de dicha suma es nula en Homy(V, W), entonces » ¢ ... fi(v)w; = 0
para todo v € V' y por ende f;(v) = 0 para todo v € V' y para todo j, dado
que {wj}jes es una base de W. Asi, concluimos que en tal caso f; = 0 para
todo 7 € J y por ende ¢ es inyectivo.

Por otra parte, la aplicacion ¢ no siempre es sobreyectiva: dado que
tomamos combinaciones lineales finitas, su imagen en Homyg(V, W) consiste
en las aplicaciones lineales de rango finito. En particular, si V o W es de
dimensién finita, entonces

0 :V*@W = Homy(V, W)

es un isomorfismo. Explicitamente, si dimg(V) =ny (v1,...,v,) es una base
de V, de base dual (v],...,v}), entonces para todo u € Homy(V, W) se tiene

r n
n
P w) =D v @ulvy),
j=1

Ejercicio 8.1.15. — Con la notacién del Ejemplo anterior, determinar la
imagen por ¢ del conjunto de tensores simples de V* @ W.

Una aplicacién tipica de los tensores es utilizarlos para formalizar la idea de
pasar de un k-espacio vectorial a un K-espacio vectorial, donde k C K (eg.
R CC).

Ejemplo 8.1.16 (Extension de escalares). — Sean k y K cuerpos tales
que k € K. Si V es un k-espacio vectorial entonces, dado que K también es
un k-espacio vectorial, podemos considerar el producto tensorial

Dicho espacio es un k-espacio vectorial, pero también puede ser visto
como un K-espacio vectorial: si A € K, la multiplicacién por A dada
por my : K — K, x — Az define un endomorfismo k-lineal de K. Luego,
podemos definir la multiplicaciéon por A € K en Vg como el endomorfismo



8.2. ALGEBRA TENSORIAL 265

m) ® Idy. Las propiedades de K-espacio vectorial son fdciles de verificar y se
dejan como Ejercicio al lector.

En este caso, decimos que Vi se obtiene a partir de V por extensién de
escalares de k a K. Mids atn, dimg(Vx) = dimg (V) puesto que si {v;}ier
es una base de V, entonces {1 ® v;}ier es una base de Vi como K-espacio
vectorial.

Por otra parte, un endomorfismo v : V. — V en Endg(V) se extiende a
ug : Vi = Vi en Endg (Vi) al definir ux := Idg ®u. Matricialmente, si la
matriz de u es A € M, (k) respecto a una base {v;} de V, entonces ug posee
la misma matriz A € M, (K) respecto a la base {1 ® v;} de Vk-.

Un caso particular importante es cuando £k = R y K = C. En tal caso,
Ve = CRrV es la complejificacién del R-espacio vectorial V. En particular,
CerR*=C™

Ejercicio 8.1.17. — Sean V y W dos espacios vectoriales complejos de di-
mension finita > 1. Probar que los espacios vectoriales reales V@cW y Vr W
no son isomorfos.

Ejercicio 8.1.18. — Sean V' y W dos k-espacios vectoriales de dimensién
finita. Probar que

~

P VIQWr = (VW) feg— (vow— f(v)g(w))

es un isomorfismo.

8.2. Algebra tensorial

Comencemos por dar una generalizacién natural del concepto de m-forma
multilineal.

Definicion 8.2.1. — Sean Vi,...,Vy, U k-espacios vectoriales. Una apli-
cacién d-lineal (o d-multilineal) es una funcién

fVix - xV;—U
que es lineal en cada variable. Denotaremos por
Mult®(Vy x - x Vg, U) := {f : Vi x --- x Vg — U d-lineal}

al k-espacio vectorial correspondiente.
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‘@ Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en el caso bilin-
eal, dados V1, ..., V, k-espacios vectoriales construimos un k-espacio vectorial
V1 ® -+ ® Vg producto tensorial, junto con una aplicacién d-lineal universal

t:Vix--- xVg—V®- -0V,

tal que Mult?(V; x - - x Vg, U) = Homy(Vi @ - - - @ V3, U) para todo k-espacio
vectorial U. Ma4ds ain, si tenemos d aplicaciones lineales f; : V; — W, para
i € {1,...,d}, la propiedad universad permite “tensorizarlas” y obtener una
lnica aplicacién lineal

i @fi: Vi@ @Vg— Wi W,
tal que para todo tensor simple v1®- - -®uvyg se verifica (f1®- - @ f3) (V1R - -Qug) = f1(v1)R- R fa(vg).

Observacion 8.2.2. — En la seccién anterior vimos que (V1 @ Vo) @ Va y
Vi ® (Vo ® V3) son candnicamente isomorfos (i.e., existe un isomorfismo con-
struido sin escoger bases). No es dificil verificar que ambos son canénicamente
isomorfos a V| ® Vo ® V3.

Recuerdo 8.2.3. — Recordemos que una k-dlgebra es un k-espacio vectorial
A dotado de un producto

AxA— A, (a,b) —> ab

que es una aplicacién k-bilineal y que dota a A de estructura de anillo. Asi, la
multiplicacién es asociativa pero no necesariamente conmutativa.

‘e Todas las dlgebras que consideraremos poseen una unidad, i.e., existe un
unico elemento 1 € A tal que a-1 =1:a = a para todo a € A. Notar que
1=0siysdlosi A=0.

Definicion 8.2.4. — Sea A una k-ilgebra. Decimos que A es una dlgebra
graduada si existe una descomposicién (eventualmente infinita)
A:®Ad:A0@A1@A2@--'
deN
en suma directa de sub-espacios vectoriales tales que para todo d,e € N se
tiene que Ay - Ae € Agie. En particular, 1 € Ag y luego k:=Fk -1 C Ag. Més
aln, un morfismo de dlgebras graduadas es un morfismo de dlgebras
f:A— B

(i.e., f(araz) = f(a1)f(az) para todos aj,as € Ay f es lineal) que ademds
preserva la graduacion, i.e., f(Ay) C By para todo d € N.
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Ejemplo 8.2.5. — El dlgebra conmutativa k[X] de polinomios en una variable
estd graduada (mediante el grado de cada polinomio):
k[X] = €D Vecty (X9).
d>0

Més generalmente, el dlgebra A = k[X7,..., X,] de polinomios en r variables
estd graduada si definimos a Ay como el sub-espacio vectorial generado por
los polinomios homogéneos de grado total d, i.e., generado por los monomios
Xi1-~X}ﬁ" con iy + - +i, =d.

Observacion 8.2.6. — Mais generalmente, si A = @dzo A, es una k-dlgebra
graduada. Un elemento no-nulo x € A\ {0} se dice homogéneo si existe d € N
(que es necesariamente tnico) tal que x € Ay. Diremos que z es de grado d.

Definicion 8.2.7. — Sea V un k-espacio vectorial. Definimos las potencias
tensoriales de V como TV :=k y, para d > 1 como

® V.

T = & .=y g7
En particular, por construccién, se tiene que (TV)* = Multd(Vd, k) es el k-
espacio vectorial de formas d-lineales en V. Mads atin, definimos el algebra
tensorial de V por
TV =PIV =koVaT’VoTVa--.
d>0
donde el producto en TV estd dado por

TW x TV — Tty
(V1@ Vg, W @ @We) = V1 @+ Vg @ WL D -+ @ We,

y cuya unidad estd dada por 1 € k = T9V. Asi, TV es una k-dlgebra graduada.

Observacion 8.2.8. —

1. El algebra tensorial TV no es conmutativa si dimg(V) > 2, pues
v1 ® V9 # V2 ® v1 Sl v1 ¥ v no son proporcionales.

2. Dado que T'V =V, hay una inclusién canénica ¢ : V < TV.

3. Si{e;}icr es una base de V', entonces T'V tiene por base todos los tensores
€, ®---Re, parad € Ny iy,...,9q € I. En particular, incluso si V'
es de dimensién finita, el k-espacio vectorial T'V es siempre de dimensién
infinita cuando V # 0.

Teorema 8.2.9 (propiedad universal). — El dlgebra tensorial TV satisface
la propiedad universal siguiente:
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Para toda aplicacion lineal f : 'V — A hacia una k-dlgebra con
unidad A, existe un tnico morfismo de dlgebras f : TV — A tal que
f=fot, donder:V —=TV.

En otras palabras, el diagrama

VeI 4

N, A

TV

es conmutativo.

Demostracion. — Como la aplicacion V¢ — A, (v, ...,vq) — f(v1)--- f(vq)
es d-lineal, la propiedad universal de T%V permite definir la aplicacién lineal
fa: T — A para todo d € N, y en particular definir
f:: @ fd TV — A
d>0
Basta ver que fes un morfismo de dlgebras. Para esto tltimo, es suficiente
verificarlo para tensores simples (pues generan T'V):

~

flr1 @ @) @ (w1 @ @we)) = fvr) -+ fva) f(wr) - f(we)

~

= f1®- @) flur @ - @ we),
de donde se concluye lo pedido. O

Observacion 8.2.10. — Como en todos los casos anteriores, la propiedad
universal implica que la construccién es “functorial”, ie., si f : V. — W
es una aplicacién lineal entonces existe un udnico morfismo de &dlgebras
Tf: TV — TW tal que el diagrama

v— I w

S

TV ——TW
Tf

es conmutativo. En efecto, Tf no es nada mas que @, Tf, donde

Tif = %4 = f ® f. Mads ain, se verifica la construccién es compatible
con las composicione en el sentido que T'(fog) =T foTg.

d veces

(D En términos mas sofisticados (usando el lenguaje de la teoria de categorias), T es un
“functor” entre las categorias de k-espacios vectoriales y la de k-algebras.
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Es importante destacar que en Fisica (y en Geometria Diferencial) se con-
sideran frecuentemente ciertos tensores particulares:

Sea V un k-espacio vectorial de dimg(V) = n, y sea V* = Homy(V, k)
su espacio dual. Durante este parrafo, y para simplificar la notacién, si
% = (e1,...,e,) es una base de V, entonces denotaremos por * = (e!,... e")
la respectiva base dual de V*. Asi, por definicién, tenemos que e'(e;) = &;;
(que usualmente se reescribe como €'(e;) = 5} en este contexto).

Definicion 8.2.11. — Sea V = k™ un k-espacio vectorial, y sea V* su es-
pacio dual. Un tensor p-covariante y g-contravariante es un elemento del
producto tensorial

q veces

TPV*QTWV =V*"® VRV - eV
Alternativamente, los vectores de TPV*®T49V son llamados tensores de tipo

(p,q). Explicitamente, si (e1,...,e,) es una base de V' y (el,...,e") es la base
dual de V*, entonces todo tensor T' de tipo (p, q) se escribe como

’il,.‘.,i ] ]
T= 3 T e edea e o,

p veces

AT
J1s--50p

pues los vectores de la forma /' @ --- ® e/r @ ei; ® -+ ® e;, forman una base
de TPV* @ T1V.

Observacion 8.2.12 (Notacién de Einstein). — La notacién de Ein-
stein (que en realidad es un caso particular del cdlculo de Ricci, desarrollado
30 anos antes de los trabajos de Einstein) consiste en omitir los simbolos de
sumatorias. Asi, un tensor de tipo (p,q) se escribe como

il,...,’i ] ]
T=T,"5e"® ®er®e; ® - Ve,

y decimos que los coeficientes T;’f;}‘f € k son las coordenadas del tensor 7.
Por ejemplo, la relacion
3
Y = inei = xlel + x262 + x363
i=1

se reduce a escribir y = z’e;.

Ejemplo 8.2.13. — Sea v = v'e; un vector de V. Vimos en el Ejem-
plo [8.1.14] que todo endormofismo de V' es un tensor de tipo (1,1), pues
Endg(V) = Homg(V,V) = V*® V. Asi, si (e],...,€),) es otra base de V

’ N
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y P = (PJ’) es la matriz de cambio de base, entonces e} = P;ei. Luego, si
escribimos v = v e} entonces

15 1 19 3
v=1v"e; =v7Pje;,

y luego v* = P}v’ﬂ, o bien, v’ = (P_l)gv’. Asi, observamos que las coordenadas
de v se transforman en sentido inverso a los vectores de la base: de aqui viene
el término contravariante.

Anidlogamente, para una forma lineal f = fje/ = f/e/* se tiene que

fi = (&) = f(Plej) = P! fj,
i.e., las coordenadas de f € V* se transforman en el mismo sentido que los
vectores de la base: de aqui viene el término covariante.

Ejercicio 8.2.14. — Dado un tensor de tipo (p, q) de coordenadas (T;ll ;Z)’
probar que las coordenadas en una nueva base (e}, ..., e}) estdn dadas por
Nty =N p—1Via pit | pipritseig
(@5 = (P (PP PR

F1oeedp i 3h % 15

Observacion 8.2.15. — Generalmente, los cdlculos anteriores se hacen en
presencia de una “pseudo-métrica”, i.e., una forma bilineal B : V xV — k
no-degenerada (e.g. un producto escalar, o la forma de Lorentz), y decimos
que B es un tensor métrico. En particular, dado que

Bil(VxVE)2(VeV)* 2V eV,

podemos pensar a B como un tensor de tipo (2,0) (i.e., 2-covariante) y de-
notamos su matriz asociada respecto a la base (ej,...,e,) de V mediante
gij = B(ei,ej).

Dado que B es una forma bilineal no-degenerada, tenemos que

B:V 3V 2+ Bx, )

es un isomorfismo que identifica vectores (i.e., tensores contravariantes) y for-
mas lineales (i.e., tensores covariantes). Asi, en coordenadas, tenemos que
E(ej)(ei) = B(ej,e;) = gji y por ende E(vjej) = vJgj;e’. En otras palabras,
pasamos de coordenadas contravariantes (v7) a coordenadas covariantes (v;)
mediante la férmula v; = v7 9ji-

Finalmente, observamos que el isomorfismo B permite transportar la métrica
B a una métrica B* en V*. Explicitamente, la matriz g¥/ := B*(e’,¢’) de B*
respecto a la base dual (e',...,e") de V* es la inversa de la matriz (g;5),
ie., gz-jgjk = (55. Este “tensor métrico dual” permite pasar de coordenadas
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covariantes a contravariantes mediante la férmula v/ = v;¢g¥ y, en particular,
se tiene que

B(u,v) = u'v; = uiv' = uv' = gi;u'v’ = g uv;.

8.3. Algebra exterior y formas multilineales alternadas

Por un lado, gracias a la construccién del dlgebra tensorial TV = @ ;- TV,
tenemos que los espacios vectoriales

d veces

(TV)* = Mult(V x x V., k)

son candénicamente isomorfos. Por otro lado, recordemos que en el Capitulo 2
. .. . d veces

estudiamos formas multilineales alternadas: una forma d-linealw : Vx ---
es alternada si w(vy,...,v4) = 0 cuando dos de los vy, ...,v4 son iguales.
Mais atin, si denotamos por
Al (V) ={w: V x

4YE® Vs k forma d-lineal alternada}

al k-espacio vectorial de formas d-lineales alternadas, sabemos que si
n = dimg(V) entonces toda forma n-lineal alternada es proporcional al
determinante, i.e., Alt" (V) = Vecty(det).

El objetivo de esta seccién es realizar una construccién andloga a Alt4(V) en
TV, y que serd dual a Altd(V) en un sentido preciso. De manera més concreta,
nos gustaria construir a partir de 7V una nueva algebra AV tal que a cada
tensor v1 ®- - - Qvg en TV seamos capaces de asociale un “simbolo” vi A--- Avg
(i.e., un vector en AV) tal que vy A -+ Avg = 0 si dos de los vy,...,vq son
iguales.

Como ya hemos visto anteriormente, los cocientes son itiles para construir
objetos a partir de otros: basta cocientar por las “relaciones” que deseamos
que se verifiquen.

Definicion 8.3.1. — Sea V un k-espacio vectorial y T'V su dlgebra tensorial.
Sea I C TV el sub-espacio vectorial generado por todos los tensores de la
forma

aRuvubdondev eV yabeTV.

Definimos el dlgebra exterior de V como AV := TV/I, y denotamos por
v A -+ Avg la imagen de v; ® --- ® vg en el cociente. Adicionalmente, la
composicién

VTV > AV
serd denotada ¢ : V — A V.

xV — k
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Hecho (MAT214): Se puede probar que I es un ideal del dlgebra TV. En
términos précticos, esto implica que el cociente A V' = TV/I también es una k-
algebra, i.e., la multiplicacién (no conmutativa) en TV define naturalmente una
multiplicacién en el dlgebra exterior A V, que llamamos producto exterior:

(vl/\"-/\vd,wl/\-'-/\we)'—>v1/\~~/\vd/\w1/\~~/\we.
Teorema 8.3.2 (propiedad universal). — El dlgebra exterior \'V satisface

la siguiente propiedad universal:

Para toda aplicacion lineal f 'V — A a una k—dlgebra con unidad
A tal que f(v)? = 0 para todo v € V existe un tinico morfismo de
dlgebras f : NV — A tal que f = forcont:V — \V.

En otras palabras, el diagrama

v ! A
N
AV

Demostracion. — Por la propiedad universal de TV, 3lg : TV — A inducido
por f. Dado que

gv®v) = f(0) @ f(v) = f(v)* =0
la aplicaicén lineal g se anula en el ideal I. Luego, la propiedad universal del
cociente implica que EI!f: AV :=TV/A — A que ademds es un morfismo de
algebras en este caso (pues g lo es). En otras palabras, la demostracién puede
resumirse en el diagrama conmutativo:

f

VﬂA

- 7\
J{///g!g //

TV )/

/
J e el
AV

O

Describamos ahora la “functorialidad” asociada a la propiedad universal an-
terior, cuya demostracién se deja como ejercicio.
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Proposicion 8.3.3 (functorialidad). — Sea f : V. — W es una apli-
cacion lineal entre k—ev. FEntonces, existe un tunico morfismo de dlgebras

NF AV = AW tal que Lo f = N\ fouy, i.e., el diagrama

v— ow

/\VW/\W

Mads ain, N(fog)=NfoNAg.
Veamos ahora cémo describir el dlgebra exterior /A V' concretamente.
Recordemos que I C TV es el sub—ev generado por tensores de la forma:
aR®UVR®VRb con veV y abeTV
Para d € N, definimos Ip := I N T%V como el sub—ev de I generado por ele-

mentos homogéneos de grado d. Luego I = @ ,~,Ip y en particular podemos
considerar para cada d € N el cociente

d
AV =1/,

llamada la d—ésima potencia exterior de V. Asi, el dlgebra exterior también
es uan k—dlgebra graduada:

/\V:@TdV/Id:@;\V

deN deN
Importante: Dado que los vectores no-nulos ed I contienen los elementos
de grado 2 de la forma v ® v tenemos que TV NI = {0} y T'V NI = {0}, asi
que /\0 Vky /\1 V = V. En particular, ¢ : V < AV es inyectivo. Asi,

AV =k & V & ANV o ANV @
w w W W
A v VAV VAUVAV

Luego, el K—ev AV estd generado por los vectores de la forma vy A -+ Avg
con d € Ny donde vy A--- Avg = 0 si dos de los vy,...,v4 € V son iguales.
Ademss, el hecho que AV sea una dlgebra graduada se escribe como

i) )
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Mids ain. si f: V' — W es una aplicacion lineal, entonces A f = A ;5 /\d f,
donde A f: A2V — AW esté dada por

d
(/\f) (vi Aee- Avg) = f(o1) A=+ A f(va)

Proposicion 8.3.4. — Sea V un k—ev. Entonces, para todo d > 2 la apli-
cacion d—lineal

Vi=Vx oxV—s NV

a

(U1, ..., 0g) ———— V1 A=+ Avg
es alternada. En particular, para toda permutacion o € Sq y v1,...,vq € V se
tiene:
Vo(1) N NVg(q) = e(o)vy A+ Aog
Demostracion. — Por definicién de I y de A\ V, la expresion v1 A. .. Avg es nula
si dos vectores consecutivos son iguales. El caso general se deduce al expresar
una permutacién arbitraria como producto de transposiciones. ]
Corolario 8.3.5. — El dlgebra graduadad AV es anti-conmutativa: si

a € /\dV y B € NV entonces se tiene que B A a = (—1)%a A B.

Demostracion. — Basta probarlo en el caso que a« = wv; A --- A vyg u
B = wy A -+ AN we (el caso general es una combinacién nieal de elemen-
tos de esta forma). En tal caso, el resultado se obtiene usando repetidamente
la identidad w A v = —v A w. 0

El siguiente resultado resume las principales propiedades de las potencias
exteriores A% V-

Teorema 8.3.6. — Sea V un k—ev y sea d € N. Entonces
1. Paratodod > 1, la aplicacion anternada V¢ — /\d V,(v1,...,0q) = vIA--Avg
satisface la propiedad universal siguiente:
Para todo k—ev U y toda aplicacion d—lineal alternada
w: Ve = U, existe una tnica aplicacion lineal Nw : N2V — U
tal que el diagrama
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|V N
| 4
NV

es conmutativo. En particular, Alt4(V) = (A4 V)*,

2. Si 'V es de dimension finita n y (e1,...,en) es una base de V', entonces
(€iy AN+ A €iy)i<ip<-<ig<n €S una base de /\dV para todo d > 1. En
particular, tenemos N>V =0 para d > n y dimy (A V) = Z

3. StV es de dimension finitan y 0 < d < n, la forma bilineal
AV x ANV —— ATV =k

(o, ) ———a A [

es no-degenerada. En particular, induce un isomorfismo candénico
dv\* —d . e
N'V® (/\ V) = A"V y un isomorfismo no-candnico (i.e., depende

de la eleccion de un isomorfismo \"V = k)
d ¥ n—d
( A v) =~ AV
4. La aplicacion NS (V)X NIV = k, (fiA- - -Afa, viA- - -Avg) — det((fi(vj))i<ij<d)
es bilineal y no-degenerada. FEn particular, st V es de dimension finita
entonces hay un isomorfismo candnico N\ V* = (/\d V>*.
5. SiV es de dimension finitan yu:V — V es un endomorfismo, entonces

el endomorfismo \"u de \"V = k estd dado por la multiplicacion por
det(u). Eaxplicitamente, (\" u) (e1 A -+ Aen) = det(u)er A -+ Aep.

Demostracion. —

1. La propiedad universal de TV implica que la aplicacién d-lineal (alter-
nada) w : V¢ — U induce una tnica ¢ : T4V — U lineal tal que w = gou
donde ¢ : V¢ — TV,

Pero, dado que w es alternada, g se anula en Iy = I N TV y luego la
propiedad universal del cociente implica que 3@ : /\d V=TW/1; - U.
En particular, si U = k obtenemos

d *
Alt4(V) = ( N V)
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2y 3. Dado que vy(1) A+ A Vg (q) = e(o)vr A -+ Avg, tenemos que los vectores
(i, A=+ A ei))i<iy<<ig<n genera AV (podemos suponer los mdices
ordenados).
Veamos que son L.i.: sid = n entonces sabemos que Alt" (V') = Vecty(detg)
es de dimensién 1, y luego A"V = (Alt"(V))* = es dedimension 1, por lo
que el vector no-nulo e; Aeg A- -+ Aey, es una base de A" V. Supongamos
que d < n y fijemos indices 1 < j; < --- < jp—g < n, entonces el tnico
caso en que

(e Aooei) Mesy Ao Nej ) #0 en \V =k

es cuando {ji,...,Jn—dq} es el complemento del conjunto {i1,...,ig} en
{1,...,n}, pues no pueden repetirse indices. Asi, concluimos que los
(€iy A -+ A €iy)i<ii<..<ig<n son Li. (basta tomar producto exterior de
cualquier combinacién lineal con e;, A- - -Ae;, ) y luego una base de /\d V.
Maés atin, esto también prueba que A°Vx A"V — A"V, (o, B) — aAS
es bilineal no-degenerada.

En particular, “fijar la segunda variables" induce un isomorfismo canénico
entre A"V y

d n d * n
Homy(\V, A\ V) = (/\V) o \V

2. Las propiedades del determinante vistas en el Capitulo 2 implican que la

aplicacion
Vix oo x V<V x--xV =k, ((fi, ., fa) (v1,...,va)) = det((fi(v;))1<ij<d)
d veces d veces

es alternada en los f; y es alternada en los v;, por lo que induce una
aplicacion bilineal

d d
B:/\V*x/\V—>kz

Si (e1,...,en) es una base de V' y (e7,...,e}) es na base dual de V*, y
sil<ig<---<ig<nyl<j <--+<jg<n entonces (Ejercicio)
B(e

si iy =Jjr paratodo k
i{/\--~/\e;‘d,e]-1/\~~-/\ejd): )
0 sino
Asi, la forma B es no-degenerada e induce una dualidad en la cual

* *
(ef, Ao A eid)1§i1<---<id§n es la base dual de (e;, A -+ €i,)1<ij<-<ig<n-
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3. Sea A = (a;;) = Matp(u) respecto a una base & = (e1,...,e,) de V.
Entonces

(/\u) (e1 N+ Nep)

u(er) A+ ANulen) = (Z ai1€¢> ARERRNA (Z am%)

n

= E aill"'ainneil/\"‘/\ein

i1sin=1

= o)1 Gamnl€a(y A A o)
O'GSn

=det(u)e; A+ Aep

O

El siguiente resultado es una aplicacién, muy 1til en la préctica, del Teorema
anterior.

Corolario 8.3.7. — Sea V un k—ev de dimension finita. Entonces, los vec-
tores v1,...,vg € V son l.i. <= vi A---ANvg #0 en /\d V. En particular,
st los wvectores vi A --- ANvg € V son li. yv € V es otro vector, entonces
v € Vectg(vi,...,v0q) <= viA---AvgAv=0 en /\dHV.

Demostracion. — Si los v1,...,vq son Li., entonces se pueden completar en
una base de V y luego v1 A --- A vg es parte de una base de /\d V', en par-
ticular es no-nulo. Reciprocamente, si v1,...,v4 son l.d. y, por ejemplo,
Vg = A1 + ...+ A\g_1v4_1 entonces

vl/\---/\vd,1/\'Udz'U1/\---/\Ud,1A<)\1®1—i—...—i—)\d,l’ud,l) =0
Finalmente, silos vi,...,vgs0onli. y v € V entonces v € Vectg(vy,...,v4) <=
es L.d.. ]
Ejemplo 8.3.8. — En R* con base canénica eg,es, e3, eq los vectores

v =(1,0,1,0) y v2 = (0,1,0,1) son lLi. pues
vi Avg = (e1+e3)AN(ea+eq) =e3 Aa+eg Aeg+esNes+e3 ey
=e NesteNeg—easNeg+ezsNegs#0 en )\2R4/\R6

Por otro lado, un vector v € R* pertenece al plano II = Vectg (v, v) = R? si
y solo si v Avg Av =0.

Ejemplo 8.3.9 (producto cruz). — Recordemos que si V 2 R3 es un es-
pacio euclideano orientado, enonces el producto cruz u x v € V de u,v € V

{v1,..

. ,’Ud,’U}



278 CAPITULO 8. TENSORES

estd definido por la relacién
detgz(u,v,w) = (u x v,w) YweV

donde & = (ey, €2, €3) es cualquier base ortonormal directa de V.

Por otro lado, el producto exterior e; A eg A eg € /\3 V' provee un generador
canénico (gracias a la orientacion) de AV = R. Asi, en este caso el iso-

*

morfismo A"V (/\d V) @ A"V se reduce (donden =3yd=1)a
/\2 V =2 V*. Maés atn, si consideramo el isomorfismo V = V* dado por el pro-
ducto escalar, obtenemos un isomorfismo /\2 V=2V lyporendeuAv e /\2 v

corresponde a un tnico vector en V. Ejercicio: Probar que dicho vector es
uxveV.

Caso particular importante: Supongamos que car(k) =0 (e.g. K =Q,R
o C). En este caso, podemos pensar a /\d V' como un sub-espacio vectorial
de T9V de la manera siguiente: Para cada o € Sy permutacién, entonces
definimos el endomorfismo & de T¢V mediante la férmula

5(U1®"‘®Ud):UU(1)®“'®UU(d)

Definicion 8.3.10. — Un tensor T € T%V se dice anti-simétrico si
o(T) = €(o)T para todo o € Syg. Denotamos por A4V C T4V al sub-ev
de tensores anti-simétricos. Mds ain, definimos la aplicacién de anti-
simetrizacién mediante:

1 ~
p:TW =TV, T a e(o)o(T)

€Sy

Ejemplo 8.3.11. — Para d = 2 se tiene

1
p(’Ul ®1)2) = 5(111 R vy — V2 ®v1)

Proposicion 8.3.12. — La aplicacion lineal p es un proyector (i.e., p*> =p),
de kernel Iy = INTY vy de imagen A%V . En particular, A%V = /\d V.

Demostracion. — Para todo 7 € Sy se tiene:

Del mismo modo

() = 5 3 ()7 (T) = 7 S er o) (T) = (T)(T)

oSy ) o'eSy
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ie., p(T) € AV.
Ademss,

PT) =p(p(T)) = 3 3 7 @) = 3 3 elrp(T) = Sp(T) = p(T)

’ TESY ’ TESY
de donde p? = p y 3(p) € A?V. Veamos que J(p) = AV, Sea T € A%V.
Entonces

1 - 1
P(T):JZG(U)Q‘/ :EZ

e(T
T o€eSy =¢(o)T ‘reS;

d!
2
LT=aT
1

Ast, p? = py plaay = idqay (ie., Im(p) = AV).
Veamos que Iy C ker(p). Sabemos que I; estd generado por los tensores de

la forma T' = v; ® -+ ® vg con v; = v;41 para cierto ¢ € {1,...,d — 1}.
Sea 7 = (i,i + 1) € Sy transposicién, entonces 7(T) = T y luego
p(T) = p(7(T)) = e(r)p(T) = —p(T) y como car(k) = 0 tenemos que
p(T) = 0.

Luego, la propiedad universal del cociente implica que 3!p : /\d V =T%W/1; - AV.
Sim:TW — /\d V' es la proyeccion al cociente entonces

(moD)(v1 A= Avg) =(mop)(v @+ Rug)

1
=T a Z 6(0’)’00(1) R ® Vo (d)
ocESy

1
= Z €(0) V(1) A+ A Vg(a)

€Sy

1
= 26(0)21}1/\~--/\Ud

.UESd
:’Ul/\/\vd

asi que Top = id/\dv y luego p es inyectiva, i.e., Iy = ker(p).

8.4. Pffafiano y matrices antisimétricas

El objetivo de esta seccion es aplicar el teorema espectral y las propiedades
del dlgebra exterior para estudiar matrices anti-simétricas, i.e., que cumplen

A=A
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jAtencion! — Durante toda esta seccién asumiremos car(k) = 0. en partic-
ular, Q C k.

Motivacion: Toda matriz anti-simétrica 2 x 2 se escribe como

0 A
A= ,AEE
-2 0
En particular, det(A) = A\? es el cuadrado de la funcién P(A4) := A. En
esta seccién veremos que toda matriz anti-simétrica real puede escribirse en
términos de bloques 2 x 2 como el anterior, y que el determinante es el cuadrado
de una funcién: el pfaffiano.

Observacion 8.4.1. — Si A € M, (k) anti-simétrica es invertible (i.e.,
A € GL,,(k)) entonces m = 2nes par: ‘A = —A = det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)™det(A4) =0
si m es impar.

Teorema 8.4.2 (Teorema espectral (caso antisimétrico))
Sea V =2 RP espacio euclideano y v : V. — V endomorfismo anti-

simétrico (i.e., u* = —u. Entonces, existe una base ortonormal B de V y
reales \i, ..., \s € RZ0 positivos tales que
0 X\ | 0 | | 0
-\ 0,0, 0
e
O O0rvr-1 0 01 0
Matg(u) = |- ----- Ao 4
00 A
|
[0 =As 0
777777 L R R
0 001 0 0 1 0p—p
y donde *iAq, ..., TiAs son los valores propios no-nulos de u.
Demostracion. — Recordemos que si U C V es un sub-ev, entonces
uw(U) C U <= wu*(U+) C Ut. En particular, K = ker(u) estable por
u se verifica que K es estable por u* = —u, y luego K es estable por w.

Miés atin, la restriccién de u a K+, u|;1, es anti-simétrica y de valores propios
no-nulos, asi que dimg(K+) = rg(u) = r = 2s es par. Luego, el Teorema
espectral implica en este caso que los valores propios de u|z1 son imaginarios
puros no-nulos +iAq,...,+i)s que vienen en pares conjugados pues u es un
endomorfismo real.

Si K =V entocnes u = 0 y el resulado es claro. Sino, consideramos el valor
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propio iA; y notamos que podemos asociarle un plano II; = R? en V que es
estable por u, en efecto:

Para toda matriz real A de valor propio iA € iR no-nulo, consideramos
z € C™\ {0} vector propio complejo y escribimos Z = X +iY con X,Y € R"
y luego

AZ =i Z <= AX+iAY =AY +iAX <<= AX=-)\Y y AY =)X
Asi, I1 := Vectr (X, Y) = R? es un plano invariante por Ay (X,Y) = 0.
El cdlculo anterior implica que si %1 = (a1, b1) es una base ortonormal de Iy
tal que u(ai) = —A1b1 y u(b1) = Aai, entonces
0 M
-2 0
Mséds atn, intercambiando iA; con —iA; si fuera necesario, podemos suponer

A1 > 0.
Finalmente, por induccién en n = dimg(V) y considerando V = II; @ IIf,

Mat g, (ulm,) =

tenemos que necesariamente K C Hf- y que (por hipétesis de inducci+on)
It =IL& - &l& K con

0 X
Mat g, (uln,;) = !
Y
para j =2,...,s. O
Corolario 8.4.3. — Sea M € M,(R) matriz anti-simétrica real tal que

r =r1g(A) = 2s y i\, ..., Li\s € iR son los valores propios no-nulos de A.
Entonces, existe P € O(n) matriz ortogonal tal que M = PAP~! = PA p,
donde

0 A0 0
-2 0 : 0 : : 0
e e T
0 0 . 0 0 0
A=]----__ 4‘774‘ 77777 4‘7777 con Ag,...,As >0
| | |
\0\ 0 )‘3\
L0 =X 0
****** - - T~ -~~~ T- -

El resto de la seccién nos cocentraremos en matrices cuadradas anti-
simétricas de tamafio par 2n X 2n.
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Definicion 8.4.4. — Sea A = (a;j) € Map(k) matriz anti-simétrica y sea
(e1,...,e2,) la base canénica de V = k?". Definimos entonces
2
w(A) := Z aije; N e; en /\V
1<i<j<2n

Si para todo k € NZ! denotamos

2k
WA = w( A =w(A) A nw(d) e AV

k veces

Entonces, definimos el pfaffiano de A como el dnico escalar Pf(A) € k tal
que:

2n
1
w(A)" =nlPf(A)erA- -9y, <= —'w(A)” = Pf(A)e1A- - -Neay, € /\ Vg
n!
Ejemplo 8.4.5. —
1. La matriz
Ao 0 ap
—al2 0
cumple w(A) = ajee; Aes. Aqui 2 = 2n = n = 2 y luego
Pf(A) = a12/1! = ai2
2. La matriz antisimétrica 4 x 4
0 aig a13 aiq
—aia 0 as3 a24

A p—
—aiz3 —asz 0 as4

—ai4 a4 —azs4 O
cumple

w(A) o e Neg+aize; Nes+arqser Aeqg+agzsea Aes+ agqea Neg+aszqes Ney
€

Luego, el pfaffiano de A se calcula mediante w(A)Aw(A) = 2! Pf(A)eiAeaAegAey,
resultando

w(A) ANw(A) =(a12e1 A e2) A (asses Aeq) + (arzer Aes) A (agaea A eg)+
(a1461 A 64) A\ (a2362 A 63) + (CL23€2 A 63) A (CL1461 A 64)+

(CL2462 A\ 64) A (a13€1 A 63) + (a34€3 A 64) A (algel A 62)
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puesto que e; Aej Aeg Aep = 0 si dos indices se repiten. Mds atin, sabemos
que e; A ej = —e; A e;, por lo que finalmente obtenemos

W(A) A (JJ(A) = (a12a34 — a13a24 + a14a23)€1 Ney Nes N ey

y asi
Pf(A) = a12a34 — a13a24 + a14a23

es el pfaffiano de A en este caso.

Ejercicio 8.4.6. — Calcular Pf(A) para una matriz antisimétrica 6 x 6.
Ejemplo 8.4.7. — Consideremos la matriz antisimétrica
0 X\ 0 0
-\ 0,0, 0
I
0 0 0 001 0
A=]------ Ao b oo 4+-——-| € May(k)
| | |
[ 0 [ 0 As [
L N e R

Entonces,

n
w(A) = Z )\jegj_l Negj = Aer Aeg + Xhgeg Aeg+ ...+ Apean—1 A eap
j=1

Probemos por induccién en n que Pf(A) = Ay -+ Ay, i.e., que

w(A)” =nlA - et ANeg--- Aegp_1 A eap
Sean = Aejg Aea+ ... \p_1€9,_3 A €2,_o. Por hipétesis de induccién

T]n_l = (n — 1)')\1 o Ap_1€1 A Aean_o
y ademds n™ =" An=0.
Recuerdo 8.4.8. — Sia e NV y BBA°V = fAa = (=1)%a A B. En
particular, si a := A\pean—1 A e, € /\2 V entonces S A a = a A S para todo
B, asi que la férmula del binomio de Newton vale en este caso particular. Méds
aun, si a = A\peo9,_1 A ea, entonces afF =0sik>2.

Escribamos w = 1 + «. Entonces

W=m+a) = 0" 4" A e+ (n>17”2/\a2+...
—~— 2

=0 ~ .
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obteniendo

W =nn""ha = n-(n—1)I\1 - Ap_1e1/A- - - eap—a2A(Anean—1/Ae2,) = nlAy -+ AperA- - -Neap,
y luego Pf(A) = A1+ Ay,

jAtencion! — Notar ademds que en el caso anterior det(A) = A2 --- \2 = Pf(A)2.

Ejercicio 8.4.9. — Sea A = (a;j) € Moy, (k) matriz anti-simétrica. Probar
(e.g. por inducci(’)n) la féormula general

Pf(A 2n i Uo(1),0(2) " Ga@n—1)o@n) = D €(0)0a()0@) " do@2n-1)0(2n)

oc€San ocly,

donde
Fy,:={0€Soy:0(l)<o3)<---<o(2n-1) y o(1)<o(2),03)<0c(4),...,02n—1) <o(2n)}
Recuerdo 8.4.10. — Siu:V — V es un endomorfismo, entonces (por func-

torialidad) existe A%u: A°V — A?V tal que (A% u)(e; A ej) = u(e;) Au(e;).
Matricialmente, si P es una matriz entonces denotamos de igual modo

(/\P) ei Nej) = P(e;) N P(ej)

Lema 8.4.11. — Sea A € May(k) una matriz anti-simélrica y sea
P € My, (k) una matriz. Entonces,
2

w(PA'P) = </\ P) en NE™"
Demostracion. — Si P = (p;j; y A = (a entonces PA P = (cij) con

Cij = Zpikaklpjl
k.l
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entonces

w(PA'P = Z cije; Nej) = Z Zpikaklpjlei Nej

i<j i<j kil
1
=3 Z Pik@riPj1€; N €5

’jkl

> § gl pzkez p]leg)
,Jkl

= %ZakZP(ek) A P(el)

k.l

= 3" auP(er) A Pler)

k<l

- (/\P) (w(4))

El Lema anterior permite probar la siguiente identidad ttil.

Proposicion 8.4.12. — Sea A € Moy, (k) matriz anti-simétrica y sea
P € My, (k) una matriz. Entonces,

Pf(PA'P) = det(P) Pf(A)
Demostracion. — La identidad w(PA *P) = (A% P)(w(A)) implica que
n!Pf(PA'P)ey A--- A ey, = w(PA'P)" (/\P )
def
Por otro lado, si V = k?", entonces en AV = k@ VANV @--- AV se tiene

AP=1®Pa N’ P& - & A\ P. Asi, dado que w(A4) € A’V (homogéneo
de grado 2) tenemos

2
(AP w(A) = (/\ P)(w(A)

Sin embargo, /\ P es un morfismo de k—4&lgebras (i.e., respeta el producto) y

por lo tanto
2n
(AP) (way = (/\ P) (w(4)")
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Finalmente, dado que \?" P es la homotecia de factor det(P) en A*"V = k
obtenemos

2 2n
(/\ p) (w(A)" = (/\ P> (W(A)™) = det(P) - w(A)" = n!det(P) Pf(A)e; A ---

O

Teorema 8.4.13 (Cayley, 1847). — Sea A € Ms, (k) matriz anti-simétrica.
Entonces,
det(A) = Pf(A)

Demostracion. — Basta probarlo paraMk = Q, pues en pariicular kCR. El
Teorema espectral implica que A = PA'P con P € O(n) y A de la forma dada
en el Teorema [8.4.2] Finalmente,

Pf(A)? = det(A) = det(4) y Pf(A) = det(P)Pf(A) = + Pf(A)

8.5. Algebra simétrica y anillos de polinomios

Motivacién: El dlgebra exterior A V' generaliza el concepto de formas mul-
tilineales alternadas. El objetivo de esta seccién es estudiar el caso simétrico.

Recordemos que una forma bilineal B : V x V — k es simétrica si
B(x,y) = B(y,x) para todos z,y € V. Equivalentemente, si B: V@V — k
es la forma lineal asociada entonces

~ ~

Blzoy)=Bly®z) <= Baoy-yor)=0 Yr,yeV

En particular, si denotamos por Jo C T2V =V ® V al sub-ev generado por
todos los tensores de la forma r®y—y®x con x,y € V, entonces Jy C ker(B).

A continuacién construiremos a partir de 7'V una nueva dlgebra SV tal que
para cada tensor v; ® -+ ® vg en TV asociamos un “simbolo” vivy - - vy (i.e.,
vector de SV) tal que vy -+ vg = Vy(1) - - - Uy(q) Para toda permutacién o € Sy.
En particular, vive = vguy.

Definicion 8.5.1. — Sea V un k—ev y V su dlgebra tensorial. Sea J C TV
el sub-espacio generado por todos los tensores de la forma

aR(VOw—-—wv)®b con v,weV y abeTV

N eap
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Definimos el dlgebra simétrica de V como SV := TV/J (o por Sym(V)),
y denotamos por v ---vg la imagen de v; ® vg en el cociente. Mads atin, la
composiciéon V — TV — SV serd denotada j : V — SV.

Observacion 8.5.2. — Tal como en el caso de AV, el cociente SV =TV/J
es una k—4algebra. Mds atn, la definicién de J implica que la multiplicacién

(/Ul...vcbwl...we) ;_)'Ul...vdwl...we
es conmutativa.

Teorema 8.5.3 (propiedad universal). — FEl dlgebra simétrica SV satis-
face la siguiente propiedad universal:

Para toda aplicacion lineal f:V — A a una k-dlgebra conmutativa
con unidad A, existe un unico morfismo de dlgebras f : SV — A tal
que el diagrama

v— 1w

x f

SV
es conmutativo.
Demostracion. — Anédloga a la propiedad universal de AV reemplazando
ICTV por JCTV. ]

Corolario 8.5.4 (functorialidad). — Si f : V. — W es una aplicacion
lineal entre k—ev.  Entonces, existe un inico morfismo de k—dlgebras
Sf .SV = SW tal que

v w

jvJ{ J{jw
sv 2L, sw
Mads ain, S(fog)=SfoSg.

Veamos ahora cémo describir el dlgebra simétrica SV concretamente.
Recordemos que J C TV es el sub-ev generado por los tenores de la forma

a® (VW -—wv)®b con v,weV y abeTV
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Para d € N, definimos J; := J N T%V como el sub-ev de J generado por
elementos homogéneos de grado d. Luego J = P a>0 Ja y en particular

SV=@sVv  ,donde SV :=TW/J,
deN
es la d-ésima potencia simétrica de V. En particular, SV es una k—dlgebra
graduada.

iImportante! — Dado que los vectores no-nulos de J contienen los elementos
de grado 2 de la foma v®@w —w®v, tenemos que T°VNJ = {0} y T*V N.J0{0},
asi que SOV =2 ky S1V =2 T'W =2 V. En particular, j : V < SV es inyectivo.
Explicitamente,

SV = ko Vo SV o SV o
w W w W
A v VU9 V1 V93

Mads aun, si f : V — W aplicacién lineal, entonces Sf = @dzo Sef donde
Stf . 84V — SIW estd dada por

(SUf)(v1---vg) = f(v1) - f(va)

El siguiente resultado resumen las principales propiedades de las potencias
simétricas SV .

Teorema 8.5.5. — Sea V un k—ev y sea d € N. Entonces

1. La aplicacion d—lineal V¢ — SV dada por (vi,...,vq) = vi---vgq es
una aplicacion d—lineal simétrica (i.e., f(Vy(1),---sVo(a)) = f(V1,--.,0q)
para toda o € Sq. En particular, (SV)* es el k—ev de formas d—lineales
simétricas en V.

2. SiV es de dimension finita n, entonces SV = k[X1,...,X,] es isomorfa
al dlgebra de polinomios en n variables. Mds ain, si (e1,...,e,) €s una
base de V', entonces una base de SV estd dada por los efll e ef: para toda
r—tupla con 1 <11 <...<i. <n yenteros k; tales que k1 + ...+ k. =d
(c.f. polinomio homogéneos de grado d). Luego,

, d n+d—1 n+d-—1
i) = (7)< (741

Ast, si V. # 0, el dlgebra simétrica SV es de dimension infinita.
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3. Si car(k) = 0 podemos pensar a S como un sub-ev de TV generado
por tensores simétricos (i.e. T € TV tal que 5(T) = T para toda
o € Sq. En efecto, la aplicaciéon de simetrizacién dada por

q¢ TV — TV
1
VBB = D Ue(1) @ B Ug(a)
geSy

tiene imagen SUV) C T el sub-ev de tensores simétricos y
ker(q) = Jy. En particular, S4(V) = SHV) =TV /J,

Demostracion. — La demostracién es andloga al caso de /\d V' y queda como
ejercicio. O
Observacion 8.5.6. — Supongamos que car(k) = 0. Entonces, toda matriz

M € M, (k) se escribe de manera tinica como suma de una matriz simétrica y
anti-simétrica:

M +'M M—"'M

M=5+A |, S:72 YA = ———

Del mismo modo, todo tensor en T2V = V ®V puede escribirse como (suma
de tensores de la forma):

1 1
v®w:§(v®w—w®v)+§(v®w+w®v):p(v®w)+q(v®w)

es decir, dichos tensores se descomponen en suma de un tensor simétrico y
un tensor anti-simétrico, y obtenemos

T?V = A’V & S*V
con A2V 2 A\?V y .72V = S2V (en este caso basta que car(k) # 2).

En general, para d > 3 tenemos una inclusién 79V D AV @& .V pero ella
es estricta: si d = 3 calculamos
2
dimy, (T3V) = dimg(V @ V@ V) = n3 > dimy (A3V) + dim, (.23V) = (;‘) + <" ; >
La parte faltante es un sub-ev de 7%V de dimensién 2@. De hecho, es

la suma directa de dos copias de cierto espacio vectorial denotado S 1)(v).-
En general, existe una descomposiciéon canénica
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Tdv = V®d = @ S()\l’m,)\n)(V)@m/\

M > A >0
A+ A=d

donde my € N2! y los SA\1,an) son los llamados functores de Schur
(omitiendo los A\; = 0), que verifican

L Sq. (V)= AV,

2. Sig(V) =5V,

. Xi—Nj+7—1
3. dimyg S(Al,...,)\n)(v> = H1§i<j§n (%)

Aqui, la functorialidad significa que para todo A = (A1,...,\,) y toda apli-
cacion lineal f : V — W existe una tnica lineal inducida

Sx(f) : Sx(V) = Sx(W)
con S\(id) =id y Sx(f o g) = Sx(f) o Sx(9)-

Para los interesados, la construccién de los functores de Schur estd rela-
cionada a la “teoria de representaciones” y a objetos combinatorios llamados
“tablas de Young”. Una introduccion a la “teoria de representaciones de grupos
finitos” puede ser hallada en el Capitulo 2 de leste apunte.


http://pmontero.mat.utfsm.cl/pdf_mat214/MAT214.pdf

Factorizacion QR, 190
adjunto, 192
anillo
abeliano, 12
definicién de, 12
unidades A*, 12
anulador, 163
aplicacion
anti-lineal, 228
bilineal, 257
aplicacién lineal
definicién de, 17
imagen de, 26
kernel de, 26
ntcleo de, 26
rango de, 26
auto-adjunto, 192
automorfismo, 34
base
ortogonal, 238
canénica de k", 23
coordenadas, 24
definicién de, 22
directa, 205
ortogonal, 173
base dual, 162
base ortonormal, 186
bidual, 163
cauchy-schwarz, 184
clausura algebraica, 89
codimensién, 82
coeficientes de Fourier, 247

INDICE

cofactor, 75
comatriz, 77
combinacién lineal, 19
complejo
cono, 236
congruencia médulo n, 13
conjunto ortogonal, 172
convergencia absoluta de series, 134
cuerpo
de funciones racionales, 86
de p elementos Fp, 15
definicién de, 12
cénica, 221
descomposicién de Dunford, 113
desigualdad de Cauchy-Schwarz, 248
diagrama conmutativo, 38
dimensién, 23
distancia a conjunto, 194
emparejamiento perfecto, 168
endomorfismo, 17
adjunto u*, 251
anti-hermitiano (u* = —u), 253
auto-adjunto (u* = u), 253
diagonalizable, 83
hermitiano (u* = u), 253
nilpotente, 110
normal (u*u = uu*), 253
trigonalizable, 95
unitario (u™! = u*), 253
equivalencia
clase de, 12
cociente por una relacién de, 13



292

de matrices, 41
relacion de, 12
escalar, 16
espacio
de aplicaciones lineales Homy (V, W), 28
dual, 162
euclideano, 183
orientado, 205
tangente, 224
vectorial normado, 132
espacio vectorial
cociente, 159
conjugado, 228
de Hilbert, 245
definicién de, 16
euclideano, 245
finitamente generado, 19
generado Vecty(S), 19
hermitiano, 245
normado, 248
sub-espacio de, 17
espectro, 80
estructura compleja, 72
evaluacién canénica, 163
exponencial de matrices, 137
familia
generadora, 19
libre, 20
linealmente dependiente, 20
linealmente independiente, 20
forma
no-degenerada, 235
sesquilineal adjunta h*, 229
anti-hermitiana (h* = —h), 229
bilineal, 64, 166
no degenerada, 168
simétrica, 169
hermitiana (h* = h), 229
multilineal, 64
alternada, 64
sesquilineal, 228
forma cuadrética, 170
definida positiva, 244
equivalencia, 243
férmula de polarizacién, 233
hermitiana, 233
kernel ker(h), 236
funcién isométrica, 217
férmula de polarizacién, 170

grupo
definicién de, 11
general lineal GL(V), 35
grupo abeliano, 11
grupo especial ortogonal, 182
grupo ortogonal, 181
complejo, 183
real, 183
grupo simétrico, 61
hiperplano, 82
hipersuperficie cuddrica, 220
centrada, 220
centrada en el origen, 220
centro, 220
singular, 220
hipersuperficies cuadricas
vértice, 221
homomorfismo, 17
homotecia, 41, 69
ideal, 92
generado, 92
principal, 92
isometria, 250
isometria directa, 188
isometria indrecta, 188
isomorfismo, 18
kernel
de una forma bilineal, 169
lema
de Bézout, 14
matriz
adjunta A*, 231
anti-hermitiana (A4* = —A), 232
antisimétrica, 72
asociada a aplicacién lineal Maty, z(u),
30
de cambio de base, 36
de forma cuadrética hermitiana, 242
de forma sesquilineal, 231
de permutacién, 42
de una forma bilineal, 167
diagonalizable, 85
elemental F;;, 23
hermitiana (A* = A), 232
imagen de, 33
invertible, 34
ntcleo de, 33
rango de, 33
transpuesta ‘A, 33



triangular inferior, 73

triangular superior, 73

trigonalizable, 95

unitaria (A*A =1,), 250
matriz simétrica, 169
multiplicidad

algebraica, 105

geométrica, 105

raiz, 91
maximo comun divisor, 92
norma

hermitiana, 248
normas equivalentes, 132
operaciones elementales

sobre columnas, 43

sobre filas, 47
orientacién, 204
ortogonalidad, 172
permutacién, 61

impar, 62

par, 62
polinomio

minimal, 98

primo, 92
polinomio caracteristico, 87
Producto cruz, 211
producto escalar, 183, 244
producto tensorial, 258
Propiedad universal

del cociente, 160
proyeccion

candnica, 158
proyeccién ortogonal, 193
rango

de forma hermitiana, 235

de una forma bilineal, 168

de una forma cuadrética, 171
reduccién

de columnas, 44

de filas, 49
reflexividad, 163
reflexién, 195
rotacién, 203
semejanza

clase de, 42

de matrices, 42
semi-grupo, 11
simetria ortogonal, 195
sub-espacio

INDICE

293

estable u(U) C U, 252
hermitiano, 246
ortogonal U+, 235
proyeccién ortogonal pyr, 246
subespacio
afin, 223
propio, 80
propio generalizado, 106
sucesién de Cauchy, 133
suma directa, 81
suma directa ortogonal, 198
superficie cuddrica, 221
superficie reglada, 226
suplementarios, 81
tensor
simple, 260
tensor arbitrario, 260
teorema
aplicaciones lineales y matrices, 30
de Sylvester, 239
existencia bases ortonormales, 246
adjuncion, 251
adjuncion en espacios hermitianos, 252
de cambio de base, 38
de la base incompleta, 23
de Pitdgoras, 249
del Isomorfismo, 161
del rango, 27
espectral, 253
fundamental de espacios de dimensién
finita, 23
transformacién lineal, 17
transposicion, 62
traslacion, 217
traspuesta, 164
traza, 87
unitario
automorfismo, 241, 253
grupo especial unitario SU(n), 244
grupo especial unitario SU(p, q), 244
grupo especial unitario SU(Q), 243
grupo unitario U(n), 244
grupo unitario U(p, q), 244
grupo unitario U(Q), 242
valor propio, 79
vector, 16
vector isétropo, 172
vector propio, 79
vectores



294

isétropos, 236
ortogonales, 235
y,x, 198
dngulo
de rotacién, 205

INDICE

entre rectas, 207
orientado, 206
angulo
no orientado, 185
indice de nilpotencia, 110



BIBLIOGRAFIA



	Agradecimientos
	Capítulo 1. Espacios vectoriales y aplicaciones lineales
	1.1. Definiciones generales
	1.1.1. El cuerpo Fp

	1.2. Espacios vectoriales: definición y ejemplos
	1.3. Familias generadoras, libres, bases y dimensión
	1.4. Núcleo, imagen y teorema del rango
	1.5. Aplicaciones lineales y matrices
	1.6. Cambios de base
	1.7. Operaciones elementales sobre filas y columnas
	1.7.1. Operaciones sobre columnas
	1.7.2. Operaciones sobre filas
	1.7.3. Cálculo de la inversa de una matriz cuadrada


	Capítulo 2. Determinantes
	2.1. Permutaciones
	2.2. Formas multilineales alternadas
	2.3. Determinantes
	2.3.1. Determinante de un endomorfismo
	2.3.2. Determinante de una matriz

	2.4. Cálculo de determinantes

	Capítulo 3. Reducción de endomorfismos
	3.1. Valores y vectores propios
	3.2. Endomorfismos diagonalizables
	3.3. Polinomio característico
	3.3.1. Polinomio característico de una matriz cuadrada
	3.3.2. Polinomio característico de un endomorfismo

	3.4. División de polinomios
	3.5. Trigonalización de endomorfismos y matrices
	3.6. Polinomio minimal y teorema de Cayley-Hamilton
	3.7. Reducción de endomorfismos y descomposición de Dunford
	3.8. Cálculos de descomposición de Dunford
	3.9. La forma canónica de Jordan

	Capítulo 4. Exponencial de matrices y sus aplicaciones
	4.1. Espacios vectoriales normados
	4.2. Exponencial de matrices
	4.3. Sistemas y EDOs lineales con coeficientes constantes

	Capítulo 5. Dualidad y formas bilineales
	5.1. Espacio vectorial cociente
	5.2. Espacio dual
	5.3. Formas bilineales y formas cuadráticas
	5.4. Ortogonalidad respecto a una forma cuadrática
	5.5. Clasificación de formas cuadráticas reales y complejas
	5.6. Método de reducción de Gauss
	5.7. Grupo ortogonal
	5.8. Espacios euclideanos
	5.9. Bases ortonormales y proceso de Gram-Schmidt
	5.10. Endomorfismos adjuntos y simétricos

	Capítulo 6. Isometrías
	6.1. Isometrías del plano y orientación
	6.2. Isometrías del espacio
	6.3. Isometrías en dimensión arbitraria y Teorema de Cartan-Dieudonné
	6.4. Reducción simultánea de formas cuadráticas e hipersuperficies cuádricas

	Capítulo 7. Formas hermitianas y producto escalar complejo
	7.1. Formas hermitianas
	7.2. Ortogonalidad hermitiana y Teorema de Sylvester
	7.3. Grupo unitario U(p,q) y grupo especial unitario SU(p,q)
	7.4. Producto escalar complejo y espacios hermitianos
	7.5. Endomorfismo adjunto y endomorfismos normales

	Capítulo 8. Tensores
	8.1. Producto tensorial de espacios vectoriales
	8.2. Álgebra tensorial
	8.3. Álgebra exterior y formas multilineales alternadas
	8.4. Pffafiano y matrices antisimétricas
	8.5. Álgebra simétrica y anillos de polinomios

	Índice
	Bibliografia

